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Vorwort. 


Das  vorliegende  Buch  enthält  den  mathematischen  Teil  einer 
umfassenden,  auf  praktische  Anwendung  zielenden  Darstellung  der 
wissenschaftlichen  Grundlagen  der  Landesvermessungen  und  Erd- 
messungen. Meine  ursprüngliche  Absicht  war,  in  organischer  Ent- 
wicklung den  physikalischen  Teil  vorausgehen  zu  lassen;  nachdem 
ich  jedoch  das  gesamte  Material  einer  ersten  Bearbeitung  unterzogen 
hatte,  fand  ich,  dafs  die  bewährte  Methode  des  Aufsteigens  vom  Ein- 
fachen zum  Komplizierteren  sich  besser  mit  der  nunmehr  gewählten 
Reihenfolge  der  Teile  würde  vereinigen  lassen.  Für  die  allgemeine 
Orientierung  sorgen  jetzt  die  beiden  ersten  Kapitel  der  Einleitung. 

Bei  den  mathematischen  Entwicklungen  ist  alles  beiseite  ge- 
lassen, was  in  keiner  Beziehung  zur  Geodäsie  auf  der  wirklichen  Erd- 
oberfläche steht;  innerhalb  dieses  Rahmens  aber  habe  ich  versucht 
Ausführlichkeit  und  Strenge  mit  Einfachheit  zu  vereinigen. 

Der  Wunsch  nach  Ausführlichkeit  veranlafste  mich  u.  a.  der 
Rechnung  mit  Sehnen  einen  Platz  einzuräumen,  obgleich  sich  heraus- 
stellte, dafs  im  allgemeinen  die  Sehne  weniger  bequem  zur  Anwendung 
ist,  als  die  geodätische  Linie.  Immerhin  ergaben  sich  aufser  theo- 
retisch interessanten  Resultaten  auch  einige  zur  Anwendung  geeignete 
Formeln. 

Was  die  Strenge  der  mathematischen  Darstellung  anlangt,  so 
scheint  es  mir,  dafs  sie  namentlich  bei  Reihenentwicklungen  in  geo- 
dätischen Werken  meistens  zu  sehr  als  selbstverständlich  angesehen 
wird.  Nicht  immer  aber  hat  man  es  mit  'dem  einfachen  Fall  der 
Entwicklung  trigonometrischer  Funktionen  kleiner  Winkel  in  Potenz- 
reihen zu  thun  und  es  bedarf  u.  a.  bei  der  Ableitung  des  Legendre^chsn 
llieorems  einer  besonderen  Untersuchung  der  Gültigkeit  für  spitze 
Dreiecke,  die  jedoch  mittelst  des  Restes  der  Tay^orschen  Reihe  leicht 
zu  führen  ist. 

In  Hinsicht  der  Einfachheit  beschränkte  ich  mich  zunächst  auf 
die  Geodäsie  für  die  Kugel  und  das  schwach  abgeplattete  Rotations- 
ellipsoid, schlofs  an  die  letztere  aber  die  Geodäsie  auf  der  wirklichen 
Erdoberfläche  mittelst  des  Begriffes  der  Lotabweichung  an.  Dieses 
schon  von  Bessel  angegebene  Verfahren  ist  nach  dem  gegenwärtigen 


VI  Vorwort. 

Stande  unserer  Kenntnis  der  Erdgestalt  nicht  nur  ein  ganz  berech- 
tigtes, sondern  nach  meiner  Ansicht  das  einzig  praktische.  Ich  halte 
es  namentlich  für  ganz  nutzlos,  als  Projektionsfläche  eine  andere  Fläche 
als  das  schwachabgeplattete  Rotationsellipsoid  mit  zur  Erdaxe  paral- 
leler kleiner  Axe  zu  wählen  und  habe  mich  demgemäfs  darauf  be- 
schränkt, alle  Theorieen  nur  für  diese  Fläche  oder  die  noch  einfac^hcre 
Kugelfläche  aufzustellen.  Ist  es  auch  mathematisch  interessant,  in 
jedem  Falle  das  Gültigkeitsgebiet  eines  Satzes  in  vollem  Umfange 
zu  erkennen,  so  verliert  doch  diese  Kenntnis  jede  Bedeutung  für  die 
geodätische  Anwendung.  Die  Beschränkung  aber  gewährte  mir  die 
Möglichkeit  einer,  wie  ich  hoffe,  in  erweitertem  Kreise  verständlichen 
Darstellung.  Insbesondere  habe  ich  die  Fundamentalgleichung  der 
geodätischen  Linie  ganz  elementar  ohne  Variationsrechnung  hergeleitet, 
sowie  mich  bemüht,  zur  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  in  dem 
für  die  Praxis  ausreichenden  Umfange  auf  direkten,  dem  allgemeineren 
Verständnis  naheliegenden  Wegen  zu  gelangen.  Zu  dem  Zwecke  wurde 
von  den  Integralformeln  für  die  geodätische  Linie  zunächst  zu  den 
Differentialformeln  übergegangen  und  aus  diesen  die  Lehre  vom  geo- 
dätischen Kreise  gewonnen,  wonach  es  nur  einfacher  Integrationen 
zur  Erreichung  jenes  Zieles  bedurfte.  Zu  gröfserer  Anschaulichkeit 
ist  die  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  auf  der  Kugel  ähnlich  be- 
handelt worden,  wie  jene  fürs  Ellipsoid;  dabei  konnte  zugleich  ohne 
Schwierigkeit  die  Gültigkeit  der  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie in  dem  för  die  Geodäsie  wichtigen  Umfange  bewiesen  werden. 

Es  versteht  sich  wohl  von  selbst,  dafs  die  vorhandenen  Arbeiten 
über  Geodäsie  berücksichtigt  wurden,  wie  zahlreiche  Citate  bezeugen: 
formell  bin  ich  jedoch  entsprechend  meinen  Absichten  in  den  meisten 
Fällen  selbständig  vorgegangen. 

Auch  materiell  dürfte  sich  manches  Neue  finden.  In  dieser  Be- 
ziehung nenne  ich  u.  a.  die  Rechnung  mit  Sehnen  auf  dem  Ellipsoid 
(4.  Kap.),  die  Differentialformeln  für  die  geodätische  Linie  (6.  Kap.), 
die  Reihenentwicklungen  zur  Berechnung  von  Entfernung  und  Azi- 
muten aus  geographischen  Positionen  (S.  314),  die  Betrachtung  für 
geodätische  Linien  zwischen  nahezu  diametralen  Punkten  (7.  Kap.), 
die  Untersuchung  über  die  Maximalwerte  der  höheren  Glieder  des 
Legendreachen  Theorems  (S.  94,  359  u.  384),  die  Untersuchung  über 
die  sphärische  Berechnung  der  Dreiecksketten  (S.  400),  die  Beziehungen 
zwischen  rechtwinkligen  und  geographischen  Koordinaten  (9.  Kap.), 
die  Ausgleichung  geodätisch-astronomischer  Messungen  mit  Rücksicht 
auf  Lotabweichungen  (12.  Kap.)  und  die  Entwicklungen  bezüglich  der 
Beweiskraft  der  Gradmessungen  für  eine  rotationsellipsoidische  Erd- 
gestalt (13.  Kap.). 


Vorwort.  VII 

Die  wichtige  Angelegenheit  der  Ausgleichung  geodätisch -astro- 
nomischer Messungen  mit  Bücksicht  auf  Lotabweichungen  ist  zwar 
nicht  bis  in  alle  Details  erledigt,  aber  es  ist  wenigstens  die  Grund- 
lage vollständig  entwickelt.  Als  ein  Hauptresultat  der  Untersuchung 
muTs  ich  für  mich  die  Überzeugung  betrachten^  dafs  bei  den  Aus- 
gleichungen grofser  Dreiecksnetze  nicht  nur  die  von  den  verschiedenen 
Grundlinien  gegebenen  Bedingungsgleichuugen  zu  berücksichtigen  sind, 
sondern  auch  die  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Beobachtungskunst 
völlig  ebenbürtigen  Gleichungen,  welche  mittelst  des  Theorems  von 
Laplace  aus  Azimutbestimmungen  und  geographischen  Längenbestim- 
mnngen  abgeleitet  werden  können  (S.  537).  Eine  ohne  diese  Rück- 
sichtnahme ausgeführte  gemeinsame  Ausgleichung  eines  grofseren 
Komplexes  von  Dreiecksketten  würde  ich  für  Gradmessungszwecke 
als  wertlos  erachten^  für  Landes vermessungszwecke  aber  wenigstens 
als  unvollständig  ansehen. 

Um  die  Übersichtlichkeit  zu  erleichtern,  sind  in  den  Formeln 
möglichst  wenig  abkürzende  Bezeichnungen  eingeführt.  Die  Symbolik 
ergab  sich  durch  eine  Reihe  von  Kompromissen  aus  den  üblichen 
Bezeichnungsweisen.  Es  ist  dabei  möglichst  bedacht  genommen,  das- 
selbe Symbol  nur  insoweit  zur  Bezeichnung  verschiedener  Gröfsen  zu 
verwenden,  als  ein  Irrtum  daraus  nicht  entstehen  kann. 

Tabellen  sind  dem  Buche  bis  auf  eine  solche  für  den  Logarithmus 
einer  häufig  auftretenden  Funktion  der  Excentricität  der  Meridian- 
ellipse und  der  geographischen  Breite  nicht  beigefügt,  es  ist  vielmehr 
auf  ÄJbrecIhts  bewährte  Tafelsammlung  verwiesen  (S.  34).  Zur  Prüfung 
der  Brauchbarkeit  der  Formeln,  namentlich  derjenigen  für  die  Aufgabe 
der  Übertragung  geographischer  Koordinaten  und  ihrer  Umkehrung, 
welche  je  besonders  für  beliebige  Distanzen,  für  Distanzen  bis  zu 
640  Kilometer  und  für  Seiten  mefsbarer  Dreiecke  entwickelt  sind, 
wurden  Zahlenbeispiele  berechnet,  z.  T.  unter  Anwendung  von  Loga- 
rithmen mit  10  Decimalen.  Die  so  erzielte  Schärfe  der  Rechnung 
ist  zwar  in  mehreren  Fällen  weit  gröfser  als  in  der  Praxis  erforder- 
lich wird,  sie  war  aber  gleichwohl  des  speziellen  Zweckes  wegen  er- 
wünscht. Eine  Gebrauchsanweisung  sollte  mit  diesen  Beispielen  eben- 
sowenig gegeben  werden,  wie  eine  völlig  gebrauchsfertige  Gestalt  der 
Formeln  im  Sinne  der  praktischen  Routine  beabsichtigt  ist 

Aachen,  Oktober  1880, 

Der  Verfasser. 
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Berichtigungen. 

S.  8  Z.  23  V.  0.  sind  die  Worte  mit  anderen  vor  paarweise  einzuschalten. 

S.  28  Z.  10  und  11  v.  u.  ist  x  in  den  Quotienten  zu  streichen. 

S.  C5  Z.  11  y.  u.  ist  §  17  anstatt  §  18  zu  lesen. 

S.  93  Z.  3  V.  u.  ist  sin  B  anstatt  sin  :  B  zu  lesen. 

S.  115  Z.  7  V.  0.  lies  y,  anstatt  y, 

S.  IIG  Formel  (3)  lies  iji'  anstatt  ij^ 

S.  173  2  Z.  rechts  fehlt  im  Zähler  vor  k  das  Minnszeichen. 

S.  191  2  Z.  0.  fehlt  am  Anfange  das  Wörtchen  dafa, 

S.  192  (9)  fehlt  rechter  Hand  +  Gl^, 

S.  206  (8)  ist  in  der  ersten  eckigen  Parenthese  der  Zähler  5  im  Bruche  -  -  aus- 

gefallen. 
S.  267  inmitten  ist  zu  lesen  )3,|l,'  =  sin  Jfp  ^^1.2* 
S.  277  (8)  ist  der  Faktor  o,  vor  der  geschlungenen  Parenthese  zu  tilgen  und  an 

der  1.  runden  Parenthese  wieder  anzubringen. 
S.  287  (11)  ist  die  untere  Integralgrenze  tp^, 
S.  338  Z.  3  V.  o.  fehlt  an  P  der  Index  n. 
S.  356  (14)  lies  6&*c'  anstatt  6&,e,. 
S.  378  inmitten   ist  3,9675889.6    in  eine    eckige,   den  Logarithmus   anzeigende 

Parenthese  einzuschliefsen. 
S.  383  Z.  9  y.  0.  lies  sin  2^|  anstatt  sin'ßj. 
S.  386  Z.  15  y.  0.  lies  h  cos  Tif,  anstatt  h  cos  ^X^. 
S.  387  (21)  lies  ±  anstatt  +. 
S.  437  2.  Z.  y.  o.  lies  m'  anstatt  m*. 
S.  461  ist  in  (1),  (2)  und  (8)  W^*  für  W^'^  zu  setzen. 
S.  472  lies  Z.  6  und  7  rechter  Hand:  27,24"  0,454'  0,34'. 
S.  482  ist  die  Nummer  (5)  eine  Zeile  höher  zu  rücken. 
S.  496  (3)  ist  cos  Bj^  anstatt  cos  B  zu  lesen. 

S.  522  Anm.  ist  gleichmälsiges  Gefälle  des  Profils  P,  P,  vorausgesetzt 
S.  579  u.  581  ist  in  den  Fehlergleichungen  für  l^,  X,,  ...  zu  setzen  X^  —  Xa^ 
K — ^'^f  •  •  *  ^^^  demgemäüi  (nach  Ausgleichungsrechnung  S.  143)  die 
Bildung  der  Normalgleichungen  abzuändern,  falls  auch  für  die  Münchener 
Lotrichtung  eine  interpolatorische  Abweichung  zulässig  erscheint. 
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1.  Kapitel. 
Gegenstand  der  Geodäsie. 

§  1.  Die  Geodäsie  ist  die  Wissenschaft  von  der  Ausmessung 
und  Abbildung  der  Erdoberfläche. 

Die  Erdoberfläche  hat  näherungsweise  die  Gestalt  einer  Kugel 
von  6370*™  Radius.  Die  Abweichungen  von  der  Kugelform  halten 
sich  völlig  innerhalb  y^  Prozent  in  radialer  Richtung,  indem  die 
Differenz  zwischen  dem  gröfsten  und  kleinsten  Abstand  der  Oberfläche 
vom  Schwerpunkt  der  Erde  noch  nicht  den  Betrag  von  32*™  erreicht. 
Die  Abweichungen  sind  also  in  manchen  Fällen,  wo  die  Erde  als 
Ganzes  aufgefafst  wird,  verschwindend  klein,  wie  z.  B.  bei  einer 
räumlich  bildlichen  Darstellung  der  Erde  als  Globus. 

Andrerseits  sind  gerade  sie  ein  wesentliches  Objekt  der  Messungen. 
Dabei  kommt  in  betracht,  dafs  der  unmittelbar  sichtbare  Teil  der 
Abweichungen:  Berg  und  Thal,  wegen  seines  verwickelten  Bildungs- 
gesetzes als  regellos  behandelt  werden  muCs.  Weil  aber  ein  Schlufs 
von  einzelnen  Teilen  auf  das  Ganze  nur  bei  regelmäfsiger  Beschaffen- 
heit möglich  ist,  so  mufs  überall  da,  wo  die  Gestalt  der  physischen 
Erdoberfläche  im  Detail  erkannt  werden  soll,  sie  direkt  durch  Messungen 
bestimmt  werden. 

Dafs  wir  nun  gleichwohl  auch  Kenntnisse  über  die  Erdgestalt 
im  allgemeinen  erlangt  haben,  trotzdem  die  Erdoberfläche  nicht  überall 
zugänglich  ist,  wurde  ermöglicht  durch  die  Existenz  eines  in  erster 
Annäherung  sehr  einfachen  Bildungsgesetzes  der  Gestalt  des  gesamten 
Erdkörpers:  eines  Bildungsgesetzes,  dessen  Faktoren  die  Gravitation 
der  Massenteile  und  die  durch  die  Rotation  um  eine  Axe  erzeugte 
Zentrifugalkraft  sind. 

§  2.  Ausmessung  kleiner  Teile  der  Erdoberfläche.  Die  Auf- 
nahme irgend  eines  Flächenstücks  ist  eine  relativ  vollsi^ndige,  wenn 
man  die  räumlichen  Koordinaten  von  so  vielen  Punkten  desselben  er- 
mittelt hat,  als  zur  Herstellung  eines  für  einen  bestimmten  Zweck 
ausreichend  genauen  Bildes  erforderlich  sind.  Die  Punkte  sind  als 
charakteristische  auszuwählen  d.  h.  als  solche,  zwischen  denen  die 
Linien-  und  Flächenelemente  hinreichend  gerade  bezw.  eben  sind. 
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Auf  eine  Eoordinatenrichtung  ist  man  durch  die  Richtung  der 
Schwerkraft,  derjenigen  Eraft^  die  sich  als  Resultante  der  obengenannten 
Kräfte  ergiebt,  hingewiesen;  denn  der  Umstand,  dafs  der  Schwerpunkt 
eines  in  einem  Punkte  ruhend  aufgehängten  Körpers  stets  in  Richtung 
der  Schwerkraft  unterhalb  des  Aufhängepunktes  liegt,  und  dafs  femer 
ein  ruhender  Flüssigkeitsspiegel  sich  immer  rechtwinklig  zur  Richtung 
der  Schwerkraft  stellt,  gestattet  geodätische  Mefsinstrumente  gegen 
diese  Hauptrichtung  zu  orientieren.  Dieselbe  wird  kurz  als  Lot- 
richtung  oder  vertikale  Richtung  bezeichnet,  eine  Normale  zu  ihr  als 
Iwnzontale  Richtung  und  der  geometrische  Ort  aller  Horizontalen  eines 
Punktes  als  seine  Horizontalebene. 

Die  Lotrichtungen  verschiedener  Punkte  konvergieren  näherungs- 
weise nach  dem  Erdschwerpunkte;  sie  sind  also  nicht  parallel.  Nichts- 
destoweniger darf  man  für  hinlänglich  benachbarte  Punkte  ihnen  diese 
Eigenschaft  beilegen,  weil  alsdann  wegen  des  grofsen  Abstandes  des 
Schwerpunktes  der  Erde  von  ihrer  Oberfläche  die  Konvergenz  gering 
ist.  Selbstverständlich  mufs  untersucht  werden,  wann  die  Konvergenz 
der  Lotrichtungen  vernachlässigt  werden  darf. 

Sehen  wir  die  Lotrichtungen  der  charakteristischen  Punkte  eines 
Teiles  der  Erdoberfläche  als  parallel  an,  so  projicieren  sie  dieselben 
zu  identischen  Figuren  auf  beliebig  über  einander  liegende  Horizontal- 
ebenen. In  Bezug  auf  die  Horizontalprojektion  ist  daher  die  Wahl 
der  als  Projektionsebene  gedachten  Horizontalebene  gleichgültig. 
Dagegen  hängen  die  Vertikalabstände,  die  Höhen  über  dem  angenom- 
menen Horizont,  davon  ab. 

Horizontalprojektion  und  Höhen  genügen  völlig  zur  Beantwortung 
aller  Fragen  über  die  Figur  des  Terrains.  Man  kann  aus  ihnen 
nicht  nur  die  wirklichen  Entfernungen  und  Flächen  ableiten  —  im 
Gegensatz  zu  den  horizontalen,  in  der  Projektion  gemessenen,  schiefe 
genannt  —  man  erhält  auch  bequem  nächst  den  Höhenunterschieden 
die  Gefälle  der  Linienelemente  des  Terrains.  Diese  Gröfsen  sind  so 
bedeutungsvoll,  dafs  eine  Au&iahme,  welche  die  Figur  des  Terrains 
ohne  Bezug  zur  Richtung  des  Lotes  gäbe,  schon  darum  geringe  Be- 
deutung hätte.  Gerade  die  Existenz  dieser  fundamentalen  Richtung 
erleichtert  aber  die  Aufnahme  sehr,  wie  man  erkennt,  wenn  man  diese 
letztere  ohne  ihre  Mitwirkung  ausführen  will. 

Li  der  Horizontalprojektion  fehlt  leider  eine  fixe,  mit  immer 
hinreichender  Genauigkeit  rasch  herzustellende  Richtung;  eine  fun- 
damentale Richtung  ist  zwar  als  Nordsüdrichtung  vorhanden,  aber 
man  kann  sie  meist  mit  erforderlicher  Schärfe  nur  durch  zeitraubende 
astronomische  Messungen  erlangen,  so  dafs  man  in  der  Regel  auf  ihre 
unmittelbare  Benutzung  verzichtet.    Immerhin  ist  die  direkte  Bezug- 


§  3.  Aufnahme  im  groHien.  Ö 

nähme  auf  diese  Richtung  in  einigen  Fällen  vorteilhaft;  ja  unent- 
behrlich;  wobei  die  Magnetnadel  dazu  dient,  die  Beziehung  herzustellen. 
Die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  soeben  ganz  im  allgemeinen 
besprochenen  Aufnahmen  ausgeführt  werden,  ausführlich  wissen- 
schaftlich zu  beschreiben,  ist  Gegenstand  der  niedem  Greodäsie  (Feld- 
messen und  Nivellieren). 

§  3.  Aufnahme  im  grofsen.  Projiciert  man  die  Punkte  eines 
beliebig  grofsen  Teils  der  Erdoberfläche  auf  eine  Fläche,  die  überall 
zur  projicierenden  Linie  normal  steht,  so  zeigt  sich  im  Vergleiche  zu 
§  2  zweierlei 

1.  Folgt  man  der  Lotrichtung  eines  Punktes,  so  hört  sie  mit 
Verlassen  desselben  streng  genommen  im  allgemeinen  sofort  auf,  Lot- 
richtung zu  sein.  Es  ändert  sich  vielmehr  die  Lotrichtung  von  Ort 
zu  Ort  und  ein  beweglicher  Punkt,  der  in  jedem  Augenblick  der- 
jenigen Lotrichtung  folgt,  die  seiner  jedesmaligen  Lage  entspricht, 
beschreibt  eine  schwach  gekrümmte  Linie:  die  Lotlinie  (Krafklinie). 
Hiemach  ist  in  jedem  Punkte  der  Lotlinie  die  Tangente  Lotrichtung. 

2.  An  Stelle  der  Horizontalebeue,  auf  welche  projiciert  wurde, 
tritt  eine  krumme  Fläche,  welche  die  Lotlinien  normal  schneidet:  eine 
Niveaufläche. 

Besonders  hervorzuheben  unter  den  Niveauflächen  ist  die  Meeres- 
fläche, welche  man  sich  aber  hierbei  nur  der  Schwerkraft  der  Erde 
unterworfen  und  also  ruhend  denkt,  so  dafs  von  der  Bewegung  durch 
Ebbe  und  Flut,  durch  Winde  und  andere,  Meeresströmungen  erzeugende 
Ursachen  abgesehen  wird.  Diese  ideelle  Meeresfläche  würde  den 
sichtbaren  Teil  einer  Niveaufläche  bilden.  Man  nennt  sie  die  mathe- 
matische  Erdoherflädie  oder  (nach  Listing  1872)  das  Geaidy  im  Gegen- 
satz zur  reellen,  der  physischen  Erdoberfläche.  Durch  ein  System 
von  Kanälen,  die  von  der  Meeresküste  aus  ins  Innere  der  Kontinente 
geführt  würden,  konnte  man  sich  auch  dort  das  Geoid  sichtbar  ge- 
macht denken.*)  Die  ruhenden  Spiegel  der  Teiche  und  Seeen  sind 
dagegen  in  der  Regel  Teile  anderer  Niveauflächen. 

Denken  wir  uns  nunmehr  die  Lotlinien  als  projicierende  Linien, 
so  ist  jetzt  im  Gegensatz  zu  §  2  die  Auswahl  einer  bestimmten 
Niveaufläche  als  Projektionsfläche  notwendig,  weil  die  Projektionen 
auf  verschiedene  Niveauflächen  nicht  identisch  sind  und  namentlich  in 


*)  Hierbei  ist  Yorausgesetzt,  dafs  die  mathematiche  Erdoberfläche  eine 
kogebirtig  geschlossene  Fläche  ist.  In  der  That  pflegen  wir  die  Möglichkeit 
der  Tracierung  von  Kanälen  quer  durch  die  Kontinente  (abgesehen  von  technischen 
Schwierigkeiten)  fflr  selbstverständlich  za  halten.  Die  wissenschaftliche  Er- 
örterung dieser  Frage  mols  aber  dem  zweiten,  physikalischen  Teil  des  Baches 
vorbehalten  bleiben. 
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der  Gröfse  sich  unterscheiden.  Fafst  man  insbesondere  zwei  Niveau- 
flächen ins  Auge,  die  von  zwei  benachbarten  Punkten  einer  Lotlinie 
ausgehen,  so  bilden  beide  geschlossene,  näherungsweise  parallele  Flächen, 
die  sich  nicht  schneiden,  sondern  von  denen  die  eine  die  andre  voll- 
ständig umschliefst.  Im  allgemeinen  hat  hiernach  die  Projektion  auf 
die  höher  gelegene  Niveaufläche  den  gröfsem  Inhalt. 

Betrachten  wir  die  Niveauflächen  als  konzentrische  Kugelflächen, 
so  sind  die  Projektionen  einander  ähnliche  Figuren,  deren  Seiten  im 

Verhältnis  p  :  (9  +  h)  oder  1  :  (1  -| — )  stehen,    wenn  q  den  innem 

Kugelradius  und  h  den  Abstand  beider  Flächen  bezeichnen.  Das  Ver- 
hältnis der  Flächen  ist 

Q^:{Q  +  hy  oder  1  :  (l  +^'*) 

genähert.  Die  horizontale  Entfernung  zweier  Punkte  ist  ein  Kreis- 
bogen, dessen  Länge  von  der  Höhenlage  der  Niveaufläche  abhängt. 

Nach  dem  Vorstehenden  würde  eine  vollständige  Aufnahme  der 
physischen  Erdoberfläche  bewirkt  werden  können  durch  die  Bestimmung 
ihrer  Projektion  auf  eine  ihrer  Gestalt  nach  bekannte  Niveaufläche 
nebst  den  Abständen  der  projicierten  Punkte  von  der  letztem,  ge- 
messen  in  den  Lotlinien.    In  der  Praxis  modificiert  sich  dies  etwas. 

Die  höJwrc  Geodäsie  lehrt  die  Methoden  zur  Ermittlung  der 
Gestalt  der  Niveauflächen  und  die  Aufnahme  beliebig  grofser  Teile 
der  Erdoberfläche  durch  Horizontalprojektion  und  Hohen  mit  Rücksicht 
auf  die  Gestalt  der  Niveauflächen. 

Die  Lösung  der  erstgenannten  Aufgabe  ist  durch  die  Thatsache 
erleichtert  worden,  dafs  den  Niveauflächen  in  grofser  Annäherung 
die  Gestalt  eines  an  den  Polen  schwach  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoids zukommt.  Hierdurch  wurde  es  möglich,  aus  Messungen  an 
einer  beschränkten  Anzahl  Orten  eine  genäherte  Kenntnis  zu  erlangen 
—  die  genaue  Lösung  erfordert  dagegen  ein  fast  ähnlich  detailliertes 
Studium,  wie  es  für  die  physische  Erdoberfläche  nötig  ist  und  da 
-^  der  letzteren  Meer  und  nur  -^  Land  sind,  so  ist  dieses  Studium 
nur  für  die  kleinere  Hälfte  der  Erdoberfläche  durchführbar,  aber 
auch  für  diese  kaum  begonnen. 

Das  genannte  EUipsoid  legt  man  auch  bei  der  2.  Aufgabe  zu 
Grunde,  nicht  nur,  weil  die  genaue  Gestalt  der  Niveauflächen  in  der 
Regel  unbekannt  bleibt,  sondern  auch  wegen  des  einfachem  Kalküls. 

§  4.  Geographische  Begriffe,  die  von  der  Gestalt  der  Niveau- 
flächen unabhängig  sind.  Obgleich  wir  hier  die  Lehren  der  mathe- 
matischen Geographie  und  niedern  Geodäsie  voraussetzen,  so  ist  es 
doch  notwendig,   einige  im  Folgenden  erforderliche  Begriffe,  soweit 


§  6.   Geographische  Begriffe  für  ein  Rotationsellipsoid.  7 

Dicht  schon  geschehen,  mit  Berücksichtigung  der  wirklichen  Gestalt 
der  Niveauflächen  scharf  zu  fassen  und  zusammenzustellen. 

Als  unmittelbar  gegeben  treten  die  Lotrichtungen  und  die 
Rotationsaxe  der  Erde,  die  Erdaoce,  auf.  Diese  enthält;  wie  später  zu 
erläutern  vorbehalten  bleibt^  den  Erdschwerpunkt;  in  welchem  die 
Aquatorebene  normal  zu  ihr  steht;  und  sie  schneidet  die  Oberfläche 
und  jede  Niveaufläche  in  einem  Nordpol  und  Südpol. 

An  einem  Punkte,  wo  sich  astronomische  Beobachtungen  anstellen 
lassen;  kann  aufser  der  Lotrichtung  auch  die  Richtung  nach  dem- 
jenigen Himmelspole  angegeben  werden;  der  über  der  Horizontal- 
ebene des  Punktes  liegt.  Da  der  Himmelspol  nichts  anderes  ist;  als 
derjenige  Punkt  des  scheinbaren  Himmelsgewölbes;  der  durch  die 
tägliche  Rotation  keine  Ortsveränderung  erleidet;  so  ist  er  der  un- 
endlich entfernte  Punkt  der  Erdaxe  und  die  Richtung  nach  ihm 
parallel  zur  Erdaxe.  Die  Ebene  durch  diese  Parallele  und  die  Lot- 
richtung heifst  die  Meridianebene  des  Punktes. 

Sie  schneidet  die  Horizontalebene  in  der  Nordsüdlinie,  zu  welcher 
die  Ostwestlinie  rechtwinklig  gezogen  wird.  Von  oben  gesehen  ist 
die  Reihenfolge  der  4  Himmelsrichtungen  *im  Sinne  der  Bewegung 
des  Uhrzeigers  Nord;  Ost;  Süd,  West  (nach  Übereinkunft  der  Meteoro- 
logen mit  N,  E,  S,   W  zu  bezeichnen). 

Das  astronomische  AzimtU  einer  Vertikalebene  ist  ihr  Winkel  mit 
der  Meridianebene;  er  wird  also  in  der  Horizontalebene  gemessen 
und  zwar  von  der  Meridianebene  aus  südwestlich  oder  nordöstlich. 

Die  geographische  Breite  eines  Punktes  ist  der  Winkel  zwischen 
der  Lotrichtung  des  Punktes  und  der  Äquatorebene;  die  geographisdie 
Länge  derjenige  zwischen  der  Meridianebene  des  Punktes  und  einer 
als  Ausgang  der  Zählung  angenommenen  Meridianebene.  Die  Breiten 
zählt  man  nördlich  und  südlich  oder  positiv  und  negativ  bis  90^; 
die  Längen  westlich  oder  östlich  bis  180^  oder  auch  bis  360^;  wobei 
in  der  Wissenschaft  der  Astronomie  und  Geodäsie  meist  der  Meridian 
(eines  markierten  Punktes)  der  Sternwarten  zu  Greenwich  bei  London 
oder  zu  Paris  als  Ausgang  der  Zählung  dient. 

§  5.  Geographische  Begriffe  für  ein  Botationsellipsoid. 
Nehmen  wir  aU;  dafs  sowohl  die  mathematische  als  auch  die  physische 
Erdoberfläche  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  bilden;  so  schneidet 
die  Lotrichtung  jedes  Oberflächenpunktes  die  Erdaxe;  demnach  wird 
diese  die  gemeinsame  Durchschnittslinie  aller  MeridianebeneU;  und  alle 
Punkte  gleicher  geographischer  Länge  liegen  in  ein  und  derselben 
Meridianebene  und  bilden  die  als  geographischer  Meridian  benannte 
ebenC;  durch  beide  Pole  führende  Kurve. 

Auch  alle  Punkte  gleicher  geographischer  Breite  liegen  auf  einer 
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ebenen  Kurve,  deren  Ebene  parallel  zur  Aquatorebene  ist;  sie  heifst 
geographischer  Parallelkreis ,  bei  null  Grad  Breite  insbesondere  geo- 
graphischer Äquator. 

Als  Abplathing  bezeichnet  man  das  Verhältnis  des  Unterschieds 
des  äquatorialen  und  polaren  Durchmessers  zu  dem  äquatorialen 
Durchmesser. 

§  6.    Geographische  Begriffe  fUr  den  thatsKchlichen  Zustand. 

In  Wirklichkeit  liegt  ein  Punkt  der  physischen  Erdoberfläche  im  all- 
gemeinen nicht  auch  auf  der  mathematischen  Erdoberfläche  und  diese 
weicht  vom  Rotationsellipsoid  etwas  ab. 

Der  Abstand  eines  Punktes  vom  Geoid,  gemessen  in  der  Lot- 
linie, heifst  Meereshöhe,  Diese  ist  hiernach  nicht  die  Länge  einer 
geraden,  sondern  krummen  Linie;  indefs  ist  diese  Krümmung  so 
gering,  dafs  sie  nur  bei  den  feinsten  Untersuchungen  Bedeutung  er- 
langt. Sie  bewirkt,  da  die  Niveauflächen  die  Lotlinien  normal  schneiden, 
eine  Abweichung  der  Niveauflächen  vom  Parallelismus. 

Die  Lotrichtung  irgend  eines  Punktes  schneidet  in  der  Regel 
die  Erdaxe  nicht;  daher  ^laufen  die  Meridianebenen  im  allgemeinen 
nur  parallel  zur  Erdaxe,  ohne  sie  zu  enthalten.  Der  Abstand  ist 
jedoch  stets  gering.  Hiernach  besitzen  nun  Punkte  gleicher  geo- 
graphischer Länge  ebenfalls  Meridianebenen,  die  im  allgemeinen  nicht 
zusammenfallen,  sondern  einander  in  kleinen  Abständen  parallel  laufen 
und  die  sich,  wie  überhaupt  alle  Meridianebenen,  paarweise  in  zur 
Erdaxe  parallelen  Linien  schneiden. 

Der  geographische  Meridian^  welcher  Punkte  gleicher  geographischer 

Länge  auf  der  Geoidfläche  verbindet,   ist  im  allgemeinen  eine  Kurve 

doppelter  Krümmung.*)   Dies  gilt  auch  vom  gcograi)hischcii  Parallel  und 

geographischen  Äquator.     Nur  näherungsweise   läfst  sich  durch  diese 

Kurven  eine  Ebene  legen.     Müssen  wir  also  mit  den  letztgenannten 

geographischen  Begriffen  bei  strenger  Auffassung  andere  räumliche 

Vorstellungen  verbinden,  als  man  es  meist  gewöhnt  ist,  so  ändert 

sich  doch  nichts  an  den  entsprechenden  Begriffen  für  das  scheinbare 

Himmelsgewölbe,    wenn  wir   darunter  eine  die  Erde   umschliefsende 

Kugel    von    unendlichgrofsem    Radius    verstehen.      Die    cölestischen 

Meridiane  und  Parallelkreise  sind  je'denfalls  ebene  Kurven  und  zwar 

Kreise  im  eigentlichen  Sinne  des  Worts. 

Die  Begriffe  für  den  thatsächlichcn  Zustand  entwickelte  bereits  1860  General 
von  Schubert  im  62.  Band   der  Astronomischen  Nachrichten  No.   1245  S.  32  t. 


*)  Wäre  das  Geoid  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  mit  zur  Erdaxe  schief- 
liegender  kleiner  Axe,  so  würden  die  geographischen  Meridiane  auch  ebene  Kurven 
sein.  (Vergleiche  Fergola,  Sulla  Pomione  delV  Asse  di  Rotazione  etc.  oder  das 
Referat  in  der  Vierteljahrsschrift  der  Astronomischen  Gesellschaft  1876  S.  94.) 
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Man  Tergleiche  auch  die  Entwicklungen  von  Laplace,  Mecanique  Celeste  t.  11 
1.  III  p.  109  u.  8.  w.  ftir  eine  nahezu  kugelförmige  aber  sonst  beliebige  Meeres- 
fläche  (publiziert  im  Jahr  1799). 

§  7.  Geozentrische  Breite^  Lftnge  und  Badiusvektor.  Legt 
man  durch  die  Verbindungslinie  eines  Punktes  der  Erde  mit  deren 
Schwerpunkt,  also  durch  den  Radiusvektor  des  Punktes,  eine  die  Erd- 
axe  enthaltende  Ebene,  so  ist  die  geozentrische  Länge  der  Winkel 
dieser  Ebene  mit  einer  andern  Ebene  durch  die  Erdaxe,  die  als  Aus- 
gang der  Zählung  dient;  die  geozentnscJw  oder  verbesserte  Breite  aber 
ist  der  Neigungswinkel  des  Radiusvektors  zur  Aquatorebene. 

Die  geozentrische  Breite  ist  im  Maximum  nur  etwa  liy^  Min. 
kleiner  als  die  geographische;  noch  weit  kleiner  ist*)  der  Unterschied 
der  geozentrischen  und  geographischen  Lungen,  welcher  nur  von  den 
Abweichungen  des  Geoids  von  einer  Rotationsfläche  abhängt,  während 
der  ersterwähnte  namentlich  aus  der  au  den  Polen  abgeplatteten 
Gestalt  hervorgeht. 

Der  Radiusvektor  der  Geoidflächc  ist  im  allgemeinen  für  den 
Äquator  am  grofsten  und  verjüngt  sich  nach  den  Polen  allmählich 
um  circa  7^^.  Der  Radiusvektor  der  physischen  Erdoberfläche  ist 
uäherungsweise  um  die  Meereshöhe  von  dem  gleichgerichteten  Radius- 
vektor des  Geoids  verschieden;  genauer  (jedoch  noch  nicht  ganz  streng) 
ist  der  Unterschied  gleich  Meereshöhe  mal  Sekante  des  Winkels 
zwischen  Lotrichtung  und  Radiusvektor.  Man  bemerkt  aber  leicht, 
dafs  hiermit  selbst  filr  lOOOO™  Höhe  nur  Centimeter  gewonnen  werden, 
weil  der  Cosinus  von  liy^  Minute  von  der  Einheit  nur  um  yt^u^öist» 
abweicht. 

§  8.  Koordinaieusystenie.  Zur  gegenseitigen  Beziehung  der 
Punkte  der  Erdoberfläche  bieten  sich  nach  dem  Vorhergehenden  drei 
Wege. 

Geozentrische  Breite  und  Länge  und  der  Radiusvektor  bilden 
ein  für  astrononiisdie  Zwecke  wichtiges  System;  geographische  Breite 
und  Länge  und  die  Meereshöhe  eignen  sich  zur  Beschreibung  der 
gegenseitigen  Lage  irgend  zweier  Punkte  und  bilden  so  recht  eigent- 
lich die  ffeogra2)hisehen  Koordinaten;  die  Elemente  des  geodätisdien 
Koordinatensystems  sind  Höhen  und  Horizontalprojektion  in  Bezug 
auf  eine  Niveaufläche,  mit  Anwendung  geometrischer  Koordinaten  in 
dieser  letzteren,  welche  unter  andern  als  rechtwinklige  Koordinaten 
oder  Polarkoordinaten  für  die  Ebene  allgemein  geläufig  sind.  Die 
höhere  Geodäsie  bedient  sich  zur  Lösung  ihrer  Aufgaben  namentlich 
direkter  Bestimmungen  geodätischer  und  geographischer  Koordinaten. 

*)  Abgesehen  von  Punkten  in  der  Nähe  der  Pole. 
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2.  Kapitel. 

Historische  Entwicklnng  der  Kenntnisse  von  der 
mathematischen  Erdoberfläche. 

§  1.  Historische  Notizen  bis  znr  Zeit  Newtons.  Schon  im 
Altertume  konnte  den  seefahrerden  Nationen  die  Krümmung  des 
Meeresspiegels  nicht  unbemerkt  bleiben,  womit  der  erste  Schritt  zur 
Annahme  der  Kugelgestalt  geschehen  war.  Bei  den  Griechen  taucht 
die  Kenntnis  von  dieser  Annäherungsform  für  die  Erdoberfläche  vor 
etwa  zwei  und  ein  halb  Jahrtausenden  auf;  Aristoteles  stellt  bereits 
die  beweisenden  Erfahrungen  zusammen.  Soviel  bekannt  gelangte 
aber  erst  (um  220  vor  Chr.)  der  alexandrinische  Gelehrte  EratostJienes 
zu  einem  wissenschaftlich  begründeten  Wert  für  den  Umfang  (und 
damit  für  den  Krümmungsriidius)  der  als  Kugel  betrachteten  Erde; 
er  berechnete  ihn  aus  der  geschätzten  horizontalen  Entfernung  von 
Alexandria  und  Syene,  und  der  astronomisch  bestimmten  Konvergenz 
der  Lotrichtungen  an  den  Endpunkten  der  Strecke,  schlofs  also  von 
Kreisbogen  und  Zentriwinkel  auf  den  Umfang  oder  Radius  des  Kreises. 

Die  folgenden  achtzehn  Jahrhunderte  brachten  keinen  bemerkens- 
werten Fortschritt,  wenn  auch  durch  einige  der  wenigen  nachfolgenden 
Messungen  in  diesem  Zeiträume  die  Sicherheit  des  von  Eratostheitcs 
erhaltenen  Wertes  weit  übertrofFen  worden  ist.  Die  Einsicht,  dafs 
die  Kugelform  Jiur  eine  rohe  Annäherung  und  durch  die  Form  des 
schwach  abgeplatteten  Rotationsellipsoids  als  einer  weit  besseren  An- 
näherung zu  ersetzen  sei,  brachte  erst  das  siebzehnte  Jahrhundert 
unter  dem  Einflufs  von  Copemicus,  GalildSy  Keplers,  Hnygenä  und 
Newtons  reformatorischen  Lehren.  Was  diese  Männer  leisteten  und 
schufen,  dürfte  im  allgemeinen  dem  Leser  bekannt  sein;  hier  ist  nur 
an  das,  was  die  Geodäsie  speziell  betrifft,  zu  erinnern. 

So  heben  wir  hervor,  dafs  Copemicus  in  Verbindung  mit  der 
Aufstellung  seines  Planetensystems  (1543)  auch  auf  die  Notwendig- 
keit der  Annahme  eines  täglichen  Umschwunges  der  Erde  hinwies. 

Zu  beinahe  denselben  Anschauungen  war  zwar  schon,  ohne  dafs 
hiervon  Copemicus  Kenntnis  gehabt  zu  haben  scheint,  (um  270  vor  Chr.) 
der  Grieche  Aristardi  gelangt.  Aber  Aristardis  Lehre  blieb  ohne 
Einflufs:  denn  die  Astronomie  konnte  sich  eben  noch  lange  mit 
Theorieen  behelfen,  die  dem  Augenschein  besser  als  jene  entsprachen. 
Erst  nach  fast  zwei  Jahrtausenden  lernte  man  die  Vereinfachungen 
schätzen,  welche  sie  der  theoretischen  Astronomie  gab.  Ein  Kepler 
und  Galilei  nahmen  die  Lehre  jetzt  auf  und  während  der  eine  sie 
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direkt  mit  Benutzung  von  Tycho  Brakes  langjährigen ,  sorgfaltigen 
Beobachtungen  sowie  älterer  astronomischer  Erfahrungen,  die  jene 
Jahrtausende  zur  Reife  bedurften,  weiter  ausbildete  (Astronamia  nova 
de  mottbus  steUae  Martis  etc.  1609),  stellte  der  andere  die  Gesetze 
der  Fall-  und  Pendelbewegung  fesjk  (1602)  und  schuf  dadurch  die 
Grundlage  einer  Mechanik  der  Körper. 

Huygens  untersuchte  bereits  das  physikalische  Pendel  und  die 
Zentralbewegung  (1673)  und  erkannte  auch  den  Einflufs  der  Schwer- 
kraft auf  die  Gestalt  der  Erde.  Vollendet  wurde  die  Beform  durch 
Newtofis  Theorie  der  allgemeinen  Gravitation  (1666  gefunden,  1686 
in  dem  Werke:  Phüosophiae  naturalis  principia  mathematica  auf  die 
Bewegung  der  Himmelskörper  u.  s.  w.  angewandt). 

HuygenSf  der  grofse  Zeitgenosse  Newtons,  hatte  bezüglich  der 
Gravitation  seine  eignen  Ansichten  und  trug  Bedenken,  Newtons 
Theorie  zu  acceptieren;  er  nahm  an,  dafs  die  Anziehungskraft  der 
Erde  nicht  >on  ihren  einzelnen  Massen theilen,  sondern  gewissermafsen 
von  einem  Zentralpunkt  ausgehe  und  beschränkte  den  Bereich  ihrer 
Wirksamkeit  auf  die  Erde  selbst,  während  Newton  blofs  aus  Vor- 
sicht wegen  mangelnden  Beweises  die  Gültigkeit  des  Gravitations- 
gesetzes  nicht  auch  über  das  Sonnensystem  hinaus  ausdehnte.*)  Die 
Verbindupg  der  Anziehungskraft  mit  der  Zentrifugalkraft  (die  er 
zuerst  aufgefunden)  zu  einer  Resultante  normal  zur  Oberfläche  fElhrte 
nun  Huygens  unter  Annahme  von  -^^  als  Verhältnis  der  Schwung- 
kraft zur  Schwere  am  Äquator  zu  -^  als  Abplattung,  der  Hälfte 
jenes  Wertes  (1688). 

Newton  dagegen  legte  den  Betrachtungen  ein  homogenes  Ellipsoid 
zu  Grunde,  berücksichtigte  die  Anziehung  aller  Teile  und  fand  ala 
Abplattung  ^iif  unter  Annahme  derselben  relativen  Gröfse  der  Zentri- 
fugalkraft (1686).  Er  bemerkte  bereits,  dafs  die  Abplattung  kleiner 
werden  müfste,  falls  die  Dichte  nach  dem  Zentrum  zunähme,  und  vnr 
wissen  jetzt,  dafs  in  der  That  das  Rechte  in  der  Mitte  liegt,  denn  die 
Erddichte  ist  weder  konstant,  noch  hat  sie  solche  Gröfse  und  Richtung 
als  wäre  die  ganze  Masse  in  einem  Punkte  konzentriert;  die  Dichtig- 
keit wächst  vielmehr  von  2,6  an  der  Oberfläche  bis  ungefähr  11  im 
Zentrum  (Durchschnitt  5,6).  Immerhin  genügten  die  theoretischen 
Betrachtungen  von  Huygens  und  Newton  zur  Erklärung  der  Erfahrung 
Richers,  welcher  1672  bei  einer  astronomischen  Expedition  von  Paris 
nach  Cayenne  sich  genötigt  sah,  das  Pendel  seiner  astronomischen 
Uhr,  um  wieder  Sekundenschwingungen  zu  erhalten,  1%  Linih  zu  ver- 
kürzen,  was  auf  eine  Verminderung  der    Schwerkraft  gegen   Paris 


*)  Vergl.  hierzu:  Isenkrahe,  das  BBtscl  der  Schwerkraft.    1879.    S.  87  ff. 
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hinwies.  Allein  obwohl  er  bei  der  Rückkehr  wieder  die  erste  Pendel- 
länge herstellen  mufste;  war  man  doch  geneigt,  Beobachtongsfehler 
oder  lokale  Verhältnisse  als  Grund  zu  vermuten.  Denn  auch  neuen 
zustimmenden  Beobachtungen,  die  in  den  nächsten  zehn  Jahren 
gemacht  wurden,  widersprachen  wieder  andere.  Man  konnte  daher 
auf  diesem  Wege  keine  Bestätigung  erwarten  und  die  neuen  Theorieen, 
diejenige  von  der  Rotation  der  Erde  nicht  ausgeschlossen,  bedurften 
derselben  um  so  mehr,  je  eingreifender  sie  waren.  Selbst  die  Ent- 
deckung der  Axendrehung  des  Planeten  Mars  durch  Huygens  (1659) 
und  die  der  Abplattung  des  Planeten  Jupiter  {^)  durch  Cassini  den 
Älteren  (1666;  1691  publiziert)  beseitigten  die  Zweifel  nicht,  weil 
direkte  Bestimmungen  der  Erdkrümmung  nach  demselben  Princip, 
das  schon  ErcUosthenes  anwandte,  eine  Verlängerung  der  Erde  in 
Richtung  ihrer  Axe  anzudeuten  schienen. 

§  2.  Von  Newton  bis  Laplace.  Setzt  man  voraus,  dafs  die 
Erde  eine  Kugel  sei,  so  genügt  eine  einzelne  Bestimmung  des  Krüm- 
mungsradius wenigstens  vom  theoretischen  Standpunkte.  Für  die 
rotationsellipsoidische  Gestalt  aber  sind  zwei  solche  Messungen  notig, 
weil  die  Ellipse  von  2  Parametern  abhängt  Nimmt  man  Meridiän- 
bogen  (wie  schon  ErcUosthenes),  so  ist  es  am  vorteilhaftesten,  den 
einen  thunlichst  am  Äquator,  den  andern  möglichst  nahe  dem  einen 
der  Pole  zu  legen.  Solche  Messungen  nun  nennt  man  jetzt  Breiten- 
gradmessungen,  welcher  Gebrauch  anscheinend  aus  dem  17.  Jahrhundert 
stammt,  aus  der  Zeit,  wo  man  anfing  die  elliptische  Gestalt  zu  unter- 
suchen und  daher  aus  einer  Messung  nicht  den  ganzen  Umfang 
der  Erde,  sondern  nur  etwa  die  Länge  des  elliptischen  Bogens  für 
1^  Breitendifferenz  ableiten  konnte*. 

1669  begann  der  Astronom  Picard  auf  Veranlassung  der  1666 
gegründeten  Akademie  der  Wissenschaften  eine  Messung  in  Frankreich 
und  bereits  er  vermutete  Abweichungen  von  der  Kugelgestali  Seine 
Messung  verdient  zunächst  darum  hier  Erwähnung,  weil  sie  die  erste 
derjenigen  ist,  bei  welchen  die  zahlreichen  und  wichtigen  Erfindungen 
des  genannten  Jahrhunderts  auf  dem  Gebiete  der  Konstruktion  mathe- 
matischer Instrumente  (wir  nennen  Pendeluhren  und  Federuhren,  Fem- 
rohr und  Mikroskop,  Böhrenlibelle,  Vemier)  Einflufs  gewannen.  Ins- 
besondere haben  Picard  und  Ajsotd  das  mit  Fadenkreuz  versehene 
Femrohr  zuerst  bei  den  astronomischen  und  geodätischen  Messungen 
benutzt. 

Aufserdem  kam  bei  dieser  Messung  zum  ersten  Male  die  Methode 
der  Triangulation  zu  grofserer  Verwendung,  welche  Methode  der 
Niederländer  SneUius  um  1615  in  die  geodätische  Praxis  eingeführt 
hatte.     Dieses  Verfahren   gestattete    die  Entfernung  zweier  Punkte 
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weit  genauer  indirekt  zu  finden,  als  mittelst  bisher  beliebter  direkter 
Messungen^  indem  man  nämlich  eine  Reihe  an  einander  hangender 
Dreiecke  zwischen  jene  einschaltete,  die  Winkel  der  Dreiecke  und  für 
eins  der  Dreiecke  auch  eine  Seite  mafs  und  daraus  die  unbekannte 
Entfernung  berechnete.  (Noch  in  den  Jahren  1633 — 1635  mafs  indes 
Nonoood  mit  Kette  und  Bussole^  auf  Wegen  u.  s.  w.,  direkt  einen 
circa  40  geographische  Meilen  langen  Bogen  von  London  bis  York!) 

Die  von  Picard  begonnene  Messung  wurde  ganz  Frankreich 
durchsetzend  in  Unterbrechungen  bis  1718  durch  verschiedene  Ge- 
lehrte fortgesetzt.  Das  darüber  von  J.  Cassini  1720  publizierte  Werk 
zeigte  nun,  dafs  innerhalb  Frankreichs  die  gemessene  Bogenlänge  der 
Meridiangrade  nach  Norden  etwas  abnahm,  was  auf  längliche  (citronen- 
formige)  Erdgestalt  anstatt  auf  abgeplattete  (orangenfSrmige)  hin- 
deutete. 

Der  Widerspruch  mit  den  Theorieen  von  Newton  und  Huygens 
wurde  anfangs  von  einigen  dazu  benutzt,  diese  letzteren  anzugreifen, 
weil  man  jene  Messungen  für  sehr  genau  hielt.  Sie  waren  auch  weit 
genauer  als  die  früherer  Zeit,  aber  man  erkannte  doch  bald,  dafs 
immerhin  die  Beobachtungsfehler  noch  grofs  genug  sein  konnten, 
um  den  Einflufs  der  Abplattung  für  einen  so  kleinen  Abstand  der 
Meridiangrade,  wie  ihn  Messungen  innerhalb  Frankreichs  nur  auf- 
weisen, ganz  zu  verdecken. 

Die  Sache  entschied  sich  in  einem  den  dynamischen  Theorieen 
günstigen  Sinne  durch  die  nunmehr  von  Frankreich  aus  unternom- 
menen Breitengradmessungen  in  Peru  (1735—1743)  und  Lappland 
(1736—1737).  Die  erstere  genauere  von  beiden  gab  mit  dem  revi- 
dierten französischen  Bogen  eine  Abplattung  gleich  y^j. 

Seit  dieser  Zeit  nun  und  besonders  seit  Ende  des  18.  Jahrhunderts 
sind  zahlreiche  Breitengradmessungen  mit  immer  mehr  verfeinerten 
Hilfsmitteln  ausgeführt  worden. 

Auch  Längengradmesstingen,  bei  denen  je  ein  Parallelbogen  geo- 
dätisch und  die  Längendifferenz  astronomisch  bestimmt  werden,  wurden 
versucht,  doch  begegnete  man  bei  ihnen  anfänglich  Schwierigkeiten 
in  Bezug  auf  die  genaue  und  bequeme  Ausführung  der  astronomischen 
Arbeiten,  welche  erst  neuerdings  durch  die  elektrische  Telegraphie 
ganz  gehoben  worden  sind. 

Zu  der  rein  geometrischen  Methode  der  Gradmessungen  gesellten 
sich  im  Laufe  des  18.  Jahrhunderts  durch  die  Ausbildung  der  Mechanik 
des  Himmels  noch  andere  Methoden  zur  Berechnung  der  Abplattung. 
Clairaut  zeigte  1743,  wie  man  mittels  einer  einfachen  Formel  aus 
dem  Unterschied  der  Schwerkraft  am  Äquator  und  an  den  Polen  der 
Erde  die  Abplattung  berechnen  könne;  cFAJetnbert  untersuchte  (1749) 


14    2.  Kapitel.    Hisior.  Entwickl.  d.  Kenntnisse  v.  d.  mathem.  Erdoberfläche. 

den  Zusammenhang  zwischen  der  Figur  und  Massenanordnung  der 
Yon  Mond  und  Sonne  angezogenen  Erde  und  der  Bewegung  der  Erd- 
axe  im  Räume,  welche  einesteils  sich  als  eine  stetige  Bewegung  der 
Durchschnittslinie  von  Äquator  und  Ekliptik  auf  dieser  äufsert  (Präzes- 
sion der  Tag-  und  Nachtgleichenpunkte,  von  Hipparch  [150  vor  Chr.] 
entdeckt);  andernteils  aber  als  kleine  periodische  Yeiunderungen  der 
Lage  der  Himmelspole  gegen  die  Fixsterne  (Nutation,  von  Bradley 
entdeckt  und  1748  publiziert)  bemerkt  wird;  endlich  wies  Lofilace 
am  Schlüsse  des  Jahrhunderts  auch  in  der  Theorie  des  Mondlaufs 
diejenigen  bereits  empirisch  gefundenen  periodischen  Glieder  nach, 
welche  von  der  Figur  und  Massenanordnung  der  Erde  herrühren. 

Nach  allen  diesen  Methoden  leitete  Laplace  im  2.  Teile  seiner 
Himmelsmechanik  die  Abplattung  der  Erde  ab  (die  Gröfse  kann  nur 
aus  den  Gradmessungen  und  etwa  noch  aus  der  Mondparallaxe  in 
Verbindung  mit  Schweremessungen  gefunden  werden)  und  er  erhielt 
in  ziemlich  guter  Übereinstimmung  dieselbe  aus  allen  etwas  kleiner 
als  -^jj,  während  jetzt  alle  diese  Methoden,  nachdem  zahlreichere 
Beobachtungen  vorliegen,  auf  einen  nicht  unerheblich  grofsern  Wert 
hindeuten. 

Laplace  konnte  hierbei  bereits  eine  grofsere  Anzahl  Breitengrad- 
messungen, sowie  Pendelbeobachtungen  verwerten  und  es  gab  ihm 
dies  Veranlassung  zu  interessanten  Lösungen  des  Problems  der  Aus- 
gleichung der  Beobachtungsfehler,  welche  allerdings  bald  darnach 
durch  die  praktikablere  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ersetzt  worden 
sind.  Er  bemerkte  bei  diesen  Ausgleichungsrechnungen  unzweifelhaft, 
dafs  die  mathematische  Erdoberfläche  nicht  genau  mit  der  Form  des 
abgeplatteten  Rotationsellipsoids  übereinstimmt,  weil  die  übrigbleiben- 
den (berechneten)  Fehler  der  Messungen  —  auch  Azimutmessungen 
zeigten  grofse  Abweichungen  —  bei  weitem  das  zulässige  Mafs  von 
Beobachtungsfehlem  überschritten,  dafs  aber  immerhin  diese  Form 

eine  gute  Annäherung  bietet. 

Eine  eingehende  Darstellung  der  geschichtlichen  Entwicklang  derTheorieen, 
sowie  auch  der  Grad-  und  Pendelmessnngen   zum  Teil,   von  Newton  bis 
Laplace,  giebt 
TodkwfiAer,  A  History  of  the  mathematical  Theories  of  Attraction  and  the 
Fignre  of  the  Earth.    2  Bde.  in  9^  mit  476  und  608  8.    London  1878. 
N&cbstdem  benntsten  wir  hauptsächlich  noch: 
MädUr,  Geschichte  der  Himmelskande  von  der  ältesten  bis  anf  die  neueste 

Zeit    8  Bde.  in  8^    Braunschweig  1878. 
R%d,   WcUff,  Handbuch  der  Mathematik^  Physik,  Geodäsie  und  Astronomie. 

2  Bde.  in  8^    Zürich  1870  und  72. 
Laplace y  Trait<^  de  M^canique  Celeste.    Bd.  1  u.  2  in  4*^.    1799.    Insbesondere 
ist  Buch  3  S.  126  ff.  uod  der  Oberblick  Buch  6  S.  353—356  zu  vergleichen, 
sowie  in  Bezug  auf  Laplacea  Bemerkungen  über  die  Ursache  der  Anomalieen 
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Dach  3  S.  139  ff.  —  Bd.  5  (1826)  S.  2—22  giebt  einen  geschichtlichen  Über- 
blick der  dynamischen  Untersncbungen  in  Bezug  auf  Figur  und  Rotation 
der  Erde. 
Zur  Ergänzung  kann  dienen: 

E,  Mayer,  Über  die  Qestalt  und  GrGfse  der  Erde;  eine  historisch  geodätische 
Studie.  Fiume  1876.  74  S.  in  8^  mit  einer  Übersichtskarte  (Separat- 
Abdruck  aus  den  Mitteilungen  im  Gebiete  des  Seewesens).    Preis  1,8  Mark. 

Foggendorff,  Bibliographisch-litterarisches  Handwörterbuch.  2  Bde.  Leipzig  1868. 

§  3.  Das  19.  Jahrhundert  brachte^  weil  man  die  Unzulänglich- 
keit der  Bestimmung  der  Abplattung  der  Erde  aus  wenigen  Grad- 
messungen erkannt  hatte,  schon  in  seiner  ersten  Hälfte  eine  grofsere 
Anzahl  solcher  Operationen  an  yerschiedenen  Orten  der  Erde.  Nach 
Laplace  war  es  namentlich  Bessd,  der  (in  kritischer  Diskussion  der 
Resultate  der  bis  dahin  ausgeführten  Messungen)  1837  ein  abgeplattetes 
Rotationsellipsoid  ableitete,  welches  er  1841  mit  Bezug  auf  einen 
bekannt  gewordenen  Fehler  einer  der  benutzten  Gradmessungen  yer- 
besserte.  Als  Abplattung  fand  er  7J7.  Verschiedene  nachfolgende 
Berechnungen  haben  aber  mit  Zuziehung  des  immer  mehr  anwachsen- 
den Materials  es  wahrscheinlich  gemacht,  dafs  eine  Yergröfserung 
dieses  Wertes  der  Erde  im  ganzen  besser  entsprechen  würde.  Die 
Ansichten  über  das  Mafs  dieser  Yergröfserung  sind  noch  yerschieden; 
viele  sind  geneigt,  die  Zahl  ^7,  dieselbe  Zahl,  welche  das  Ver- 
hältnis Yon  Zentrifugal-  und  Schwerkraft  am  Äquator  ausdrückt,  für 
die  angemessenste  zu  halten,  da  sie  namentlich  zahlreiche  Schwere- 
messungen gut  befriedigt. 

Die  Dimensionen,  welche  Bessd  1841  erhielt,  sind  jedenfalls 
eine  noch  immer  sehr  brauchbare  Annäherung,  deren  man  sich  um  so 
lieber  vielfach  bedient,  als  zahlreiche  Tafeln  für  Funktionen  der 
Dimensionen  des  Erdkörpers  darnach  berechnet  sind.  Wir  kommen 
weiterhin  auf  sie  zurück. 

unter  den  neuem  Berechnungen  finden  sich  auch  solche,  welche 
versuchen,  die  Ergebnisse  der  Gradmessungen  durch  Annahme  einer 
andern  Hypothese  als  der  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoids  zu 
besserer  Übereinstimmung  zu  bringen.  Bowditch,  Clarke,  Paucker, 
Bitter  legten  der  Rechnung  eine  Rotationsfläche  mit  einem  nicht 
elliptischen  Meridianschnitt  zu  Grunde;  Schubert  und  auch  Clarke 
wiederum  verfolgten  die  Hypothese  des  dreiazigen  Ellipsoids;  neuer- 
dings endlich  ging  Fergola  von  der  Form  eines  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoids mit  zur  Erdaxe  schiefliegender  kleiner  Axe  aus.  Der  Erfolg 
aller  dieser  Bemühungen  ist  als  ein  negativer  zu  bezeichnen,  denn 
es  gelang  weder  die  Elemente  solcher  Eörperformen  mit  hinlänglicher 
Sicherheit  zu  bestimmen,  noch  einen  wesentlich  bessern  Anschlaf s 
an  die  Beobachtungen  zu  erzielen. 


^ 
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Überdies  ist  man  jetzt  allgemein  überzeugt,  dafs  Gradmessungen 
allein  nicht  genügen,  um  die  Gestalt  der  mathematischen  Erdober- 
fläche, im  ganzen  genommen,  sicher  zu  erkennen;  namentlich  weil 
sie  nur  auf  dem  Festlande  ausgeführt  werden  können  tmd  weil  dieses 
nur  ^  der  Oberfläche  bedeckt.  Glücklicher  Weise  lassen  sich  Schwere- 
messungen mit  dem  Pendel  auch  auf  den  zahlreichen  Inseln  des  Oceans 
ausführen  und  wenn  zur  Zeit  auch  noch  nicht  eine  alle  Anforderungen 
befriedigende  Anzahl  solcher  Messungen  vorliegt,  so  genügen  sie 
doch  bereits  dazu,  die  Wahrscheinlichkeit  der  Vermutung  beträcht- 
lich zu  verstärken,  dafs  man  im  abgeplatteten  Rotationsellipsoid*) 
eine  gute  Annäherung  hat  Sie  zeigen  nämlich,  dafs  das  Geoid  mit 
einem  solchen  bis  auf  Bruchteile  des  Radiusvektors  von  der  Ordnung 
des  Quadrats  der  Abplattung  zusammenföUt  und  weder  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  ist,  noch  einen  erheblichen  Unterschied  der  nördlichen 
und  südlichen  Hälfte  aufweist. 

Die  vorhandenen  Abweichungen  lassen  sich  durch  Unregelmäfsig- 
keiten  in  der  Massenlagerung  der  Erdrinde  erklären  und  man  ist  bis 
jetzt  auf  eine  unregelmäfsige  Massenlagerung  im  Erdinnem  nicht 
hingewiesen  worden.  Es  treten  mithin  die  Abweichungen  entweder 
als  lokale  auf,  als  eine  Folge  der  lokalen  Terraingestaltung,  der  ver- 
schiedenen Gesteinsdichten  und  der  Existenz  unterirdischer  Hohlräume; 
oder  sie  haben  eine  kontinentale  Verbreitung,  als  eine  Folge  der 
Erhebung  des  Festlandes  über  das  mittlere  Niveau  des  Meeresgrundes 
und  der  Ungleichheit  der  Meerestiefen. 

Fafst  man  die  Abweichungen  gegen  eine  gewisse  ideelle  Massen- 
lagerung, welche  ein  sich  dem  Geoid  anschliefsendes  Rotations- 
ellipsoid ergeben  würde,  als  positive  und  negative  Störungen  auf, 
so  ist  deren  unmittelbar  ersichtliche  Wirkung  eine  positive  oder 
negative  Anziehung,  die  sich  mit  der  normalen  Schwere  kombiniert 
und  deren  Richtung,  die  Lotrichtung  des  ideellen  Ellipsoids,  in  die 
reelle  des  Geoids  überfährt  Der  Richtungsunterschied  beider,  die 
Lotablenkting,  beträgt  durchschnittlich  einige  Sekunden;  in  der  Nähe 
von  Bergen,  Gebirgen  und  an  den  Meeresküsten  steigert  sie  sich 
aber  leicht  auf  10'^  und  mehr,  ohne  indes  einen  Maximalwert  von 
etwa  ly,'  zu  überschreiten. 

Die  weitere  geometrische  Eonsequenz  der  Lotablenkungen  sind 
Erhebungen  und  Senkungen  des  Geoids  gegen  das  Ellipsoid,  welche 
indessen  nach  ihrem  Gesamtbetrage  sicherer  aus  Schweremessungen 

*)  Mancbe  Autoren  bezeichnen  dasselbe  als  Sphäroid;  wir  heben  diesen  Ans- 
druck  aber  zur  Bezeichnung  der  n&hemngsweise  kugelförmigen  Flächen  im  all- 
gemeinen auf  und  werden  häufig,  wo  Verwechslung  nicht  möglich  ist,  das  abge- 
plattete Rotationsellipsoid  einfach  Ellipsoid  nennen. 
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als  aus  Lotahlcnkungen  erkannt  werden.  Diejenigen  von  mehr  kon- 
tinentalem als  lokalem  Charakter  mögen  durchschnittlich  gegen  200"* 
Maximalabstand  vom  Geoid  erreichen;  ob  irgendwo  auch  1000"  vor- 
kommen,  wie  einige  annehmen,  ist  noch  nicht  genügend  untersucht. 
Dagegen  ist  z.  B.  unterhalb  des  Harzes  die  lokale  Erhebung  im 
Maximum  noch  nicht  2"  (es  ist  dies  also  nicht  die  überhaupt 
dasnlbst  vorhandene  Abweichung  vom  Geoid,  sondern  nur  derjenige 
Teil,  welcher  durch  die  lokalen  Verhältnisse  der  Massenlagerung 
erzeugt  wird). 

Einen  beträchtlichen  Einfluis  haben  die  Lotablenkungen  auf  die 
Gröfse  des  Krümmungsradius,  weil  hierbei  nicht  ihr  Betrag  selbst, 
sondern  dessen  Änderung  mit  dem  Orte  auf  dem  Geoid  in  bc- 
tracht  kommt.  Trotz  der  Kleinheit  des  Ablenkungsbetrages  ist  diese 
Änderung  meist  verhältnismäfsig  grofs,  sodai's  Abweichungen  des 
Krümmungsradius  um  mehrere  Prozent  als  Regel  angesehen  werden 
können  und  noch  weit  gröfsere  nicht  selten  sind.  Jedoch  ist  nirgends 
ein  Krümmungswechsel  konstatiert  worden,  und  nach  der  Gestaltung 
der  physischen  Erdoberfläche  und  der  geognostischen  Beschaffenheit 
auch  an  keiner  Stelle  zu  erwarten.  Das  Geoid  zeigt  also  nirgends 
wie  die  pliysische  Erdoberfläche  Berge  und  Thäler,  sondern  nur  Ab- 
n<ahmen  und  Zunahmen  der  nach  dem  Erdinnem  zu  irnnm'  lonlavcn 
Krümmung. 

Eine  Übersicht  der  meisten  neuern  liechnungaergebnisse  für  die  Krdgcstalt 
enthalt  nachstehende  Schrift: 

Listing,  tber  unsere  jetzige  Kenntnis  der  Gestalt  und  Gröise  der  Erde  (Nachr. 
der  Kön.  Ges.  der  Wiss.  zu  Göttingen).  1872.  60  S.  in  IG".  Als  Sepamt- 
abdruck  für  0,8  Mark. 

Zum  Teil  dient  auch  Mayer  a.  a.  O.  S.  «5  zur  Ergänzung;  ferner  für 
E.  lUtters  Sph&roid  Wolff  a.  a.  0.  Bd.  2,  S.  141 ;  für  Schuberts  llechnungcn 
Listing  a.  a.  0.  S.  32  und  im  Auszug  auch  Astronom.  Nachr.,  Bd.  51  u.  52. 
(Nr.  1201  u.  1231).  über  Fergolas  bereits  S.  8  erwähnte  Abhandlung 
vergl.  Viertel] ahrsschr.  der  Astronom.  Ges.  Bd.  11,  S.  94  u.  280. 

Formeln  für  den  nichtelliptischen  Meridian  eines  liotationssphäroids  giobt 
bereits  Jjegendre  in  einem  Memoire,  welches  der  Schrift  BcJamhres,  Methoden 
final fftiques  2>our  la  Determination  d*nn  Are  du  Meridien.  1799.  4",  vor- 
godnickt  ist. 

Paucler  bcn'chnet  in  einer  Abhandlung  über  die  (restalt  der  Erde  aus  11  (irad- 
messungcn  (dieselben,  welche  Ende  im  Berl.  Astronom.  Jahrb.  1852,  »S.  ;U0 
auiTührt)  für  den  Uadiusvektor  der  Erde  den  Ausdruck: 

3272553,2083»  (l  —  0,003399005  sin-  —  0,000051868  sin* 

+  0,000001775  sin"  —  0,000000002  sin*) , 

wobei  sin  den  Sinus  der  geozentrischen  lU-eite  b«Mlontet.     Die  Ab]>lattnng 

llclnirrt,  matlinii.  n.  pliynikal.  Thooriccn  ilrr  höh.  CooiIäHir.  2 
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wird  also  ,  der  Aquatorialradius  6378326,0™*),  die  Abweichung 

von  der  Ellipse  gleicher  Abplattung  in  45^  geozentrischer  Breite  107,0™ 
nach  aufsen.  (Bulletin  de  la  Classe  physico-math^m.  de  TAc.  imp.  des  sciences 
de  St.  P^tersbourg.  Bd.  12  und  13.  1854  und  55.  S.  97-119  und  225  ff.). 
Die  Berechnungen  von  Bowditch  und  ClarJce  sind  im  Hauptwerke  der 
englischen  Vermessung  Ordnance  Trigonometrical  Survei/y  Principal  THan- 
gulation,  1858,  (vergl.  Listing  a.  a.  0.  S.  29)  aufgeführt;  der  erstere  gab 
sie  als  Note  zu  seiner  Übersetzung  der  Mec.  cel.,  Boston  1832.  Diese 
Rechner  setzen  den  Krümmungsradius  im  Meridian  gleich  A  +  Bs]  +  Cs* , 
wo  Ä,  der  Sinus  der  geographischen  Breite,  ABC  zu  bestimmende  Kon- 
stanten sind.  Die  Abweichung  in  45°  Breite  ist  18™  nach  innen  bei 
Bowditch  (5  Bögen),  115™  nach  aufsen  bei  einer  ersten  Rechnung  von 
Clarke  ohne  die  russische  Gradmessung  und  54™  nach  aufsen  bei  voll- 
ständigerer Rechnung  (wahrscheinh'cher  Fehler  ±  22™).  Alle  diese  Rech- 
nungen zeigen  also  im  Verhältnis  zum  mittlem  Erdradius  sowohl  als  auch 
im  Vergleich  zu  den  kontinentalen  Erhebungen  und  Senkungen  nur  eine 
geringe  Abweichung  von  der  Ellipse  an,  deren  Realität  aber  dabei  zweifel- 
haft bleibt  und  gegenwärtig  noch  gar  nicht  konstatiert  werden  kann. 

In  einer  sehr^  klaren  Weise  äufsem  sich  Gauß  (1828  in  der  Schrift  über 
den  Breitenunterschied  von  GGttingen  und  Altona  S.  73)  und  Bessel  (1837 
in  der  Abhandlung  über  den  Einfluls  der  Unregelmäfsigkeiten  der  Erde  auf 
geodätische  Messungen)  über  die  Definition  des  Geoids  und  über  seine  Ab- 
weichungen vom  Ellipsoid.  Überdies  untersucht  schon  Laplace  Niveauflächen 
in  verschiedenen  Höhen  (M^c.  c^l.  Buch  3,  Kap.  7)  und  Lotabweichnngen. 
Die  Bedeutung  der  Schweremessungeu  für  die  Bestimmung  der  Erd- 
gestalt kannte  iDan  bereits  zu  Anfang  des  Jahrhunderts.  Dafür  sprechen 
die  zahlreichen  Expeditionen  zur  Ausführung  solcher  und  nnter  andern  auch 
der  Artikel  Erde  in  GMers  physikalischem  Wörterbuch  8.  Bd.  S.  825—1141 ; 
1827  von  Mimeke  (nach  P/».  Fisdier)  verfafst.  Neuerdings  wurde  wieder- 
holt darauf  hingewiesen;  vergleiche  unter  andern  nachstehende  Schriften: 
PIl  Fischer  y  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  Erde.  Darmstadt  1868. 
818  S.  in  8".  Hier  werden  auch  die  Abweichungen  des  Geoids  vom  Ellipsoid 
mittelst  geschätzter  Lotablenkungen  berechnet.  Vergleiche  insbesondere 
S.  84,  92  u.  275.  —  Ähnlich  wie  Fischer  bei  der  Berechnung  der  Dimensionen 
des  Erdellipsoids  (vergleiche  Listing  a.  a.  0.  S.  47)  verfuhr  gleichzeitig 
H.  J.  Klein  in  seinem  Werke:  Das  Sonnensystem  u.  s.  w.,  Braunschweig 
1869.  Er  nahm  nämlich  entsprechend  den  Schweremessungen  als  Ab- 
plattung fhf  ^°<^  ^^^^  hiermit  (S.  87)  aus  den  Gradmessungen  den  Äquatorial- 
radius gleich  3272766,1*  oder  6878739,9™,  mithin  402™  mehr  als  nach  Fischers 
Rechnung  aus  der  französisch-englischen  Messung  allein. 

G,  G,  StokeSj  On  the  Variation  of  Gravity  at  the  Surface  of  the  Earth. 
Transactions  of  the  Cambridge  Phil  Society.  VIU,  Part  V,  p.  672—695 
(Jahrgang  1849).  Diese  Schriffe  zeigt  unter  andern  die  Verwendung  der 
Schweremessungen  zur  Bestimmung  der  Abstände  von  Geoid  und  Ellii)Roid. 


*)  Es  ist  1  Toise  gleich  864  Par.  Linien  und  gesetzlich  1  Meter  genau  gleich 
443,296  Par.  Linien;  daher: 

1«  «  1,9490363098™  . . .  ,         1™  ==  0,513074074* . . . 

Über  die  geodätischen  Mofseinheiten  vergl.  Mayer  a.  a.  0.    S.  84  u.  48. 
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§  4.  Gegenwärtige  und  zukflnftige  Untersaehnngen.  Insofern 
die  Messungen  zur  Zeit  über  die  Erdgestalt  im  allgemeinen  schon 
einen  recht  befriedigenden  Aufschlufs  gegeben  haben,  ist  es  begreiflich^ 
dafs  man  sich  jetzt  besonders  dem  Studium  spezieller  Erümmungs- 
yerhältnisse  widmet  Doch  werden  auch  immer  mehr  Daten  gewonnen, 
die  Kenntnis  der  allgemeinen  Gestalt  zu  yerbessenu 

Die  umfangreichsten  Arbeiten  sind  gegenwärtig  in  Europa  im 
Gange.  Aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  war  dieses  von  jeher  das 
best  bearbeitete  Operationsfeld  der  Geodäten.  Bis  um  die  Mitte  des 
laufenden  Jahrhunderts  hatte  man  hier  die  französische  Breitengrad- 
messung durch  ganz  England  verlängert  und  auf  22^  10'  Ausdehnung 
in  Breitendifferenz  (Amplitude)  gebracht;  dazu  war  im  Osten  die 
25^  20'  in  Amplitude  haltende  russische  Breitengradmessung  gekommen. 
Jedoch  fehlte  es  zu  dieser  Zeit  an  einer  entsprechend  ausgedehnten 
Operation  zwischen  jenen  beiden,  wozu  nur  erst  Anfänge  sich  fanden. 
Dafs  auch  diese  jetzt  im  Gange  ist,  hat  Generallieutenant  Bcieyer,  der 
Mitarbeiter  Bessels  bei  der  ostpreufsischen  Gradmessung,  bewirkt  (1861). 
Zunächst  war  nur  Mitteleuropa  ins  Auge  gefafst,  aber  schon  nach 
einem  Lustrum  erweiterte  sich  die  Operation  zur  europäischen  Grad- 
niessung. 

Hierbei  werden  aufser  den  rein  geodätischen  Messungen  nicht 
nur  Breiten-,  sondern  auch  geographische  Längen-  und  Azimut- 
messungen vorgenommen  —  jene  haben  durch  die  Verwendung  der 
elektrischen  Telegraphie  eine  hinlängliche  Genauigkeit  gewonnen,  um 
neben  den  Breitenmessungen  gleichwertige  Elemente  der  Untersuchung 
zu  bilden,  und  die  Azimutmessungen  geben  für  Spezialstudien  einen 
wertvollen  Ersatz  der  Längenbestimmungen.  Je  genauer  sich  die 
astronomischen  Messungen  ausführen  lassen  werden,  um  so  tiefer  wird 
man  auch  ins  Detail  eindringen  können. 

Nächstdem  werden  die  Schwerkraft  und  die  Meereshöhe  (durch 
präzise  geometrische  NiveUements)  an  vielen  Orten  gemessen,  wo- 
durch Anhaltspunkte  einesteils  für  die  Erforschung  von  Ursachen 
lokaler  Lotanziehungen,  andemteils  für  die  etwa  eintretende  allmähliche 
Hebung  oder  Senkung  der  Kontinente  und  für  sonstige  Verschiebung 
der  Massen  der  Erde  gewonnen  werden. 

Ein  besonders  hervorragendes  Glied  der  europäischen  Gradmessung 
bildet  die  Längengradmessung  auf  dem  52.  Breitenparallel,  die  sich 
vom  Ural  bis  zur  Westspitze  Lrlands  über  68^  31'  Längenunterschied 
erstreckt.  Sie  wurde  bereits  1857  von  dem  Direktor  der  Sternwarte 
Pulkowa  bei  Petersburg,  W.  StTUve^  entworfen  und  kann  jetzt  als  be- 
endet betrachtet  werden.  (Vergl.  Petennanns  Mitteilungen  1873  S.  332.) 

Alle  drei  Jahre  in  der  Regel  vereinigen  sich  die  Gradmessungs- 

2» 
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kommissare  der  beteiligten  Staaten  zu  einer  Konferenz;  alle  Jahre 
jedoch  publiziert  das  königlich  preufsische  geodätische  Institut,  zu- 
gleich Zentralbureau  der  Gradmessung,  einen  Bericht  über  die  Fort- 
schritte der  Arbeiten  unter  dem  Titel:  Generalbericht  über  die  euro- 
päische Gradmessung,  (In  4P.  Berlin,  Verlag  von  G.  Beinier.)  Der- 
selbe ist  meist  kombiniert  mit  den  Berichten  über  die  Verhandlungen 
der  allgemeinen  Konferenz, 

Die  Ergebnisse  der  Messungen  sollen  das  Mittel  bieten,  zu  er- 
kennen, wie  im  allgemeinen  die  Geoidfläche  für  Europa  von  einem 
Rotationsellipsoid  abweicht.  Für  Einzelheiten  sind  Operationen  notig, 
bei  denen  die  astronomisch  bestimmten  Punkte  weit  dichter  liegen, 
als  sonst  (nämlich  in  nur  1  bis  2  Meilen  Abstand  gegen  10  Meilen 
und  mehr  im  andern  Falle).  Eine  derartige  Untersuchung  hat  das 
genannte  geodätische  Institut  für  den  Harz  in  Arbeit. 

Wie  schwierig  und  mühsam  es  ist,  den  Charakter  der  Geoid- 
fläche zu  studieren,  dies  zeigt  unter  andern  die  englische  Landes- 
vermessung (vergl.  das  Hauptwerk  Ordnance  Survey^  Principal  Trian- 
gulation S.  7 12 ff.),  deren  Ergebnis  in  dieser  Hinsicht  trotz  immerhin 
zahlreicher  astronomischer  Stationen  (30  bis  40)  mehr  das  war,  eine 
Anzahl  wesentlich   lokaler  Lotablenkungen   gegen   ein  abgeplattetes 

Rotationsellipsoid,   das  bei  -ggöTi"  Abplattung  vom  allgemeinen  Erd- 

ellipsoid  wenig  abweicht,  kennen  zu  lehren  und  also  die  Brauchbar- 
keit desselben  zur  Angabe  der  allgemeinen  Ejrümmungsverhältnisse 
auch  für  England  zu  bestätigen,  als  das,  spezielle  Angaben  über 
Ejrümmungsverhältnisse  wegen  des  rasch  wechselnden  Charakters  der- 
selben zu  gestatten.  Dergleichen  ist  auch  anderwärts  hervorgetreten, 
zuerst  vielleicht  bei  der  ostpreufsischen  Gradmessung  (1838;  vergl. 
Abhandlungen  von  F.  W.  Bessd,  herausgegeben  von  EngelmantL  Band  3, 
Leipzig  1876;  S.  135). 

Ob  man,  wie  für  England  geschehen,  ein  möglichst  anschlieisendes 
JReferenzellipsoid  für  Europa  berechnen  wird,  lassen  wir  dahingestellt. 
Wahrscheinlich  wird  das  Bessehche  Ellipsoid  vollkommen  genügen, 
um  als  Ausgang  der  Spezialstudien  über  die  Geoidfläche  zu  dienen. 
Die  Abweichungen  von  der  Form  des  Rotationsellipsoids  haben  zu- 
folge ihrer  Entstehung  so  wenig  mit  der  Gestalt  irgend  einer  ein- 
fachen Fläche  zu  thun,  dafs  man  auch  schwerlich  durch  die  Wahl 
einer  andern  Form,  wie  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  z.  B.,  einen  er- 
heblichen Gewinn  in  der  Darstellung  der  Erümmungsverhältnisse  er- 
zielen dürfte. 

Nächst  Europa  ist  der  englische  Teil  von  Ostindien  im  Laufe 
dieses   Jahrhunderts   bis   in   die   Gegenwart  mit   umfassenden   Yer- 
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messuiigsarbeiten  bedacht  worden  (yergL  Viertdjahrsschrift  der  Astro- 
nomischen Gesellschaß  1873.  Band  8,  S.  14  ff.);  auch  auf  den  im 
niederländischen  Besitz  befindlichen  Inseln  werden  seit  jüngster  Zeit 
solche  Messungen  ausgeführt,  welche  die  Kenntnis  der  Erdgestalt 
im  allgemeinen  fordern  werden.  Derartige  Arbeiten  sind  femer  seit 
einigen  Decennien  in  den  Vereinigten  Staaten  Nordamerikas  an  den 
Küsten  und  jetzt  auch  im  Innern  im  Gange;  ebenso  in  Ägypten, 
Algier,  Chile.  In  Brasilien  ist  eine  bedeutende  Längen-  und  Breiten- 
gradmessung in  Vorbereitung  (9  bis  10  Längengrade  in  23^  südlicher 
Breite,  35  Breitengrade  in  10^  Länge  westlich  von  Bio  Janeiro). 

Einer  durch  ihre  Ergebnisse  interessanten  Operation  im  Kaukasus 
wird  in  dem  Generalbericht  über  die  europäische  Gradmessung  von 
1871  (publiziert  1872)  S.  49S.  gedacht.  Danach  ist  unter  andern  für 
2  noch  nicht  1  Breitengrad  von  einander  abstehende  Punkte  54''  Lot- 
ablenkungsdifferenz beobachtet.  (Vergl.  auch  Petennanns  Mitteilungen 
1862  Band  10,  S.  365.) 

Man  hat  sogar  daran  gedacht,  Nordpolexpeditionen  für  Grad- 
messungszwecke nutzbar  zu  machen. 

Borgen  und  Copeland  mafisen  1870  an  der  Ostküsie  Grönlands  einen 
40  Minuten  langen  Bogen  geodätibch,  um  die  Möglichkeit  genauer  Winkel- 
messungen in  höheren  Breiten  zu  konstatieren.  Die  Breiten  der  Endpunkte 
wurden  nur  aus  Sonnenhöhen  abgeleitet,  da  die  Operation  eine  blose  Rekognos- 
zierung sein  sollte.  Vergl.  S.  19  der  Schrifk  Zweite  deutsche  Nordpölar fahrt; 
1869  —  70.  Berlin  1871.  (Das  Hauptwerk  über  diese  Expedition  war  dem  Ver- 
fasser nicht  zur  Hand.) 

Hiemach  ist  das  Interesse  für  Gradmessungen  hinreichend  rege, 
um  von  dieser  Seite  her  eine  reiche  Forderung  der  Kenntnis  der 
Erdgestalt  erwarten  zu  können.  Man  darf  auch  hoffen,  dafs  die  so 
sehr  wichtigen  Messungen  der  Schwerkraft;,  welche  nach  den  glän- 
zenden Operationen  in  den  ersten  Decennien  dieses  Jahrhunderts  jetzt 
mehr  gelegentlich  ausgeführt  worden  sind,  wieder  in  systematischer 
Weise  aufgenommen  werden  werden.  Durch  sie  ist  mit  verhäitnismäfsig 
wenig  Kosten  weit  mehr  als  mit  Gradmessungen  für  die  allgemeine 
Kenntnis  des  Geoids  zu  erlangen,  ja  sie  sind  zum  Teil  durch  diese 
gar  nicht  zu  ersetzen,  weil  sie  gröfserer  geographischer  Verbreitung 
fähig  sind. 

Die  Schweremessungen  gestatten  auch  die  Abstände  des  Geoids 
Yom  mittleren  Rotationsellipsoide  zu  schätzen;  wir  müssen  aber  be- 
merken, dafs  die  bezüglichen  Rechnungen  nicht  so  einfach  sind,  als 
man  oft;  glaubt  und  dafs  sie  nicht  immer  richtig  angestellt  worden 
sind.     Korrekte  Formeln  gab  Stokes  a.  a.  0. 

Von  sehr  untergeordneter  Bedeutung  wird  es  dereinst  sein,  wenn 
die  Kenntnisse   über  das  Geoid   sich  entsprechend  vermehrt   haben 
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werdoD^  ein  solches  abgeplattetes  EUipsoid  abzuleiten^  das  bei  gleichem 
Volumen  sich  jenem  möglichst  anschliefst.  Weit  wichtiger  ist  es^ 
Schlüsse  auf  die  Massenlagerung  im  Erdinnern  zu  versuchen^  wobei 
man  allerdings  der  Schwierigkeit  begegnet,  dafs  bis  zu  gewissem 
Grade  die  Gestalt  und  Lagerung  der  Niveauflächen  von  der  Massen- 
anordnung unabhängig  ist  (z.  6.  geben  gewisse  homogene  Eugelschalen 
verschiedener  Dicke  dieselben  Niveauflächen  aufserhalb).  Hierdurch 
werden  aber  keineswegs  alle  Schlüsse  vereitelt. 

Die  Gradmessungsarbeiten  und  Schweremessungen,  welche  nur 
sehr  allmählich  ausgeführt  werden  können,  setzen  infolge  dessen  eine 
ausreichende  Eonstanz  der  Niveauflächen  voraus.  Im  allgemeinen 
nimmt  man  jetzt  an,  dafs  eine  solche  in  hohem  Grade  in  der  Tbat 
vorhanden  ist.  Zwar  sind  die  Massen  der  Erde  nicht  in  völlig  rela- 
tiver Ruhe,  aber  theoretische  Untersuchungen  haben  gezeigt,  dafs 
Veränderungen  in  der  Lage  der  Erdaxe  nicht  zu  befürchten  sind  und 
nur  lokale  Veränderungen  der  Lotrichtungen  entstehen.  Dafs  auch 
dieser  Umstand  von  den  Gelehrten  fortdauernd  im  Auge  behalten 
wird,  ist  schon  angedeutet  worden. 

§  5.  tlbersicht  des  Ganges  der  Entwicklung  der  Theorieen 
Im  vorliegenden  Bnehe.  Eine  streng  logische  Darstellung  müfste 
mit  dem  beginnen,  was  geeignet  ist,  am  eingehendsten  die  Erdgestalt 
zu  definieren  und  im  ganzen  zu  erkennen:  den  einfachsten  Sätzen 
der  Potentialtheorie  und  den  Schweremessungen.  Wir  zogen  es  in- 
dessen vor,  um  das  Rein -Mathematische  zunächst  zu  erledigen,  mit 
der  Theorie  der  Gradmessungen  auf  dem  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoide zu  beginnen  und  daran  die  geometrische  Bestimmung  von 
geoidischen  Abweichungen  zu  knüpfen 

Die  Formeln  für  Dreiecksnetze  und  die  Verbindung  geodätischer 
und  astronomischer  Beobachtungen  sind  direkt  fürs  abgeplattete 
Rotationsellipsoid  aufgestellt  Die  Voraussetzung  beliebiger  Ober- 
flächenform ist  einesteils  insofern  ohne  Wert,  als  man  immer  nach 
Bessds  Vorgang  (1837)  sich  die  Messungen  auf  den  Niveauflächen 
der  Erde  am  bequemsten  auf  ein  solches  EUipsoid  reduziert  denken 
wird;  andernteils  aber  dürfte  die  rasche  Veränderung  der  Krümmung 
der  Niveauflächen,  wie  Bessd  ebenfalls  bemerkte,  der  Konvergenz  der 
Reihenentwicklungen,  welche  fiir  jene  Formefln  nötig  sind,  sehr  hinder- 
lich werden  —  ja  diese  existiert  streng  genommen  gar  nicht,  da  in 
den  Krümmungen  sogar  Diskontinuitäten  auftreten,  wie  H.  Bruns 
(1876)  gezeigt  hat.  Auf  Formeln  fürs  dreiaxige  EUipsoid  ist,  da  dessen 
Annahme  als  mittlerer  Repräsentant  des  Geoids  schwerlich  Aussicht 
hat,  gar  nicht  eingegangen. 

Der  zweite  Teil  ist  bestimmt,  die  Lücken,  welche  die  rein  geo- 
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metrisclie  Behandlung  des  Problems  der  Definition  und  Bestimmung 
der  Erdgestalt  läfst,  durch  Einführung  der  Potentialtheorie  und  die 
sich  anschliefsende  Behandlung  der  Schweremessungen  auszufüllen, 
einige  Andeutungen  über  die  Ausbeutung  gewisser  Angaben  der  Astro- 
nomie und  der  Lehren  der  Mechanik  über  die  Rotation  der  Körper 
und  dergl.  zu  bringen,  sowie  die  Methode  der  Untersuchung  der  Geoid- 
gestalt  durch  Zenithdistanzmessungen  imd  im  Anschlufs  daran  die 
terrestrische  Refraktion  zu  behandeln. 


3.  Kapitel. 

Allgemeine  mathematische  Notizen,  insbesondere 

Reihenentwicklungen. 

(Mit  Benntznng  von  Scfilömilch,  Kompendium  der  höheren  Analysis  Band  1  und 
HaUendarff,  Algebraische  Analysis,  sowie  Hattendorff,  Höhere  Analysis). 

§  1.  Konvergenzbedingungen.  Eine  unendliche  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  konvergiert  (hat  eine  bestimmte  Summe),  wenn  von 
einer  Stelle  an  die  Glieder  dergestalt  kleiner  werden,  dafs 

das  folgende  Glied  ^  .        ,  ^      t>      t 

-1 r-^ — r — i — ?^r— j  <x:  X  em  echter  Bruch. 

das  vorhergehende  ubed 

Bezeichnet  man   die   Glieder    mit   Ui,  u^,  t«^ . . .   und    ist   nun 

60  ist  der  Rest  der  Entwicklung  (Wj  +  w,  + [-**«- 1)  gleich 

Ui  +  Ui^i  +  u,  +  2  H d.  i. 

-^  0 +  =?■■  + '^-^  r"  +  "-^  ^-' ?^' +  ■■  •); 

daher  ist  also  der  Rest 

Ui  +  U,  +  i  +  M<  +  2  H <Ui  (1  +  X  +  X*  +  X»  H )  . 

Es  ist  aber  die  Parenthese  rechter  Hand  gleich  1 :  (1  —  x),  mithin 
die  Summe  aller  Glieder  von  Ui  ab  bis  ins  Unendliche  <  Ui :  (1  —  x); 
und  dieser  Rest  kann  beliebig  klein  gemacht  werden,  wenn  man  den 
Index  i  hinreichend  grofs  annimmt. 

An  Stelle  der  gegebnen  Reihe  ist  es  oftmals  vorteilhaft,  eine  Reihe 
zu  betrachten,  deren  Summe  augenscheinlich  grofser  ist,  weil  ihre 
Glieder  sämtlich  gröfser  sind,  als  in  der  ursprünglichen  Reihe  —  die 
aber  eine  einfachere  Form  hat,  vne  diese  letztere. 

Eine  unendliche  Reihe  mit  positiven  imd  negativen  Gliedern  kon- 
Velbert,  wenn  sie  auch  mit  positiv  gesetzten  Gliedern  konvergiert 
oder  kurz  gesagt:  wenn  sie  absolut  (genommen)  konvergiert 


24      3.  Kapitel.    Allg.  mathemat.  Notizen,  insbesondere  Beihenentwicklongen. 

Werden  von  tii  an  bei  alternierenden  Vorzeichen  die  Glieder 
immer  kleiner ;  so  ist  der  Best  der  Reihe  gleich  UiX. 

Absolut  konvergente  Reihen  gestatten  eine  veränderte  Anordnung 
der  Glieder  d.  h.  sie  konvergieren  unbedingt ^  nur  mufs  immer  von 
einer  Stelle  an  das  oben  gegebene  Kriterium  der  Konvergenz  vor- 
handen sein. 

Man  darf  sie  addieren  und  multiplizieren  und  das  Resultat  ist 
wieder  eine  absolut  konvergente  Reihe.  Dies  gilt  auch  für  Sub- 
traktionen^ während  bei  Divisionen  besondere  Untersuchungen  er- 
forderlich sind. 

Ist  die  Reihe  eine  Potenzreihe  und  man  setzt  für  die  Variable 
selbst  eine  Reihe ^  so  ist  dies  bertimmt  zulässig^  wenn  die  Anfangs- 
reihe und  die  Substitutionsreihe  absolut  konvergent  sind  und  die 
Summe  der  mit  positiven  Gliedern  genommenen  Substitutionsreihe  die 
zur  Konvergenz  der  Anfangsreihe  nötige  Bedingung  erfdUt  Das 
Resultat  ist  alsdann  absolut  konvergent. 

Besondere  Untersuchungen  sind  erforderlich  ^  wenn  die  Substi- 
tution für  die  Variable  nur  bedingt  konvergiert  und  auch,  wenn  bei 
endlicher  Gliederzahl  der  Substitution  darin  positive  und  negative 
Terme  vorkommen.  Alsdann  kann  ein  nur  bedingt  konvergentes 
Resultat  entstehen. 

§  2.  Stark  konvergente  Reihen  in  der  Geodäsie.  Im  Fol- 
genden haben  wir  es  vielfach  mit  stark  konvergenten  Reihen  zu  thun, 
weil  diese  allein  für  die  praktische  Anwendung  bequem  sind.  Bei 
Potenzreihen  insbesondere  beschränkt  man  sich  auf  so  kleine  Werte  der 
Variablen,  dafs  wenige  Reihenglieder  genügen,  und  man  wendet  solche 
Methoden  an,  dafs  eben  die  Beschränkung  auf  kleine  Werte  praktisch 
genügi 

Für  alle  diese  Fälle  ist  die  Operation  mit  den  Reihen  nur 
geringen  Schwierigkeiten  unterworfen,  weil  die  allein  interessanten 
Glieder  n*ach  Beifügung  eines  (in  den  betreffenden  praktischen  Fällen 
schliefslich  zu  vernachlässigenden)  Restgliedes  wie  endliche  Reihen 
behandelt  werden  können. 

Wir  sind  daher  in  den  meisten  Fällen  der  Konvergenzbetrach- 
tungen überhoben  und  werden  auf  solche,  um  Weitläufigkeiten  zu 
vermeiden,  auch  nur  eingehen,  wenn  es  unerläfslich  ist. 

Die  Restglieder  werden  wir  meist  symbolisch  durch  Gh  an- 
deuten, wobei  i  die  Ordnungszahl  ist,  welche  dem  Rest  zukommt, 
insofern  er  wesentlich  als  Vielfaches  der  i,  Potenz  einer  Grofse 
1.  Ordnung  auftritt.*) 

*)  Ist  der  Best  von  der  i.  Ordnung,  so  ist  die  Entwicklung  genan  hia  au/*  Glieder 
t.  Ordnung  —  was  zur  Feststellang  des  Sprachgebraachs  hier  bemerkt  sei. 
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Als  Maximalbetrag  einer  Crröfse  1.  Ordnung  setzen  wir  rund  0^1 
fest.    Die  Abplattung  wird  damit  eine  Gröfse  2.  Ordnung. 

§  3.    Taylors  Satz.    Es  ist 

f(a  +  h):^na)  +  Ar(a)  +  ^  r(a)  +  •  •  • 


n  — 1 


(1) 


p  eine  beliebige  positive  Gröfse  (für  welche  man  oft  mit  Nutzen  n 
wählt),  d"  ein  nicht  näher  bekannter  positiver  echter  Bruch.  Das 
letzte  Glied  heifst  der  Rest  der  Reihenentwicklung.  Diese  Ent- 
wicklung rechter  Hand  gilt,  wenn  f  (x)  und  seine  Differentialquotienten 
f'}  f  •  "  f^^  innerhalb  des  Intervalls  a:  =«  a  bis  o?  »=  (a  +  Ä)  endlich 
und  stetig  sind.  Um  nicht  noch  den  nächst  höheren  Differential- 
quotienten bilden  zu  müssen,  kann  man  den  Rest  auch  mittelst  des- 
jenigen berechnen,  der  im  letzten  angesetzten  Glied  auftritt,  mufs  aber 
alsdann  von  dem  so  gebildeten  Ausdrucke  wiederum  das  letzte  Glied 
selbst  abziehen.    Der  Rest  heifst  dann,  falls  man  bis  /^"^  geht: 

1  (1  -  er-^  /^»)(a  +  eÄ)-i-  /<»>  (a)  (2^ 

1 .  2  . . .  (n  —  1) 

Speziell  für  i)  =  n: 

{/'(-)  (a  +  dÄ)  -  /<•)  (a) )  -i~—i^ '  (3) 

In  manchen  Fällen  läfst  sich  der  Rest  der  auf  eine  endliche 
Gliederzahl  beschränkten  konvergenten  Entwicklung  dadurch  genauer 
feststellen,  dafs  man  wie  in  §  1  S.  23  eine  genäherte  Summierung 
ausführt,  was  voraussetzt,  dafs  das  Bildungsgesetz  der  Reihenglieder 
bekannt  ist.  Vielfach  wird  man  (vergl.  oben),  wenn  Uj  das  letzte  Glied 
ist,  den  Rest  näherungsweise  setzen  können  gleich 

Giebt  eine  Entwicklung  nach  Taylors  Satz  eine  unendliche  kon- 
vergente Reihe  für  a;  =»  (a  —  h)  bis  (a  +  h),  so  kann  man  durch 
Subtraktion  der  Entwicklungen  für  /*  (a  -|-  h)  und  f{a  —  h)  die.  fol- 
gende stark  konvergente  Reihe  erhalten: 

/•(« +Ä)=A«-Ä)  +  -rr  (a)+r^r  («)  +  ••• 

^1.2.3...(2n+l)'  ^"^^    » 
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In  der  Reihe  (1);  die  wir  uns  als  unendliche  konvergente  lieihe 
denken^  kann  man^  falls  nur  (n  -f-  1)  Glieder  angeschrieben  sind,  auch 
das  nächste  Glied  dadurch  berücksichtigen^  dafs  man  die  Entwicklung 

benutzt;  um  damit  das  (n  +  1)*®  und  (n  +  2)***  Glied,  nämlich: 

uäherungsweise  in  das  eine  Glied: 

zusammenzufassen.    Man  hat  alsdann: 

f{a  +  h)  =  f{a)  +  \r  (o)  +  ^2  f"{a)  + 

+  i.2.'.''.7n-i)/^'-"(«)        [  (7) 

^    1 .  2  . . .  n  '      V"*  ~  n  +  1/ 

-1-  GUedcr  mit  A"  +  *  u.  s.  f. 

und  wenn  die  Konvergenz  eine  starke  ist,  so  giebt  dies  eine  unter 
Umstanden  bequeme  und  scharfe  Beurteilung  des  Restes  der  auf  n 
Glieder  angesetzten  Reihe. 

Addiert  man  die  Reihen  flir  /"(a  +  ä)  ^'^^  f(fl^  '0;  ^^  folgt: 

2 fW  (8) 

-I-  Glieder  mit  h\h*...j 

Multipliziert  man  dieselben  Reihen,  so  folgt: 

/'(a  +  Ä)/-(a -*)=/•(«)» 

+  Glieder  mit 

§  4.    Binomischer  8atz.    Es  ist 


*%**...)  ^  ^ 


il±uY^l±^u+J^^^u'±''^-^l%--^u'  +  ..^   (1) 

gQltig  und  absolut  konvergent  bei  beliebigem  (i,  falls  das  positive 
14  <  1  ist.*)  Im  Folgenden,  wo  einige  häufig  auftretende  Spezial- 
fälle behandelt  sind,  bezeichnet  x  stets  einen  positiven,  echten  Bruch. 
Die   Reste    sind    durch    direkte    Summierung    gefunden.     Man    hat 

*)  Anf  die  Fälle  u  >»  1  nehmen  wir  hier  und  im  Folgenden  keine  Rück- 
sicht, wie  wir  überhaupt  die  Grenzf&lle  der  Gültigkeit  ans  praktischen  Gründen 
vernachl&Bsigen. 
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1:(1  +  «) 
1:(1-«) 

1  :(!-«)* 


=  1    —  M  +   M* U'  +  U*  —  •  •  •  +  M  '  .  X 

=  1  +  „   +    «i!  +  „3  +   „4  +  .  .  .  +  _±1_ 


u  positiv  und  <  1. 


n 


1  — M 


+ 


a-«)'i 


(2) 


_  /  z — ; iil  l9ilq         5      41  ,1.3.6...(2n  —  3)_ 

l/l  —  u   =1 ti «^ w^ u* — • — 

'  2  8  16  128 


1.3.6... (2n— 3)    .      X 
1.2.3...n.2*         1  — «* 


1   i/T~i —        1        1       I    3    8       6     3  I    36     4  ,   1.8.6...(2n  — 1)    , 

1:1/1  +  «*  =1  — ^W  +  ^U* — T^W  +7S^ti* ^^ -^t**x 

'^      ^  '^     ^"  '^     ^'^*^  —    1.2.3...n.2* 


8 


16 


128 


1:VT=^M  =l+Aw+?-««+Au3i   _36    4   I ,    1.3.6. ..(2n~l)_H_ 


i:yi_„^=i+|ti+lV+?5^3+^^-^^+...+ 


8 


16"    •    128 
u  potitiT  und  <  1 


3.5.7...(2n+l)     ^ 
1.2.3...n.2'* 


1   —  -_ 7-ZrU 


(3) 


2n+2"J 

Eine  starke  Konvergenz  erfordert  für  alle  diese  Reihen  kleine  Werte  w. 
§  5.    Logarithmische  and  Exponentialreihen.    Man  hat: 

log  (1  +  «)  =  M  [  «  —  y  +  y  —  ^*  H ±  -^  *} 


iog(i-«)=-M{«+^;+^'+^*+...+^--.^4 


(0 


u  positiv  und  <   1. 


iog-2M{(^;)+-H:-S)+-l(SiT+--+^^-^'(SI)V^) 


'         ^^l\M/^l.i\M/^l.i.3\M/^ 


(3) 


u  poiitiv. 
ü  Modnlus  des  Briggitohen  Logarithmeiuytteini. 

Der  Rest  der  letzten  Reihe ,  welche  nichts  anderes  als  die  Exponen- 
tialreihe  (w  =  e*)  ist,  beträgt 

niTfr-.C-l-r«  •'»<>. 

und 

% 


1  ßoguV 

1  .2.3...n  \  j£  / 


1  — 


logu 


für  f*  >  1 . 


{n+l)M 


Dabei  ist  aber  vorausgesetzt^  dafs  so  viele  Glieder  der  Reihen  an- 
gesetzt sindy  als  zur  Erfüllung  der  Bedingung  val.  abs.  log  t4  <  (n  4- 1)  üf 
gehören. 
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Vorstehende  Reihen  sind  absolut  konvergent  Eine  starke  Koli- 
vergenz  erfordert  für  die  (1),  dafs  u  klein;  f&r  (2)  und  (3),  dafs  u 
nahezu  gleich  1  isi 

§  6.    Reihen  fOr  Sinus ^  Cosinus  u.  s.  f.    Man  hat: 

6    '120       6040  '362880  --^  1.2.3...  (2n  +  l)    ' 

Kl) 

COSU  ==1 1 -I . . .  -J L-  . . . 

2    '    24         720    '    40320  ~  1  .  2  .  3  . . .  2n    "^ 

Diese  Reihen  gelten  für  jeden  Wert  von  u,  welches  als  Arcus  zu  ver- 
stehen ist.  Sie  sind  absolut  konvergent.  Setzt  man  sie  bis  dahin  fort, 
wo  die  Glieder  abnehmen ,  was  für  m*  <  1  von  Anfang  an  der  Fall 
ist,  so  ist  der  Rest  gleich  dem  ersten  vernachlässigten  Glied  mal  x. 
Für  u'  <  1  konvergieren  überdies  die  Reihen  stets  beträchtlich. 

Man  hat  ferner: 


(^) 


(3) 


'     8         "  15  '    316        ~  2836  ' 

sec  u  =  1  H tr  A w*  h tr  A ir  -4-  •  •  • 

•^    2  "^  24  "^  720  "^  8064  "^ 

val.  abs.  m  <  -r-  • 

u   \  3  46  945  4726  J  , 

1     /  1       I       1        s     I        7         .     ,  31  n     .  127  a     ,  1 

CSC  u  =  —  il  A —  ur  A tr  A u^  A-  w*  +  •  •  •  l 

^  M    l        '     6  •    360       ^  16120  '     604800  '  }  j 

val.  abs.  u  <  7t. 

Die  Eoefficienten,  welche  in  diesen  absolut  konvergenten  Reihen  vor- 
kommen, lassen  sich  nicht  bequem  allgemein  hinschreiben.  Für  unsere 
Zwecke  genügen  die  angesetzten  Glieder  und  die  Thatsachc,  dafs 
bei  den  Reihen  (2)  der  Rest  angenähert  gleich  ist  dem  letzten  Gliede 

mal     t  _  Ä   1  u^d  bei  den  Reihen  (3)  angenähert  gleich  dem  letzten 

Gliede  mal     ,  _ — ^-     Dies  findet  man  mittelst  der  Bemerkung,  dafs 

die  KoefGcienten  der  Reihenglieder  (2),  je  weiter  man  die  Reihen  fort- 
setzt, mehr  und  mehr  im  Verhältnis  n^ :  4  abnehmen,  die  der  (3)  im 
Verhältnis  sr* :  1. 

Die  Konvergenz  der  Reihen  (3)  und  noch  mehr  der  Reihen 
(2)  ist  weit  geringer,  als  diejenige  der  (1).  Um  mittelst  der  in  den 
Reihen  (2)  angesetzten  Glieder  den  Wert  von  tanu  oder  secit  auf 
0,0000000001  des  Betrags  genau  zu  erhalten,  mufs  man  sich  auf 
absolute  Werte  von  u  beschränken,  die  0,1  nicht  wesentlich  über- 
schreiten. 


§  7.  Reihen  für  Arcus  sinuB  u.  Arcus  tangens,  u.  logarithmische  Reihen  u.  s.  w.     21) 

§  7.  Reihen  für  Arcus  sinus  und  Arcus  tangens,  und  logarith- 
niische  Reihen  für  Sinus ^  Arcus  sinus  u.  s.  f. 

,    u'    ,   3u*  ,   6u'  ,     1.3...(2n-3)  u^"-*       x      ] 

1(1) 

Tai.  abs.  u  <  1. 

Setzt  man  hierin  t4  =  sin  i?  bezw.  u  =  tan  v  und  schreibt  dann  für  v 
wieder  Uy  so  folgt: 


,  8in*u  ,  Ssin^tf  ,  ösin^u  ,         ,    1.3...(2n— 3)  sin*"     ^u      ^ 


T»I.  abi.  u  <  --  ; 


f(=tanf/ — -tan^w+T"^'^''** — =-tan't<+-^tan®u — | — tan"M 


val.  abs.  ii  <  — - 


(2) 


Diese  absolut   konvergenten  Reihen   konvergieren   nur   etwa  ebenso 
stark  als  die  (2)  §  6.    Man  hat  weiter: 


log  sinw  =  logt«  -  Jlf  j^  +  ^*-  +  -^  +  -^  +  . . .)' 


6     '     180    '    2885    I    87800 
u  positiv  nnd  ^  n\ 


log  tanu  -  logu+M\j  + -^  +  2335  +  Igööö  +  '  "l 


(3) 


u  positiv  nnd  <  -^  • 

Die  erste  dieser  beiden  Reihen  folgt  durch  Integration  der  Reihe 
für  cot  w,  die  zweite  durch  Integration  der  Reihe  für  2 esc  2u  (wobei 

zu  beachten,  dafs  für  u  =  0  sowohl  log als  log  gleich  null 

wird).  Da  die  Integration  die  Koefficienten  verkleinert,  so  konver- 
gieren die  Reihen  sicher  im  gleichen  Intervall  für  u  wie  vorher  (jedoch 
nicht  weiter).  Wegen  des  log  mufs  man  sich  aber  zur  Vermeidung 
des  Imaginären  auf  positive  u  beschränken,  was  praktisch  vollkommen 
ausreicht. 

Der  Rest  der  ersten  Reihe  ist,  wenn  man  die  Glieder  bis  w*  an- 
schreibt, angenähert  gleich  dem  letzten  dieser  Glieder,  mal  -5 — ^, 
derjenige  der  zweiten  Reihe  angenähert  gleich  dem  letzten  der  Glieder 

,        4tt»x 

mal  —5 — z ' 
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Es  ist  femer 
log«=logsinu+3f||sin»u+^sin*M  +  ^sin«u+^|gJ^ 


u  poiitiT  und  <  -— 


log«=logtan«-JIfjltan««-J?tan*U+^tan««-^tan«tt+-.) 


u  podtir  nnd  <  -— 

4 


(4) 


Die  erste  dieser  Reihen   folgt  aus  der  ersten  Reihe  (3)  durch 

«AI' 

Substitution  von  ti  =  sin  ti  +  y  sin'  w  +  —  sin*  t«  +  —r^  sin'  u  H —  • , 
also  der  ersten  Reihe  (2).  Diese  letztere  Reihe  ist  konvergent  für 
u^  <  ( yJ  und  da  sie  nur  positive  Glieder  hat^  so  mufs  mit  Rück- 
sicht auf  die  Eonvergenzbedingung  der  ersten  Reihe  auch  das  End- 
ergebnis far  u*  <  (  y)    konvergieren. 

Der  Rest  der  ersten  Reihe  (4)  ist  angenähert  gleich  dem  letzten 
Gliede  mal  x  :  (1  —  sin*  w)  d.  i.  x  sec*  u. 

Die  zweite  der  Reihen  (4)  kann  man  aus  der  ersten  derselben  her- 

stelleu;  indem  man  zunächst  log  sin  u  >«  log  tan  u  -f-  log  V^l  —  sin*  u 
setzt  und  den  letzten  dieser  Logarithmen  nach  Potenzen  von  sin*  u 
entwickelt;  sodann  aber  für  sin*  u  substituiert  tan*  u  :  (1  -j-  tan*  u)  = 

tan*  w  —  tan*  m  +  tan^  w  —  tan®  m  -| Jedoch  giebt  diese  Entwicklung 

nicht  die  Grenzen  der  Eonvei^enz  vollständige  über  deren  Ableitung 
HaUendorffy  Höhere  Analysis,  zu  vergleichen  ist.  Der  Rest  der  zweiten 
Reihe  (4)  ist  angenähert  gleich  dem  letzten  Glied  mal  x  tan*  u. 

Die  in  den  Reihen  (1)  bis  (4)  angesetzten  Glieder  genügen  zu 

einer  Genauigkeit  auf  etwa  10  Decimalstellen  für  val.  abs.  t<  <  75  * 

§  8.   Bestimmung  der  Winkeldifferenz  ans  der  Gotangenten- 
liezw.  Cosinnsdifferenz.    Ist  gegeben 

cot  -4  =  cot  -4'  +  A  ,  (1) 

h  eine  kleine  Grofse,  so  läfst  sich  mit  Vorteil  Taylors  Satz  anwenden^ 
um  A  —  Ä  herzuleiten.  Setzt  man,  weil  ^  »»  arc  cot  (cot  Ä  +  h) 
ist,  S.  25  (1)  a  =  cot  Ä  und  f{a)  =  arc  cot  a,  so  wird 

f  (a)  =  2  sin'  Ä  cos  A 

f  (a)  =  2  sin*  ^'  (1  -  4  cos*  Ä) 

f'^'  (a)  =  6  sin*  Ä  sin  4-4' 
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und  daher 

A  =  Ä  —  h  sin* -4'  { 1  —  A  sin  -4' cos  Ä  —     A*sin*-4'(1  —  4  cos* -4')- }  (2) 

Bleibt  man  nun  bei  dem  Glied  mit  1i?  stehen,  so  ist  der  Rest  der 
Entwicklung;  in  der  Formel  (1)  S.  25  n=|)  angenommen,  gleich 

—  A"*  sin*  Ä'  sin  4-4",  (3) 

worin  Ä'  einem  Winkel  entspricht,  dessen  Cotangente  gleich 
cot  Ä  -\-  ^h  ist>  d'  ein  nicht  naher  bekannter  positiver  echter  Bruch. 
Hieraus  folgt 

sm  yi    "  T+~^h  sin  Z'ca  cor]!''!-  -fr/*  sin  A')  W 

und  man  erkennt,  dafs  die  in  (2)  angesetzten  Glieder  ausreichen, 
falls  (Ji  sin  Äy  vernachlässigt  werden  kann.  Denn  alsdann  ist  sicher 
auch  d'h  sin  A'  so  klein ,  dafs  sin*  Ä'  von  sin*  A'  und  folglich 
auch  (h  sin  Ä'Y  von  (//  sin  A'Y  nicht  merklich  abweicht. 

Ist  gegeben 

cos  A  =  cos  A'  -{-  h  ,  (5) 

so  hat  man,  da  -4  =  arc  cos  (cos  Ä  +  h)  wird,  nach  Taylors  Satz  fttr 
n  =  cos  A'  und  /*(n^)  =  arc  cos  a: 

'     ^  ^  ^  -^      *  sin  il 

j^f  /  \  cos  A' 

I       W= •     3     A' 

'     ^  ^  sin^  A 

jn»f    X  1+2  COS'-^I' 

'     ^  ^  sm*^  ul 

j^ivt  \            9  +  6  cos' -4'  ./ 

/      W  = ■  7   .. COS  A 

und  daher 

A^A'-J^Al  +!?-?.$  +  !^l(L+!i^.^')  +  ...[.      (6) 

sm  il    I       '2  sin^A     '  G  sin*  A  '  >  ^  ^ 

Bleibt  man  bei  h^  stehen,  so  ist  der  Rest  der  Entwicklung  gleich 

1  ,4  3 +  2  cos» -/l"  .„  ,_v 

wobei  für  -4"  die  Beziehung  cos  Ä'  =  cos  A'  +  '^ä  besteht,  welche 
ergiebt: 

sin*  Ä'  —  sin*  A  (l  -  ^^.  (2  cos  A  +  -^Ä))  •  (8) 

Als  Bedingung  der  Brauchbarkeit  dieser  Entwicklung  bis  h^  findet 
sich  die,  dafs  h :  sin*  -4'  hinreichend  klein  ist,  um  seine  4.  Potenz 
vernachlässigen  zu  können. 
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Vertauscht  man  im  Vorstehenden  A  mit  ^.  —  A,  so  ergeben 
sich  Entwicklungen  für  tan^  und  sin^. 

§  9.  Arcus  und  Oradniaffl.  Bezeichnet  wie  im  Vorstehenden 
u  einen  Winkel  in  Bruchteilen  des  Radius,  d.  h.  als  Arcus  aus- 
gedrQckt,  so  hat  man,  um  n  in  Graden  zu  erhalten,  die  Proportion 
zu  beachten: 

n«  :  SGO'^  =  u  :  2ä, 
also  ist 

ISO'* 
le^  =  U  •  oder  «  in  Oradon  =  lip"  j  (1) 

wenn  man  zur  Abkürzung  einführt: 

,0 = -*:"- .  (2) 

In  gleicher  Weise  folgt  als  Faktor  für  v  zur  Reduktion  auf  ft  in 
Minuten  bezw.  Sekunden: 

ISO.  60  ,/  180.  CO.  CO  ,ox 

§  10.    Formeln  für  sehr  kleine  Winkel.    Vernachlässigt  man 

u'\  so  ist  

sin  u  =  t(  i/cos  n  +  •  •  1 

tan«  =  «ysec-«  +  •  •  J 

Um  den  Fehler  dieser  nach  Mashelync  benannten*)  Formeln  zu  er- 
kennen, bildet  man  mittelst  des  binomischen  Satzes: 

f  cos  n  =  1  -  -  -  _ 

lJ/sec*ff  =  1  +-3  +  y  H 

und  multipliziert  dies  mit  xt.  Die  Vergleichung  mit  den  Reihen  fiir 
sin  n  und  tan  n  zeigt,  dafs  die  Vernachlässigung  von  u'*  in  der 
1.  Formel  (1)  einen  etwas  gröfsem,  diejenige  in  der  2,  Formel  (1) 
dagegen  einen  etwas  kleinern  Fehler  giebt,  als  die  Abkürzung  der 
Reihen  auf  die  ersten  beiden  Glieder. 

Für  die  praktische  Rechnung  können  die  Formeln  (l)  und  ähn- 
liche, wie  log  sec  "ö"  **  =  4  log  sec  ?/  +  ••• ,  den  Reihen  oft  vorzu- 
ziehen sein,  denn  sie  erfordern  statt  der  Berechnung  eines  Gliedes 
nur  das  Aufschlagen  eines  Cosinus  u.  s.  f.    Zu  gleichem  Zwecke  wie 

*)  Jioiiel,  VuniuMWcro  Logaritlimon  y.  XXXIX. 
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(2) 


die  (1)  dieaen  die  in  mehreren  Logarithmentafeln  aufgeführten  Hil^ 
logaritbmen 

J'-Iog^"-, 

Die  Tafeln  7zi0riger  Logaritbmen  von  Bruhrts  and  Schrön  geben  S 
nnd  T  Sziffirig.  Bremikers  Tafeln  enthalten  die  S  ebenfalls,  aber 
nnr  Tatellig.  Die  Seh-önBchen  Tafeln  haben  insbesondere  den  Voi> 
teil,  dafs  unter  andern  als  Argument  zu  S  nicht  blofs  der  Winkel  in 
Sekunden,  sondern  auch  der  log  sin  gegeben  ist. 

In  gleicher  Weise  setzt  man  häufig  sehr  vorteilhaft  bei  Ana- 
wertong  von  Yl  —  «*  und  yi  ~\-  v* ,  wenn  v  klein  genug  ist,  fftr  v 
bezw.  sin  u  nnd  tan  u  und  hat  dann 

y"!  —  V*  «  coa  u  fBr  V  ~3  sin  u 
yi  -f-  v*  ■"  sec  u  für  v  -=  tan  u , 
§  11.  Interpolation.  Ist  eine  Tafel  der  FnnktionB werte  f(x) 
für  in  gleichmäfBigem  Intervall  fortschreitende  Werte  der  Variablen  x, 
insbesondere  ftlr  x  ^a,  (a  -|-  a),  (a  ■+■  2a>), . . .  g^eben,  und  ea  ist 
f(a-\-na),  n<l,  za  suchen,  so  bildet  man  erste,  zweite,  dritte 
Differenzen  u.  s.  w.  nach  dem  Schema: 
1.  Differenzen 

fi  J.9      ^i-/'(»+2a.)-A«+'») 
TlT  ^i-=^(«+3")-/"C«+2a,) 
f[a-j-öm 


(3) 


2.  Differenzen 


i'o=J"—^'i 


und  hat  dann  zur   Berechnung   von  f  (a  -\-  nto)  die  nachstehende 
^wtonsche  Interpolationsformel  (welche  fOr  unsere  Zwecke  ausreicht): 


f(a  +  «w)-r(a)  +  \^i+'-^ 


d-i  +  ' 


2^;-+-(i) 


1.2.S 

Dieselbe  findet  man  leicht,  wenn  man  tos  Taylors  Reihe  ausgeht: 

/■(»+no)  -AW  +  -^r  w+-nf  r  w  +  ■  ■  ■     (2) 

und  sie  auf  n^  0, 1, 2 . . .  anwendet,  mittelst  der  entstehenden  Oleiebongen 
aber  die  Differentialquotienten  f  (a),  /" (a)  ...  durch  die  ^  ausdrQckt. 
Die  Anwendung  führt  natürlich  nur  dann  zu  zuverlässigen  Werten, 
wenn  die  Funktion  nach  Taylors  Satz  entwickelt  werden  kann.  Über 
eine  andere  sehr  vorteilhafte  Formel  (von  Bessel,  Astronomische  Nack- 

Halmail,  mulwmsl.  b.  phrtik.  TbsoilHD  der  hah.  Otodteie.  3 
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richten  Band  2  No.  33  angegeben)  nebst  einer  Tafel  ihrer  Koef- 
ficienten  vergleiche  S.  215  des  Werkes: 

Albrecht,  Formeln  und  Hilfstafeln  für  geographische  Ortsbestim- 
mungen H.  s.  w.  2.  Auflage.   Leipzig  1879. 

Bei  der  Interpolation  in  Logarithmentafeln  mit  10  Decimalstellen 
des  Logarithmus  genügt  oft  nicht  die  einfache  Interpolation^  weil  die 
/l'\  . .  noch  einflufsreiche  Werte  haben.  Alsdann  kann  man  mittelst 
(1)  die  höheren  Differenzen  berücksichtigen.  Meist  reicht  es  ans,  bis 
jj'o  zu  gehen.     Man  setzt  dann  recht  bequem: 

f{a  +  ncD)  =  f{a)  +  n  (zfo  -  ^4^  zfo')+  •  •  •  (3) 

und  bemerkt  leicht;  dafs  der  Faktor  von  n  zwischen  Jq  und  jJL\ 
liegt;  was  eine  Eontrolle  für  das  Vorzeichen  des  Subtrahenden  dieses 
Faktors  giebt.  Anstatt  (3)  kann  man  auch  die  nachstehenden  ebenso 
genauen  (nämlich  noch  die  Glieder  mit  %'  enthaltenden)  Formeln  an- 
wendeU;  die  aus  (7)  S.  26  für  w  =  1  hervorgehen: 

log  (a  +  h)  =  log  a  -{-  M j-  -|-  •  •  • 

log  sin  (a  -{-  Ä)  «=  log  sin  a  +  Mh  cot  \a  +  ^j  4~  •  •  * 

log  tan  (a  +  Ä)  ■=  log  tan  a  +  Mh  esc  \a  •{-  y)  "^^^  (^  "t"  y)  H 

Ist  zum  Logarithmus  die  Zahl  oder  der  Winkel  zu  suchen,  so  geben 
(3)  und  (4)  eine  indirekte  Rechnung;  welche  sich  für  den  1.  Fall 
in  (4)  durch  die  bequemere  direkte  Rechnung  nach  der  Formel 

«1  +*i  =  «1  +  ;S^  (log  (a^  +  \)  —  log  «i)  l^K +  A,)'äj^  H (5) 

ersetzen  läfst.  Diese  Formel  ist  genau  bis  auf  Glieder  hi  (excl.) 
und  sie  folgt  aus  (7)  S.  26,  wenn  f(a)  =  a^,  a  =  log  04  genommen 

und  f  la  +  yj  durch  f  (a)  fia-^-h)  mittelst  (9)  ebenda  ersetzt  wird. 

Über  die  bei  Berechnnng  von  Tafeln  anzuwendende  Interpolation  siehe  Eneke, 
Berliner  Äitronomisches  Jahrbuch  1862  8.  381  und  Astrand,  VierteJjahrsschrifl  der 
Astronomischen  Gesellschaft  Band  10.  1876.  S.  279.  Ersterer  gab  in  seinen  Ab- 
handlungen zu  den  Berliner  Jahrbüchern  1830—1862  überhaupt  zahlreiche  Winke 
für  praktische  B.echner.  Diese  Abhandlungen  sind  1866  gesammelt  erschienen 
unter  dem  Titel:  /.  F.  Enckes  astronomische  Ahhar^^mgen, 

Die  Interpolation  in  Tafeln  yielstelliger  Logarithmen  behandelt  u.  a.  PwissamU, 
Traiti  de  Giodisie,  Bd.  1.  (z.  T.  nach  Legendre), 


K 


I.  Teil. 

Die  mathematischen  Theorieen  der  hOhern  Geodftsie. 


3' 


1.  Kapitel. 


Das  abgeplattete  Rotationsellipsoid. 

§  1.    Elemente  der  Heridianellipse.    Wir  bezeichnen  mit 
aQ  die  grofse  Halbaxe  (in  der  Aquatorebene), 
Iq  die  kleine  Halbaxe  (in  der  Rotationsaze). 

Dann  sind: 


«0  —  *o 


die  Abplattung, 


n 


d 


a'  —  6* 
^   2   ^   ^^  Quadrat  der  numerischen  Excentricität, 


«0  -  ^0  ^ 


m 


«0   +  ^ 

6«' 

al  +  bl 


oft  benutzte  Hilfsgröfsen. 


Zwischen  diesen  fünf  Gröfsen  finden  Relationen  statt,  die  leicht  her- 
zustellen sind,  indem  man  obige  Gleichungen  nach  b^  auflöst  und  die 
verschiedenen  Ausdrücke  für  b^  einander  gleichsetzt: 

&o  ■?■  «0  (1  —  ä)  —  Oö  -j-^^ 

6*  —  2a  —  a« 

a  =  i-/irr^-?  +  ^  +  4  +  ^,-  + 
11  = 


2n 


n 


l  +  n 

2  —  ft  ■" 

4n 

(1  +  n)« 


n 


1  —  Vi  —  e 


2     '     8     '     16     '     128 

.  2n  —  2n«  +  2n*  —  2n*  H 

(I) + (4)" + (4)' + (D*  +  •  ■ 

=  4n  —  8n»  +  12n»  —  16n*  H 

7«» 


i  +  i/riT^ 


4  ■^'   8  "■    "ST    ' 


128 


+ 
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e^ 


d  =  --^^-,  =  .'^  +  c»  +  ^«  +  ,»  +  ..  . 


m 


=  ._'.__.  =  .*..  _L  /l-  4-  ^  4.  ^^-    -J 


1  +  ♦* 

^   I    «'        «*        Ä* 

•-«■-i^Xf^:)"- (•-•)' -vi.- 

Alle  im  Vorstehenden  entwickelten  Reihen  sind,  wie  mittelst 
der  gewöhnlichen  Regeln  über  die  Konvergenz  zu  ersehen  ist,  absolut 
konvergent,  da  n,  w,  ü  und  e*  fürs  EUipsoid  <  1  sind  und  die  Reihen 
zum  Teil  sogar  für  noch  gröfsere  Werte  konvergieren. 

Nach  Bessel  (1841;    vergleiche  Rud.  Engelmann,   Abhandlungen 

von  F.  W.  Bessel    Leipzig    1876.    Band  3,  S.  62)  ist  für  das  Erd- 

ellipsoid 

n  =  0,0016741848;        a  =  1  :  299,1528 

öo  —  3272077,14*  [6,5148235.337] 

60  =  3261139,33  [6,5133693.539] , 

wobei  die  eckige  Klammer  den  Briggischen  Logarithmus  andeutet 
Encke^  der  im  Berliner  Astronomischen  Jahrbuch  von  1852  S.  322  ff. 
für  einige  Funktionen  von  a^  und  b^  Tafeln  giebt,  setzt 

n  =  0,001674184767     [7,2238033.861  —  10] .  (1) 

Diesen  Wert  behalten  wir,  da  er  von  andern  Tafelberechnern  meist 
ebenfalls  angewandt  ist,  bei  und  setzen,  zu  Metermafs  übergehend 
(Verwandlungslogarithmus  0,2898 1 99.2994) 

a^  -=  6377397,15500    [6,8046434.637] 

60  =  6356078,96325     [6,8031892.839] .  ^ 

Die  im  Hinblick  auf  die  wirkliche  Genauigkeit  dieser  Zahlen  als  Re- 
präsentanten des  mittlem  Erdellipsoids  sehr  weit  getriebene  Schärfe, 
ist  wünschenswert,  insofern  sie  als  Fundamentalzahlen  auftreten,  die 
allen  Rechnungen  zu  gründe  gelegt  werden  sollen  und  die  ein  be- 
stimmtes EUipsoid  thunlichst  scharf  geometrisch  zu  kennzeichnen 
haben.     Man  erhält  weiter: 


^  =  0,006674372096  [7,8244104.140  -  10] 

a  =  0,003342773114  [7,5241069.005  —  10] 

m  =  0,003348360149  [7,5248321.645  —  10] 

d  —  0,006719218662  [7,8273187.745  -  10] 


(3) 
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n»  =  0,00000280289463  a*  ==  0,000011174132 
n»  =  0,00000000469256  a'  =  0,000000037352 
n*  =  0,00000000000786      tt*  =  0,000000000125 

c*  =  0,000044547243  «t*  -»  0,000011211516 

c«  -=  0,000000297325  w»  =  0,000000037540 

e»  —  0,000000001984  m*  =  0,000000000126 
e«>  =  0,000000000013 

2  log  (1  —  «)  =  log  (1  -  c«)  =-  9,9970916.4046  -  10 

log  -^-^  =  log  (1  +  m)  -=  0,0014517.4521 

log  (1  —  w)  =  9,9985433.8566  —  10 

log  (1  +  n)  =  0,0007264.8124 

log  (1  -  n)  —  9,9992723.0147  -  10. 

Vorstehende  Zahlen  sind  einerseits  mit  Anwendung  des  Thesaums 
logarithmortim  completus  von  G.  Vega  (Leipzig  1794)  berechnet,  andrer- 
seits zur  Eontrolle  durch  direkte  abgekürzte  Multiplikation  und  Division 
und  mit  teil  weiser  Benutzung  der  Rechenmaschine  Ton  Thomas\  die 
letzten  llziffrigen  Logarithmen  sind  direkt  durch  Reihenentwicklung 
gefunden  worden.  Diese  Zahlen  sind  im  Falgendm  stets  m  gründe  gelegt. 
Wir  fügen  hier  noch  bei  die  Zentriwinkel,  welche  zu  Arcus  1 
gehören  (S.  32): 

q""  —  206264,806247  [5,3144251 .332] 

p'  —     3437,74677078        [3,5362738.828] 
p«  —         57,2957795131     [1,7581226.324], 

sowie  den  Zahlwert  für  den  Modulus  des  Briggischen  Logarithmen- 
systems: 

M=  0,4342944819        [9,6377843.113  -  10]. 

§  2.  Koordinaten  in  der  Meridianellipse.  Wir  zählen  vom 
Mittelpunkt  M  aus  auf  der  grofsen  Axe  und  kleinen  Aze  die  recht- 
winkligen Koordinaten  x  bezw.  0,  Fig.  1,  und  haben  alsdann  be- 
kanntlich 

^  +  ü.  =  i 

«0  ^0 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt  durch  die  Substitutionen 

a;  =  aoCos/S        js  =>  b^  sin  ß,  (1) 

deren  unabhängige  Variable  ß  reduzierte  Breite  heifst.*)  Sie  entsprechen 

*}  Nach  Pwissaifd,  Traiii  de  OMMe,  ist  der  Auidmok  ton  lAget^t, 
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der  bekanoten  geometriBclieii  Konstroktion  Hue  nmscbriebenem  und 
eingeschriebenem  Kreis.    Die  Lage  eines  PmikteB  P  ist  durch  ß  toU- 
slÄnd^  gegeben;  gewSbnlicb  dient  aber 
die  geographische  Breite  B  zur  Bezeich- 
nung derselben. 

Um  die  Beziehung  der  letzteren  zu 
X,  B  und  ß  zu  finden,  verschieben  wir  P 
unendlich  wenig  in  Richtung  wachsender 
B  nach  P'.  In  dem  dadorch  entstehenden 
unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreieck, 
j  dessen   Hypotenuse    das    als    geradlinig 

zu  betrechtende  Bogenelement  dM  der 
Ellipse  ist  und  dessen  Eathet«nlängen 
die  absoluten  Werte  — dx  und  dz  haben, 
ist  der  Winkel  bei  P'  gleich  B  bis  auf 
einen  unendlich  kleineu  Fehler,  der  gegen 
B  TCrschwindet.    Man  hat  nun 


tanJ9— ' 


dx 

'  dt  ' 


Aus  obigen  Formeln  ftlr  x  und  <  folgt  aber  andrerseits : 
—  dx  —  Of^aia  ßdß        dt  «  \  cos  ßdß ; 
setzt  man  dies  ein  und  berflcksichtigt  den  Wert  Ton  Oq  :  (g  nach  g  1 
8.  37,  so  folgt 

tan  /J  «  yi  —  H  tan  B.  (2) 

Eliminiert  man  hiermit  tan  ß  ans  den  goniometriscben  Formeln 

COS  ß  ^  -  sm  0  ^    , "^  — 

*^        Vi  +  tan'lJ  '^        VT+Iäö^ 

und  multipliziert  sodann  rechter  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  cos  B, 
so  wird 

COS  ß  => 


ainS—    ^ 


(3) 


wobei  gesetzt  ist:  

]r— VI  — c»8in»B.  (4) 


Durch  Auflösung  nach  sin  B  und  cos  B  folgt  hieraus 
sm  £  —  -,—    ■  ■/  ==■  —  — -^ 


(5) 
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sowie  Ww  —  yi  —  ^  (6) 

w  —  yi  — e*C08*/J.  (7) 

Aufserdem  erhält  man  für  x  und  e  durch  Substitution  der  letzt- 
gefundenen  Werte  f&r  cos  ß  und  sin  ß: 

a^  coB  B  a^  cot  B 

_   Oq  (1  —  e»)  Bin  B  ^  Oq  (1  —  Q  sinB     ■  ^  ^ 

^~    }/l  -  «•  Bin»  5    ~  ^ 

Nach  diesen  Formeln  kann  man  x  und  z  nicht  fQr  die  ganze 
Ellipse  berechnen,  sondern  immer  nur  f&r  eine  Hälfte  auf  einer  Seite 
der  kleinen  Axe,  weil  B  nicht,  wie  es  die  Formel  tan  J5  =  —  dxids 
fordert,  von  (fi  bis  +  180®  gezählt  wird,  sondern  nur  bis  +  90®.  Es 
kommt  aber  in  der  That  nur  die  eine  Hälfte  in  betracht. 

Der  Abstand  MK'  des  Durchschnittspunktes  der  Normalen  von 
P  mit  der  Rotationsaxe  ist  gleich  {x  tan  B  —  jer);  also  ist  auch 

MK'=  a,e«^B  =  -ß^L^  sin  ^.  (9) 

Dieser  Abstand  beträgt  demnach  im  Maximum  gegen  43^ 

§  3.  Yerwandlung  der  geographischen  Breite  in  reduzierte 
und  umgekehrt.    Es  ist 

Hiermit  kann  man  J3  in  /}  verwandeln  und  umgekehrt     Man 

hat  z.  B.  f&r 

5  =-  52»  30'  16,7" 


log  tan  5 -=0,1150923.1 

log  Vi  -  e»  =  9, 9985458 
log  tan /9  =  0,1136381.3 

/3  —  52«  24'  43,01" 


1 
.2—10) 


0,1150923.336 
9, 9985458.202 


-,ol 


0, 1136381.538 
52»  24'  43,01144 


// 


Die  erste  Rechnung  ist  mit  Tziffrigen  Logarithmen  geführt,  die 
achte  Decimalstelle  der  Proportionalteile  aber  zur  Erhöhung  der 
Sicherheit  beigeschrieben.  Dadurch  wird  log  tan  ß  höchstens  auf 
y^  Einheit  der  siebenten  Decimale  unsicher  und  ß  nicht  mehr  als 
0;02''  fehlerhaft  Die  zweite  Rechnung  mit  10  Decimalen  ist  nicht 
entsprechend  genau ,  weil  hier  die  10.  Stelle  nicht  so  scharf  bestimmt 
ist  als  dort  die  7.  Stelle.*) 

*)  Nach  £r«mtÄ:er<  Vorrede  zu  seiner  Ausgabe  von  F^cu  Tsiffrigen  Logarithmen 
ist  zwar  die  10.  Decimale  der  Logarithmen  der  Zahlen  im  Thes.  log,  sicher,  aber 
nicht  die  der  trigonometrischen  Funktionen,  wo  Fehler  bis  zu  4  Einheiten  vor- 
kommen. 
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Um  mittelst  7zi£friger  Logarithmen  eine  gröfsere  Schärfe  als 
oben  zu  erreichen  ^  hat  man  Formeln  für  {B  —  ß)  aufgestellt ,  deren 
wichtigste  wir  hier  ableiten.    Aus  (1)  folgt  durch  Auflösung  nach  n: 

tan  Jg  —  tan  p  Bin  (B  —  (3)  ^«v 

^  "^  tan  B  +  tan  p   "^    sin  (B  +  (J)~  '  ^^ 

Für  den  Augenblick  B  —  ß  =u  gesetzt,  folgt  mit  Benutzung 
der  Relation  JB  +  /J  =  2jB  —  u 

sin  ti  =  n  sin  (2  jB  —  u) .  (3) 

Wenn  man  rechts  den  Sinus  auflöst  und  sin  u  und  cos  u  nach 
Potenzen  von  u  entwickelt,  findet  man  leicht  eine  Reihe  für  u.  Wir 
schlagen  indessen  einen  andern  noch  oft  zu  betretenden  Weg  ein, 
namUch  den  der  Einführung  des  Imaginären. 

Sei  i  =  }/—  1  und  «  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen, 
so  ist*) 

Multipliziert  man  mit  «•"*  und  reduziert  auf  «*•"*,  so  wird 

2iu  =  log  nat  (1  +  n««»^)  —  log  nat  (1  +  n£-«'^). 

Beide  Logarithmen  verwandeln  wir  in  Reihen  und  erhalten,  da 
n  <  1  ist,  die  konvergente  Entwicklung: 


oder 


n*    .     .  T»  .    n*    .    /•  -r»       n* 


^-/J  =  nsin2-B--^8in4J?  +  ^8in6B  — -^sin85+...      (4) 

Vorstehende  Formel  giebt  den  Arcus;  für  Sekunden  ist  rechte 
mit  q"  zu  multiplizieren.  Das  Glied  mit  n^  hat  auf  die  6.  Decinude 
der  Sekunden  keinen  Einflufs.    Wir  setzen  daher: 


ß  —  B    —  [2,5382285.2n]  sin  2B 

in  Sekwiden  _|_  [9,76203  —  10]  siu  2B  COS  2B 

4-    [Bfiln  —  lO^MineBA 


(5) 


Ju         . — iu 


«n« ^. 


JU      I       . —  Itt 


C08  u  = ; 


u*         u*         u* 


log  nat  (1  +  w)  =  u  -  --  +  -g ^-'\ ; 

med  «  <  1 . 


§  4.    KrflmmangsradiuB  im  Meridian.  43 

Vertauscht  man  in  Gleichung  (l)  B  mit  ß,  n  mit  (—  n),  so  bleibt 
sie  ungeändert.    Man  hat  daher  aus  (4)  durch  dieselbe  Yertauschung 

B  —  ß    =[2,5382285.2]  sin  2 /S  | 

to  s.kai»i.a        _^  [9,76203  -  10]  sin  2 /J  cos  2/3  [  (6) 

+   [6,51  —  10]  ain  6/}  H J 

Für  JB  =  52»  30'  16,7"   giebt  (5),  wobei  das  1.  Glied  mit  8 
richtigen  Decimalen  berechnet  wurde: 


2,5382285.2, 

log  sin  2B  =  9,9849249.3 

2,5231534.5. 

-  5'  33,54425' 


9,76203-10     i  6,51.-10 


9,98492-10 
log  cos  2B  =.  9,41326»- 10 


log8in65  =  9,85.— 10 

6,36-10 

+  0,00023" 


9,16021,-10 

-  0,14461" 

ß-  B='  -b'  33,68863"         ß  =  52»  24'  43,01137". 

Ist  man  im  Besitz  einer  Tafel  für   W,  so  kann  man  sich  der 
Formeln 

sm  {B  —  ß) 2Tr~ 2^^~  (^) 

bedienen,  um  B  —  ^  zu  finden.  Sie  folgen  leicht  aus  sin  {B  —  ß) 
=  n  sin  {B  -{-  ß),  wenn. rechter  Hand  aufgelöst  und  B  oder  ß  elimi- 
niert wird  (S.  40).  Von  sin  {B  —  ß)  gelangt  man  zu  {B  —  ß)  in 
Sekunden  mittelst  des  Hilfslogarithmus  S  (S.  33). 

Für  B  =  52«  30'  16.7"  ist  log  sin  2B  —  9,9849249.3—10  ^ 

—  log  TT— 0,0009142.5 

log  -^  —  7,2230769.0—10 

Summa       7,2089160^ 
S  für  334"  =  4,6855746.7 


log  {B  —  ß)'=  2,5233414.1 

B  —  ß  =  5'  33,68863"        /3  —  52«  24'  43,01 137 '. 

Zur  bequemen  Anwendung  von  (7)  gab  Bremiker  in  seinen  Studien 

Über  höhere  Geodäsie  1869  eine  Tafel  für  log    .   ^-  mit  8  Decimalen, 

sodafs  man  nur  log  sin  2B  zu  addieren  braucht,  um  B  —  /)  in  Sekunden 
zu  erhalten.  Ist  ß  gegeben,  so  hat  man  .B  =  90  —  ß  als  Ai^ument 
der  Tafel  und  sin  2/9  für  sin  2B  zn  nehmen.  (Im  Auszug  und  auf 
7  Decimalen  bei  Albrecht  S.  198.) 

Eine  Tafel  fär  B  —  ß  auf  2  Decimalstellen  giebt  Albrecht  S.  197. 

§  4.    Krümmungsradius  im  Meridian.    Bezeichnen  wir  den- 
selben mit  (fmt  so  ist  einerseits  (Fig.  1,  S.  40): 
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Q^dB  -  rfJf ;  (1) 

andrerseits  hat  man  aus  dem  unendlich  kleinen  Dreieck,  welches  an 

dM  angrenzt: 

dM  BB  djef :  cos  J3; 

somit  ist 

dz 
^^~  d  (sin  B)  ' 

Führt  man  hierin  0  nach  (8)  S.  41  ein,  so  folgt: 

ao(l  — O  [6,8017861.042]  ,,.v 

Qm  ■■  ^i  ■=  f^  •  \^) 

Biese  Formel  giebt  Qm,  ^eiUs  eine  Tafel  fOr  W  vorliegt,  sehr 
bequem.  Die  Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes  auf  den  Nenner 
in  (2)  ergiebt  andrerseits: 

p,„  =  ao(l  -  c«)  (l  +  fe«  sin«  B  +  f  ^sin*B  +  5^6«  8in«B+ . .  .),(3^ 

und  diese  Formel  würde  ganz  geeignet  sein,  um  ein  einzelnes  Qm, 
teilweise  durch  direkte  Multiplikation,  teilweise'  mittelst  Tziffiiger 
Logarithmen,  auf  9  bis  10  Ziffern  scharf  zu  berechnen.  Eine  Tafel 
f&r  )og  Qm  auf  7  Dedmalen  giebt  ÄlbredU  S.  199. 

Eine  Tafel  fdr  log  -rr-  auf  8  Decimakn   gab   auch  Barsch  in 

seinen  Tafdn  für  geodätische  Berechnungen  ßr  J5  «=  35  bis  71®,  (An- 
lage zum  Programm  der  hohem  Gewerbeschule  in  Kassel). 

§  5.  Berechnung  yon  log  W.  Im  einzelnen  Falle  wird  man 
log  (e  sin  B)  =»  log  sin  ^  setzen,  womit  log  W  in  log  cos  ^  übergeht. 

Bei  Berechnung  einer  Tafel  jedoch  ist  eine  Reihenentwicklung 
vorzuziehen.    Man  hat  sofort: 

logTT— --^JIf(6»sin«JB+-^sin*B+-^sin«-B+-j-sin«B+..^  (1) 

Hier  hat  das  3.  Glied  noch  auf  die  7.  Decimalstelle,  das  4.  Glied 
auf  die  10.  Stelle  Einflufs. 

Eine  starker  konvergierende  Reihe  erhält  man  durch  Einführung 
der  Hilfsgröfse  n  und  der  trigonometrischen  Funktionen  der  Viel- 
fachen von  B.  Anstatt  dies  für  jede  Potenz  von  sin  B  einzeln 
auszuführen,     entwickeln    wir    allgemein    mittelst    Einführung    von 

cos  2B  =  -r- («•'*  + «""•«^).  Man  hat  nach  und  nach,  unter  Be- 
achtung der  Relation  e'  — >  4n  :  (1  +  n)', 


i/l ^    .   a  p        1  /i  «*     i     ^  oT>         yi  +%ncoB2B  +  n* 

yi  —  e*  sm*  B  —  ^  1  —  -y-  +  —  cos  25  —        ^     ^  .  ^ 


I  6.    Berechnung  von  log  W. 
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also 


TT. 


1  +n 


(2) 


Nnn  gilt  aber  fOr  die   beiden  Faktoren    des  Radikanden   die 
Formel  (S.  42): 


H  _l_  ^  ^  n  M 


log  nat  (1  +  nfi±«'^)  —  n«±«'^  ~  -^  «±*'^  +  -^  «±«'^ . 

Addiert  man  die  Logarithmen  beider  Faktoren  und  geht  von 
den  Exponentialgröfsen  zu  den  Cosinus  über,  so  wird  fOr  Brigg. 
Logarithmen: 


log  W 


f-log(l  +  n)    ] 
+  Mn  cos  2JB 

—  Jtf-r-COS  4B 


B 


[9,9992735.1876  —  10]) 

+  [3,8615877.0]  cos  2B 

+  [0,78436«]  cos  4B 
+  lojat  —  notMtB-i — 


(3) 


i:;iinH  ;)ii';4i 


In  den  periodischen  Oliedem  sind  die  Zahlwerte  der  Ei 
in  Einheiten  der  7.  Decimalstelle  des  Logarithmus  angesetst  Die 
Logarithmen  der  Eoefficienten  zeigen,  dafs  bei  Tstelliger  Bedmung 
schon  das  Glied  mit  n'  wenig  Einfiufs  hat. 

Für  B  —  52«  Sa  16,7"  ist       log  W=  9,9992735.188  —  10 

-  1882.983 

+  5570 

+ .005 

log  W  —  9,9990857.480  — 10.  J 

Die  Formel  (3)  hat  vor  (1)  nicht  nur  den  Vorzug  stärkerer  Eon- 
vergenz,  sondern  auch  den  bei  Tabellenrechnung  hervortretenden,  dab 
bei  ihr  die  Periode  der  hohem  Glieder  kleiner  ist,  als  in  (3).  Es  sind 
daher  z.  B.  nur  halb  so  viel  Werte  des  Gliedes  mit  cos  2B  zu  berech- 
nen, als  solche  mit  sin'B.  Diesem  Werk  ist  eine  Tafel  ihr  log  W 
auf  10  Dedmalstellen  beigegeben  von  jß  «»  47  bis  57^  und  eine  Tafel 
für  log  W  und  log  to  auf  8  Decimalstellen,  B  und  /3  *»  0®  bis  90^. 
Beide  Tafeln  sind  nach  Formel  (3)  berechnet 

Encke  rechnet  (a.  a.  0.  S.  828),  wie  zuerst  angegeben:  mittelst  lOstelliger 
Logarithmentafeln  erh&lt  er  zn  log  nn  '^  direkt  log  cos  ^,  wobei  sor  Inter- 
polation die  abgekürzte  Reihe  dient:  log  cos  ^  -*  log  oos ^o  —tan*  ^"^^* 

X  (log  sin  ^  —  log  sin  %),  in  welcher  %  das  n&chstgelegne  mnde  Argoment 
der  Tafeln  ist.  Die  Rechnung  nach  Formel  (3)  dürfte  indes  ebenso  bequem 
sein,  und  zwar  hat  man,  wenn  die  Tziffirigen  Logarithmen  der  Zahlen  vad 
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V 


trigonometrischen  Funktionen  besonders  eingebunden  sind,  kein  weiteres 
Aufschreiben  nötig,  als  für  den  resultierenden  Wert  der  Glieder  der  Reihe 
selbst. 

§  6.  Rektifikation  des  Meridianbogens.  Dieselbe  läfst  sich 
mittelst  der  Formel  dM  =  QmdB  bewirken,  wenn  p^  als  Funktion 
Yon  B  dargestellt  ist.  Die  Intiegration  ist  ohne  Reihenentwicklung 
nicht  möglich.  Um  integrieren  zu  können,  müssen  in  der  Reihe  (3) 
S.  44  die  Sinuspotenzen  in  trigonometrische  Funktionen  der  Viel- 
feushen  von  B  verwandelt  werden.  Die  stärkste  Konvergenz  der  hier- 
bei auftretenden  Koefficientenreihen  giebt  die  Anwendung  von  n.  Mit 
Rücksicht  auf  (2)  S.  45  folgt  in  diesem  Falle,  wenn  im  Ausdrucke 
für  Pto  für  1  — e*  gesetzt  wird  (1  — n)* :  (1+n)*,  ohne  Schwierigkeit: 

rfJf=ao(l  -n)(l-  n«)    [{1  + ne'''*)  {\  +  ne-^'^)]"  ^  dB .     (1) 
Nun  ist 


Multipliziert  man  die  beiden  hierin  enthaltenen  Reihen  und  führt 
statt  des  Imaginären  die  Cosinus  ein,  so  folgt: 

dJlf«=ao(A— 4iC0825+2^4C084^-3J^cos6jB+4J[8C088B— ..)dJB(3) 


A  =  (l-n)(l-n*) 
^  =  (1  -  n)  (1  -  n«) 
^,  =  (l-n)(l-n») 
^e  =  (l-n)(l-n^ 
^8  =  (l-n)(l-n«) 


~  4  '      64 


n*  -| 1 


3n  + 
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8 


15      .    ,     105 


8 
85 


24 
315 


(4) 


Die  Integration  giebt  nunmehr  für  den  Meridianbogen  M  vom 
Äquator  bis  zur  Breite  Bi 

M=a^{Ä^B-\A^fAn2B+\A^fim^—\Ä^%m&B+\Ä^s^^ 

Subtrahiert  man  die  Ausdrücke  für  2  Werte  B^  und  B^  und  setzt 

B,-B,^  JB        \  (B^  +  B^)^B,  (6) 

80  ergiebt  sich  für  den  Meridianbogen  AM  von  B^  bis  B^^  B^  >  B^y 
unter  Anwendung  der  Relation  siniUB^  —  sinilJSj  =2co8  ABsin-  ^-B: 


§  7.    Die  Koeffidenten  Ä. 
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JM'^ar 


f^z/JB  — ^,co82J58inz/J5  +  ^^co84JB8in2^B 


(7) 


1  — ^C086jB8in3-^B  +  J[«C088JB8in4-^JB— 

Hierin  sind  B  und  /IB  als  Arcus  zu  verstehen.  Ist  ^J?  in 
Sekunden  gegeben,  so  hat  man  zur  Berechnung  des  Arcus: 

JB  =  Ar  {JB  in  8«k.)  .  (8) 

Die  Konvergenz  der  vorstehenden  Reihen  erhellt  daraus ,  dafs 
die  (2)  wegen  n  <  1  absolut  konvergent  sind,  ebenso  ihr  Produkt. 
Die  Integration  verstärkt  die  Konvergenz  wegen  auftretender  Divisoren. 

§  7.  Die  Eoefflclenten  A.  Die  Konvergenz  der  Reihen  für  die 
A  wächst y  wenn  man  sie  mit  (1  —  v?)^  ausmultipliziert.  Es  folgt 
damit: 


A 


(n._l„4_.,.) 


A,= 


8  (1  +  «) 
35 


A.  = — fn' ") 

^         24  (1  +  *)  ^  '' 

316 


^  = 


(n* ). 


(1) 


266  (1  +  n) 

Dagegen  geben  Entwicklungen  fär  M  mit  e^  oder  m  Folgendes: 


'^"'^~4^""64^'~266 


e«- 


176 


16384 


e»- 


128 


66636 


(2) 


16 
1084 


m' 


_...):  i/r+ 


m 


m 


m 


A 


86 
192 

816 


(ni»  +  ...):)/r+ 


m 


^«  =  :5^(«»*  +  -):yr+»». 


4096 


(3) 
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k 


Am  ungfinstigsten  sind  die  (2);  auch  die  (3)  sind  weniger  gat 
ab  die  (1),  wie  mit  Bücksicht  auf  die  Beadeliang  m  gleich  nahezu 
2ii,  leicht  za  ersehen  ist. 

Die  Eniwicklmig  mittelst  e*  giebt  bereits  JDdanibre  in  seinen  MModea 
onaHsfÜ^tM  (1799)  bis  e*.  Formeln  mit  m  gab  Pmssant,  TraUi  de  QMiMe, 
Band  1  imd  neuerdings  Ph,  Fischer  in  seinen  üntenuehungeni  Sessel  be- 
nutite  n  (Abhandlungen  Band  8,  S.  44)  1887.  Die  Einftihrung  von  tt  oder 
Ton  Sinospotenien  gewährt  keine  Vorteile,  wie  Verf.  sich  fiberzengt  hat. 

§  8.  ElnflUimiig  der  mittlem  Lfaige  6  eines  Meridiangrades. 

Ffir  den  Meridianquadranten  wird  nach  (5)    S.  46,  indem  £  -»  ^ 
an  aetsen  ist: 


Mer.  Qnadr.  —  —  0^-4^. 


2 


(1) 


Seist  man  ihn  andrerseits  gleich  90  O,  so  hat  man  sofort  ffir  Q 
die  Formel: 


(2) 


Für  den  Meridianbogen  M  vom  Äquator  bis  zur  Breite  B  folgt 
hiermit: 


M  = 


G  (finOndMi 

-  I  p»  (n  -  I  n»)  sin  2B 

86 


M 


[5,0457946.544]  B  m  onman 

+  [4,2038114.754«]  ein  2B 
+  [1,2234947]  sin  4jB 

+    [8,888Sii  — 10]dii6/) 
+    [5,49~10]fln8AH 

1 1 1 120,6196090  B  ü»  Orsden 

—  15988,63821  sin  22? 
+  16,72995  sin  4-B 

—  0,0S178iin6i) 

+  (MK)00Siin8i9H 

Dagegen  ist  fQr  den  Meridianbogen  jdM  von  B^  bis  B^ : 


Jf  = 


(3) 
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^M  -=  G   {  /iB  in  Onden 

—  3 p«  (m  —\n^  cos  2B  sin  JB 
+  -j-  9»  (n*  —  y  n*)  cos  45  sin  2z/B 


85 
—  ^*»i"  CO!  6i?  sin  ZJB 

315 


(4) 


+ -XjT^  ^n«  coi  8Biin  4i^i?H } 

^3f  =  [5,0457946.544]    {^5  InOraden 

+  [9,4590468. 167n  -  10]  cos  2B  sin  2:/J5 
+  [6,4787300  —  10]  cos  4-B  sin  2^J? 

4-    [3,5984*1  —  10]  GOB  6  £  tin  8  ^  B 

+    [0,74«~10]oot8J9sin4i/il-l }  • 

In  Bezug  auf  die  in  (3)  und  (4)  auftretenden  Koefficienten  der 
periodischen  Glieder,  welche  Koefficienten  durch  Division  von  A^  in 
A^y  A^'--  entstehen,  ist  zu  bemerken,  dafs  wegen  des  kleinen  Wertes 
von  n  fürs  Erdellipsoid  die  Konvergenz  nicht  zweifelhaft  bleibt,  da 
Aq  abgesehen  von  dem  sich  hebenden  allgemeinen  Faktor  aller  A  die 
Form  1  +  w  hat^  wo  u  eine  so  kleine  Gröfse  ist,  dafs  der  reziproke 
Wert  von  1  +  m  jedenfalls,  nach  Potenzen  von  u  geordnet,  eine 
absolut  konvergente  Reihe  giebi 

Die  Berechnimg  einer  Tafel  nach  Formel  (8)  kann  mit  7zi£Erigen  Loga- 
rithmen erfolgen,  wenn  man  aofserdem  im  Besitse  einer  lOzifPrigen  direkten 
Tafel  der  Sinus  ist,  um  f^r  das  2.  Glied  16000  sin  2B  bilden  zu  können. 
Eine  solche  Tafel  von  Grad  zu  Grad,  welche  ausreicht,  fOgte  unter  andern 
Hoüel  seiner  Tafel  5  zifiriger  Logarithmen  bei.  Die  Tabelle  der  Meridian- 
bögen schreitet  dann  zunächst  von  80'  zu  80'  vor  und  wird  durch  Inter- 
polation verfeinert  Wenn  die  Tafel  aber  nicht  in  sehr  engem  Intervall 
interpoliert  wird,  hat  sie  wenig  praktischen  Wert 

Encke  geht  bei  Berechnung  einer  Tafel  der  Meridianbögen  (a.  a.  0.) 
nicht  von  einer  dieselben  direkt  gebenden  Foimel  aus.  Er  berechnet 
vielmehr  zunächst  nur  die  Bogenlängen  fOi  1^,  welche  zu  den  Meridian- 
krflmmungsradien  gehören,  im  Intervall  von  80'.  Durch  mechanische 
Quadratur  folgt  hieraus  dann  die  Tafel  der  Meridianbögen.  Die  ^noÄrfsche 
Tafel  bezieht  eich  auf  Toisen.  Für  Meter  gab  Bör8ch  von  B  —  86^  bis  71^ 
eine  Tafel  in  den  oben  genannten  Tafeln  für  geodätische  Berechnungen. 

§  9.  Kleiner  Meridianbogen.  FQr  den  Fall,  dafs  der  Meridian- 
bogen eine  Länge  von  nicht  mehr  als  einigen  Graden  hat,  führt  man 
mit  Vorteil  den  zur  mittlem  Breite  B  gehörenden  Radius  Qm  ein. 
Es  ist  nach  S.  47  (7)  und  S.  46  (3): 

z/Jf  =  «0  (A^-B  —  A^  cos  2 J5  sin  JB  +  A^  cos  AB  sin  2JB 

—  A^co86BsinSJB  +  A^coB8Bain4JB ) 

Helmert,  nutthem.  u.  phytikal.  Theorief n  der  hoh.  Oeodftile.  4 
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—  -4e  cos  6-B .  3 z/ jB  +  Jg  cos  8 -B .  4 ^ jB ) . 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion  sofort  mit  Beachtung  der  Sinus- 
reihe S.  28: 


JM=(f^dB  +  a,A^  cos  2B  (^  -  -^  + ...) 

—  a^A^  cos  4:B  y — j  •\ , 


(1) 


wobei  die  weggelassenen  Glieder  unerheblich  bleiben^  wenn  man  ein 
bis  zwei  Zehntelmillimeter  vernachlässigen  kann.    Es  ist  nämlich  rund: 


«0^2  =  31977  «0  A  =  0 .  04 

a^A^  =        33  a^A^  =  0 .  00006 

und  man  findet  leicht^  dafs  für 

Z/B  =  0,1    d.   h.    z/BinGradMi 


(2) 


5,7 


die  ersten  weggelassenen  Teile  der  Glieder  den  Betrag  von  0;2'^'^ 
nicht  übersteigen. 

Da  oftmals  log  dM  verlangt  wird,  reduzieren  wir  nun  darauf;  die 
Rechnung  wird  &lt  JM  selbst  dadurch  nicht  komplizierter. 

Wir  setzen  ^ M  =^  Qm^ B  (1  +  u)  und  beachten  die  Reihe  für 
log  (1  -f-  u)  S.  27.    Im  vorliegenden  Falle  ist  u  im  Maximum  nahezu 

•^^^   also   Ti^isis]    ™<^   kann   daher   das   Glied   mit  u*  vemach- 

lässigeu;  denn  es  würde  die  10.  Decimale  des  Logarithmus  nicht 
beeinflussen.    Damit  wird 

log  JM—  log  [—-nr—)  +  ß^JB^  +  ß,Jß*  +  " 


ttaJBinBtk. 


^ lur  Mittelbreite  B m,  ^  (J^t  +  Bt)  gehörend, 


A 


Y  (j,COs2B-S^«ooi4Ä4-..j 


Gq  Med. 


ß*^  —  -d? ÜT  (-^  oo«  >^  — 


(3) 


Für  die  Werte  von  log/)^  und  log  ß^  wird  man  ein  Täfelchen 
anlegen;  es  genügt^  die  ersteren  auf  5,  die  letzteren  auf  2  Decimal- 
stellen  zu  berechnen.  Dabei  ist  es  vorteilhaft^  die  Ausdrücke  um- 
zuformen. Zu  dem  Zwecke  setzt  man  in  /S^  an  Stelle  von  (fm  den 
Wert  a^  (^  —  A^  cos  2B)  und  in  ß^  einfach  a^A^.  Die  Fehler  betragen 
dann  nur  ririfSrinr  bezw.  -^^  ^^^  betreffenden  Glieder.     Es  wird  nun 
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/J^  _  B!^  (^  COS  2B  -  8  ^  COS  4B  + .  •  •)  :  (l  —  ^  C082B+-.) 

Man  hat  aber  die  nachfolgenden  Ausdrücke  für  die  Quotienten 
der  Ä: 

kann  jedoch  bei  den  ersten  Gliedern  dieser  Reihen  stehen  bleiben, 
ohne  die  zehnte  Decimale  von  log  ^M  zu  beeinflussen. 

Zugleich   setzen  wir  für  den  Divisor  in  ß^,  welcher  die  Form 

1  —  u  hat,  den  Faktor  1  4~  <^  *l~  ^^  H ^^^  lassen  das  quadratische 

Glied  weg,  was  im  Maximum  tt^^xf  ^^^  Wertes  von  ß^,  d.  h.  beinahe 
eine  Einheit  der  10.  Decimale,  Fehler  giebt.  Hiermit  findet  sich  unter 
Substitution  von  cos  AB  ■»  2cos'  2B  —  1 


/J^  =  -^y^(C0s2B-7i.0O.««Ä  +  6«  +  ...) 

Setzt  man  für  n  die  Entwicklung  nach  e^,  so  ergiebt  sich 


(4) 


/J^=.-^g?i5— (C0s2B+6«*iin«Ä-7««iin*Ä+...),  (5) 

welche  Form  des  Eoefflcienten  Andrae  benutzt  {Den  Danske  Oradr 
madling,  3.  Bd.  S.  291). 

Die  Formel  (3)  giebt,  wie  aus  obiger  Entwicklung  hervorgeht^ 
die  10.  Decimalstelle  des  log  JM  erst  bei  JB  *»  0,1  nicht  mehr 
ganz  scharf.  Analytisch  genommen  vemachlassigt  sie  Glieder  9.  und 
höherer  Ordnung,  wenn  e  und  ^B  üb  Glieder  1.  Ordnung  angesehen 
werden.    Die  gleiche  Genauigkeit  hat  die  Formel 

log^B.s^-log{^)-ß,(^y 

welche  aus  Formel  (3)  folgt,  wenn  man  nach  JB  auflösi  Zunächst 
steht  rechter  Hand  als  Faktor  von  ß^  und  ß^  eine  Potenz  von  JB\ 
dies  kann  man  aber  durch  Q"jdM:  fm  ersetzen.  Da  n&mlich  in 
Formel  (3)  der  Maximalbetrag  des  Gliedes  mit  ß^  36000  ESinheiten 
der  10.  Decimale  ist,  so  ist  jdB  in  Sek.  =^  q'^M:  Qm  bis  auf  i^^^(^^ 
seines  Betrages.*) 

*)  Ist  der  Fehler  in  der  Zahl  Z  gleich  —  Z,  so  ist  er  in  log  Z  gleich -f 

wie  die  Beihenentwicklnng  zeigt. 
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Der  Fehler;  welcher  im  Gliede  mit  ß^  bei  Formel  (6)  entsteht ^  wird 
daher  77^^]^  des  Betrags.  Hiemach  ist  die  Genauigkeit  Ton  (6) 
wesentlich  dieselbe  wie  von  (3). 

Die  Berechnung  von  jdB  nach  Formel  (6)  ist  eine  indirekte, 
weil  (fm  von  ztB  abhängt,  insofern  es  zum  Argument  B  gehört.  Man 
mufs  also  mit  einem  Näherungswerte  von  Qm  die  Rechnung  beginnen 
und  mit  dem  erhaltenen  ^B  alsdann  q^  und  ^B  schärfer  bestimmen. 


Übersichtstafel  für  /3«.*) 

K 

j              A 

log?« 

für  Einhaiton  der  7.  Dec. 

0» 

45 

+  85161 : 10" 
+      715     „ 

2,93024        10 
0,85443         „ 

47 

-    5250 

W 

1,72018.  - 

10 

48 

8228 

V 

1,91528- 

?? 

49 

-  11196 

79 

2,04907, 

W 

50 

—  14153 

)7 

2,15084, 

w 

51 

17094 

V 

2,23284, 

w 

52 

20015 

W 

2,30136. 

V 

53 

-22914 

n 

2,36009, 

f) 

54 

25786 

}} 

2,41138, 

77 

55 

—  28627 

97 

2,45677. 

W 

56 

—  31435 

W 

2,49742, 

;; 

57 

—  34206 

W 

2,53410, 

w 

90 

—  85734 

» 

2,93315, 

;> 

Für  B  =  45»  und  JB  =  b^  giebt  Formel  (4)  S.  49  log^M 
=  5,7447601.171.  Dagegen  giebt  Formel  (3)  des  laufenden  § 
log  JM  —  5,7447600.939  +  .  232  +  .000  also  dasselbe.  JM 
—  555597,2879». 

Für  B  '=*(fi  und  ^B  =  5**  wird  ebenso  beziehungsweise  erhalten 
5,7425852.343  und  andrerseits  5,7425824.761  +  27.5925  —  .  0105 
d.  i.  dasselbe.    ^Jlf  —  552821,8937"'. 

Vernachlässigt  man  die  Glieder  mit  ßi  und  /)„  so  wird  der  Fehler 

im  Maximum  fOr  ^B  —  10'  in  JM  gleich  OjOOOl*" 

JB  =  1«  „  dM     „      OjOS" 
^B  —  6,V„^M      „      5-». 


W 


*)  Kann  leicht  durch  Interpolation  spezialisiert  werden. 
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§  10.  Berechnung  der  geographischen  Breite  des  Endpunktes 
eines  tou  gegebenem  Anfangspunkte  ausgehenden  Merldianbogens. 

Wir  setzen  fQr  den  vom  Äquator  ab  gerechneten  Meridianbogen  M 
die  Beziehung  fest: 

Alsdann  haben  wir  nach  S.  48  (3)  für  6  die  nachstehende  Gleichung, 
worin  B  als  Arcus  zu  verstehen  ist: 

<y=B-|-(n-|n»)sin2-B  +  -J|^ti«sin4-B-^ti»sin65  +  ....(2) 

Hierin  sind  die  Glieder  mit  ti^  u.  s.  f.  vernachlässigt;  da  sie 
höchstens  einige  Hundertel  Millimeter  geben.  Die  Differenz  6  —  B, 
welche  jetzt  als  Funktion  von  £*  erscheint,  stellen  wir  nun  als  solche 
von  6  dar.  Da  {6  —  B)  augenscheinlich  im  Verhältnis  zu  B  und 
also  auch  zu  6  eine  kleine  Gröfse  ist,  stofst  diese  Rechnung  auf 
keine  Schwierigkeit. 

Zunächst  bilden  wir  mittelst  (2): 
sin  26  =  sin  2B  cos  |3w  sin 2B ti*  sin  4jB  -j } 

—  cos  2B  sin  { 3n  sin  2  J5 —n^  sin  45  -j J 

Indem  wir  die  Reihen  für  Cosinus  und  Sinus  beachten  und  kon- 
sequent n^  u.  s.  f.  vernachlässigen,  wird  hieraus: 

8in2<y— sin2i^— 3nsin2Bcos2jB-|n«8in»2JB+^n*cos2JB8in4jB.-..(3) 

Multiplizieren  wir  dies  mit    -  \n —j  beiderseits  und  addieren 

Seite  fär  Seite  zu  (2),  so  folgt: 


^    ,    3  /  Snn    .    ft 


—  B-  -™  n«  sin  4jB  -  -3^-  n»  sin  2B  +  ^n^  sin  &B ,     (4) 

wobei  zur  Reduktion  der  in  r?  multiplizierten  Glieder  die  Relationen 

sin»  2JS  =  4-  sin  2 J9  —  I  sin  6  J9 
4  4 

cos  2B  sin  45  =  y  sin  6^  +  y  sin  2B 

benutzt  und  Glieder  mit  n^  u.  s.  f.  vernachlässigt  sind.     Aus  (2)  folgt 
weiter  mit  Vernachlässigung  von  n'  u.  s.  f. 
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sin  4<y ««  sin  AB  cos  (6n  sin  2£  H )  —  cos  4B  sin  (6n  sin  2£  -| ) 

also 

sin  4<y  ■=  sin  4B  —  6n  sin  2 JB  cos  4B  +  •  •  •  •  (5) 


21 


Multipliziert  man  dies  mit  -^  n*  beiderseits  und  addiert  es  zu  (4), 

so  folgt  ebenso  genau  als  bishör^  wenn  man  zugleich  ftlr  2  sin  2JS  cos  41^ 
den  Wert  sin  6£  —  sin  2£  einfOhrt  und  überhaupt  etwas  zusammen- 
zieht: 

<y  +  |(n  -  ^)  sin  2  (^  +  -?J-  ti«  sin  4  <y 


5  +  4n3sin25~^ 


n»  sin  6JS  + 


Nimmt  man  die  kleinen  Glieder  alle  auf  die  gleiche  Seite  mit  6  und 
setzt  in  denselben^  soweit  sie  noch  B  enthalten^  0,  so  giebt  das  nur 
Vernachlässigungen  von  Gliedern  mit  ti^  u.  s.  f.    Man  erhält  schliefslich 


B  =  tf  +  »<,"(„_-»  „«)gin2d] 

in  Sek.     lnS«k.         «V  10/ 

21 


16 


+ 

151 
96 

^"  R«  111160  + 

Ö    — 

Sek. 

8600  M 
G      •' 

(6) 


Man  kann  diese  Formol  auch  nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Koefficienten  ableiten;  die  hier  gegebene  Entwicklung  zeigt  aber  zugleich 
auch  deutlich  die  Zulässigkeit  des  Verfahrens. 

Zur  Berechnung  der  geographischen  Breite  B^  aus  Bi  und  der 
Länge  JM  des  Meridianbogens  PiP^  ist  es  am  einfachsten^  Ült  JB 
eine  besondere  Formel  herzustellen.  Wendet  man  Formel  (6)  auf  B^ 
mit  <^|  und  auf  B^  mit  6^  an  und  subtrahiert^  so  folgt,  wenn  man 

6^  —  6^  mit  Jö  und  y  (tf,  +  ^i)  mit  6  bezeichnet: 

z/B  —  ^tf  +  3p''  (n  -  4" »')  cos  26  sin  J6 


ia  Sek.       in  Sek 
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+  -r-  Q"r?  cos  4<y  sin  2J6 


8 


-|-  -jj-  ^"fi*ooe6(riin8^(r  + 


48 


^tf  —  3600 

In  Sek. 


G 


(7) 
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Zur  Berechnung  von  2<^  ist  anzuwenden,  mit  Rücksicht  darauf, 
dafs  in  (7)  Glieder  mit  n^  u.  s.  f.  vernachlässigt  sind: 

2<y,  =  2JSj  —  3p''nsin2J9i +  ^^"i.*iin4s, ] 

in  Sek.         in  Sek.  >  rg\ 

Diese  Formeln  geben  für  beliebige  Bogenlängen  z/3f  die  5.  Decimal- 
stelle  der  Sek.  im  Maximum  nur  etwa  1  Einheit  irrig. 

§  11.  Meridianbogen  mittelst  reduzierter  Breite.  Für  spätere 
Entwicklungen  ist  es  wünschenswert,  den  Meridianbogen  als  Funktion 
der   reduzierten   Breite  kennen   zu   lernen.     Nach   S.  40   ist  wegen 

dM=  )/aJsin«/5  +  6Jcos«j8  dß, 

und  führt  man  für  hl  den  gleichwertigen  Ausdruck  a^  (1  —  e*)  ein, 
so  folgt  sofort 

dM^a^yi  —  e^coB^ß  dß.  (1) 

Da  es  sich  mit  Rücksicht  auf  S.  47  nun  alsbald  zeigen  wird, 
dafs  es  vorteilhaft  ist,  auch  hier  statt  a'  n  einzuführen,  setzen  wir 
hierin  c*  —  4n :  (1  +  ^)*  ^^^  erhalten 

dM^^r^  1/1  +  ti«  -  2ti  cos  2ß  dß.  (2) 

1  -|-n 

Setzt  man  cos  2/J  «=  ^  (ß^*^  +  ^"^^^f  ^o  zerfallt  die  Wurzelgröfse 
in  die  beiden  Faktoren 

1  2. 

(1  —  tifi»*/»)»'  und  (1  —  nr-^^ß)^ 

und  es  ergiebt  die  wegen  n  <  1  konvergente  Entwicklung  nach  dem 
binomischen  Satz: 

(1— n«±«'0^  =  l  — ^«±«'/*  — ^«±*'/»~-^«±«»/»--^6±»'/* 

Die  Multiplikation  der  Reihe  mit  den  oberen  Zeichen  und  der 
Reihe  mit  den  unteren  Zeichen  führt  zu: 

rfjf— OoCA  — y^cos2/S- J^^cos4i8-^^cos6/J— ^il«cos8/J-  -O^iAG 

wo  J^  bis  A^  dieselben  Oröfsen  wie  S.  47  sind.  Dies  zeigt  ßich 
ohne  Mühe  wenigstens  insoweit,  als  die  ersten  4  Potenzen  von  n  in 
betracht  kommen.  Will  man  sich  überzeugen,  ob  man  ganz  i^gemein 
die  Ä  vor  sich  hat,  so  kann  das  dadorcb  geschehen,  dafs  man  die 
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sogenannten  allgemeinen  Glieder  vergleicht.  Es  hat  indes  hier  gar 
keinen  Wert^  dies  auszuführen;  Verfasser  hat  sich  aber  für  A^,  A^  und  A^^ 
von  der  strengen  Gleichheit  mit  den  frühem  Werten  überzeugt^  wonach 
auf  dasselbe  Verhalten  für  die  übrigen  A  zu  schliefsen  war. 

Wir  erhalten  weiter  für  den  Bogen  JM  von  ß^  bis  ß^i 


JM=^(i^ . 


A^zfß  —  ^A^coB2ßBmJß  —  ~--A^co8Aß8m2Jß] 


—  -^  ^  oot  6/9  sin  iJß  —  — -.  ^l,  ooi  Bfi  lin  iJß  — 


^ß  =  ß,-ß,       /s  =  -J-(A  +  A). 


(4) 


Diese  Reihe  konvergiert  rascher^  als  diejenige  mit  der  geo- 
graphischen Breite  B  und  das  Glied  mit  A^  ist  ganz  überflüssig; 
dasjenige  mit  A^  giebt  auch  nur  1"*^.  Trotzdem  also  die  Einführung 
von  ß  die  Konvergenz  erhöht;  ist  doch  die  Anwendung  der  be- 
treffenden Reihe  im  allgemeinen  kein  Vorteil,  falls  erst  die  Breiten 
der  Endpunkte  reduziert  werden  müssen  und  nicht  direkt  ge- 
geben sind. 

§  12.  Querkrümmungshalbmesser.  Für  zwei  Punkte,  welche 
demselben  Parallelkreis  angehören,  schneiden  sich  die  Normalen  in 
einem  Punkte  K'  der  .Rotationsaxe.  Legen  wir  nun  durch  beide 
Normalen  eine  Ebene  und  lassen  die  Punkte  einander  näher  rücken 
und  schlief slich  in  einem  Punkte  P  zusammenfallen,  so  ergiebt  sich 
eine  den  Parallelkreis  tangierende  Vertikalebene,  welche  demnach  im 
Tangentialpunkt  gegen  die  Meridianebene  rechtwinklig  d.  h.  im  Azimut 
90^  liegt.  Der  Krümmungsradius  des  unendlich  kleinen  an  P  gren- 
zenden Bogenelements  der  Oberfläche  in  dieser  Richtung  ist  aber  die 
Länge  der  Normale  PK',  weil  sich  in  K'  die  Normalen  zweier  zu- 
sammenfallender Punkte  des  Bogenelements  schneiden,  wie  die  vorher 
gegebene  Darstellung  erkennen  läfsi    Wir  setzen 

PK'  -  (f,  (1) 

und  haben  mit  Rücksicht  auf  Figur  1  (S.  40)  folgende  Relationen 
für  den  Querkrümmungshalbmesser  (Krümmungsradius  im  Perpen- 
dikel).   Es  ist 

(>»  =»  ü?  sec  B  =  -^  (2) 

<^»  ~  (1  -  O  * 
Die  letzte  dieser  Formeln  zeigt,  dafs  jederzeit  Qn  >  ifm  ist  d.  h. 
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in  jedem  Punkt  der  Oberfläche  ist  im  Meridian  die  KrQmmung  starker 
als  im  PerpendikeL 

Zur  Berechnung  eines  einzehien  Qn  kann  anstatt  (2)  auch  die  Formel 

<,,=ao(l  +  |6«sin«B  +  |e*8in*J9  +  ^ß'8in«JS  +  ...)     (3) 

dienen;  in  der  Regel  aber  wird  log  Qn  nach  der  oben  gegebenen 
Formel  unter  Anwendung  einer  Tafel  fOr  W  numerisch  ausgewertet. 
Eine  Tafel  fßr  log  Qn  auf  7  Decimalen  giebt  ÄlbredU  S.   199,   f&r 

log  -TT  auf  8  Decimalen  Barsch  a.  a.  0. 

§  13.    Erümmiingsradins  in  einem  beliebigen  Azimut.    Um 

den  Krümmungsradius  Qa  des  an  P  angrenzenden  Bogenelements  der 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  mit  einer  im  Punkte  P  unter  dem 
Azimut  a  zur.  Meridianebene  geneigten  Yertikalebene  zu  ermitteln^ 
benutzt  man  den  ^'u^schen  Satz 

1  cos'«     ,     sin'a 


Dieser  Satz  gilt  mit  angemessener  Abänderung  der  Bedeutung  von 
Pm  und  Qn  für  jede  krumme  Fläche ;  wir  beschränken  uns  indessen 
darauf,  ihn  hier  für  das  Rotationsellipsoid  allein  zu  beweisen. 

Irgend  einen  Punkt  P  des  Rotationsellipsoids;  für  welchen  vor- 
stehender Satz  bewiesen  werden  soll;  nehmen  wir  als  Anfang  recht- 
winkliger Koordinaten  i,  ij,  t.  In  der  allgemeinen  Gleichung  vom 
2.  GradC;  welche  auch  fürs  Rotationsellipsoid  als  Repräsentant  dienen 
kanU;  verschwindet  dann  das  von  den  Koordinaten  freie  Glied ,  weil 
für  i,  fi  und  t  gleich  null  die  Gleichung  richtig  bleiben  mufs;  sie 
lautet  daher: 

worin  Ä,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H,  I  gegebene  Koefflcienten  vorstellen^ 
die  von  der  Lage  des  Punktes  und  den  Axendimensionen  abhängen. 
Nehmen  wir  nun  die  |i}- Ebene  tangential  zur  Oberfläche,  also  die 
Vertikale  des  Punktes  als  C-AzC;  so  verschwinden  Ä  und  JB,  weil  die 
beiden  Differentialquotienten  df;:di  und  d^idfj  jetzt  fEbr  |,  i}  und  C 
gleich  null  auch  gleich  null  werden. 

Legen  wir  auTserdem  die  |-Axe  in  die  Meridianebene,  so  wird 
diese  letztere  I^Ebene  und  da  sie  auch  Symmetrieebene  ist,  müssen 
G  und  I  verschwinden,  damit  die  Gleichung  nach  tj  rein  quadratisch 
wird.     Somit  findet  sich  nunmehr  als  Gleichung  der  Oberfläche 

0  —  2CC  +  Di*  +  Eti*  +  F^  +  2Hit. 
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V 


In  der  ^i^-Ebene  führen  wir  jetzt  Polarkoordinaten  ^  und  a  nach 
den  Relationen 

I  «:  ^  cos  a    1}  -B  ^  sin  a 

ein.     Die  Gleichung  geht  damit  nach  einfacher  Reduktion  über  in 


»^^  —  t 


20+  2fl»C08g  +  Ft 
D  cos'  a  -{•  E  sin'  a 


und  dies  ist  zugleich   die  Gleichung  der  Schnittkurve  der  Oberflache 

mit  der  Yertikalebene  im  Azimut  a. 
Ein  Kreisbogen  Tom  Radius  Qa,  der 
die  Schnittkurve  in  P  tangiert  (Fig.  2), 
hat  die  Gleichung 

wählt  man  also  Qa  nach  der  Formel 

—  C 


D  cos"  a  -\-  E  sin*  a    ' 


(2) 


SO  stimmen  die  Gleichungen  beider 
Kuryen  bis  auf  Glieder  der  Ordnung 
d-  S  und  S*  zusammen,  die  f&r  unendlich 
kleine  ^  gegen  die  in  (  allein  mul- 
tiplizierten Glieder  zu  yemachl&ssigen 
sind.  Der  Kreisbogen  fallt  sonach 
bei  dieser  Wahl  von  Qa  am  Punkte 
P  näher  an  die  Schnittkurve  als  bei  irgend  einer  andern  Annahme 
f&r  pa.  Dieser  Wert  heifst  daher  Krümmungsradius  der  Oberfläche 
im  Azimut  o. 

Für  a  OS  0^  und  90^  ist  bezw.  Qa  *=  Qm  und  Qn,  also 


Flg.  8. 


9fn 


0        .  C 

—  ^  und  p«  =  —  ^ 


D 


E 


(3) 


Eliminiert  man  mittelst  dieser  Relationen  die  Koefficienten  C,  D  und 
E  aus  (2);  so  folgt  Formel  (1). 

Diese  zeigt,  dafs  wegen  p»  >  Qm,  Qn  unter  allen  Qa  ein  Maximum, 
Qn  ein  Minimum  ist  Qm  und  p»  heifsen  daher  HoMpfkrümmungs- 
radien. 

§  14.  Bereehnimg  von  Qa.  Aus  (1)  des  vorigen  §  folgt  unter 
Einsetzung  der  Werte  f&r  Qm  und  q^  von  S.  44  und  56: 


9« 


—  (-j-iTit  eos*  a  +  Bin*«)  «=  —  (1  +  *  cos*  B  cos*  «)  •    (1) 


§  16.   Das  Krümmungsniftls.  §  16.  Radiusvektor  n.  geosentr.  (verb.)  Breite.    59 


Führt  man  tan  h  >-"}/d~C08  B  cos  a  ein,  so  ergiebt  sich  die  bequeme 
Formel : 

log  (fa  «=  log  öo  —  log  TF  +  2  log  cos  A 

tan  Ä  =  yy  cos  B  cos  a. 


(2) 


Um  eine  Reihenentwicklung  zu  erhalten^  ersetzen  wir  den  Logarithmus 
▼on  (1  +  ^  ^^^^  ^  ^^^*  ^)  <lui'ch  die  bekannte  Reihe  S.  27.  Schreibt 
man  in  Verfolg  dessen  einfach 

log  Qa  =»  log  Uq  —  log  W —  M8  cos*  B  cos* «  +    •  • ,  (3) 

so  ist  der  Fehler  nicht  gröfser  als  1  Einheit  der  5.  Decimalstelle. 
Für  yal.  abs.  jB  >  45  ist  aber  die  6.  Stelle  meist  noch  richtig. 

Eine  sehr  ausfElhrliche  Tafel  fdr  log  q^  auf  6  Stellen  mit  B  und  a  all 

Argument,  aber  Toisenmafs,  ist  in  Bremikera  Studien  .  .  .  enthalten. 
AJbreeht  giebt  S.  201  eine  ebensolche  fOr  Metermab,  aber  in  zu  weitem 
Intervall,  um  bequem  interpolieren  zu  können.  Eine  Tafel  für  Sziffrige 
Werte,  die  indes  einige  Rechnung  erfordert,  und  auf  die  Entwicklung  Ton 


i(i+i)l*+^^-'") 


gegründet  ist,  fflgte  Bremiker  seinen  Tafeln  Sziffnger  Logarithmen  bei. 

§  15.  Das  Krammungsmafs.  Nach  Gaufs  bezeichnet  man 
den  reziproken  Wert  des  Produktes  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien mit  dem  Namen  Erümmungsmafs.  Wir  setzen  fQr  die  geo- 
graphische Breite  B 

-K,  (1) 


«? 


9m9n 

das  Krünmu/mgsnutfs  unter  der  Breite  B  ist  also 

K'.al-  (2) 

Die  Substitution  der  Werte  fClr  p^  und  p»  giebt 

2f-=-r^--^.^-  (3) 


Eine  Tafel  fOr  log  y^m  Qn  auf  5  Decimalen  und  für  K  auf  7  Decimalen 
giebt  AJbreckt  S.  199  und  213;  fQr  K  auf  8  Stellen  und  in  engem 
Intervall:  Sachbeck  im  3.  Heft  der  Bechnimgsmelhoden  des  Zentral- 
bureaus  (als  Manuskript  gedruckt.) 

§  16.   Badiusyektor  und  geozentrische  (yerbesserte)  Breite. 

Wir  bezeichnen  den  .yom  Mittelpunkt  des  EUipsoids  nach  einem  Punkt 
der  Oberfläche  gezogenen  Radiusvektor  MP  mit  r,  seinen  Neigungs- 


■  
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winkel'  zur  Äqaatorebene,  d.  i.  die  geozentrische  Breite^  mit  9.    Dann 

ist,  Fig.  1  S.  40: 

a?  aas  r  cos  tp     jEf  —  r  sin  9,  (1) 

und  je  nachdem  man  ans  diesen  zwei  Gleichungen  r  oder  q>  eliminiert, 
erhält  man,  unter  Substitution  der  Ausdrücke  von  x  und  z,  (p  oder  r 
als  Funktionen  von  B: 


tan  9)  —  (1  —  6*)  tan  B  ■=»  >  ,       ^^  ^  5 


(2) 


*"~^oK         1— e«Bin"J8  ^oK  1+m     L/         l+mcoBai 

Eliminiert  man  aus  beiden  Formeln  B  mit  Benutzung  der  Relation 
sin*  B  =  tan*  B  :  (1  +  tan*  jB),  so  wird  erhalten: 

Vergleicht  man  8.  41,  so  ist  leicht  zu  ersehen,  dafs  fp  von  B 
und  m  gerade  so  abhängt,  als  ß  von  B  und  n.  Daher  ist  unter 
andern  fBr  arc  {B  —  9>)  in  konvergenter  Entwicklung: 

JB  _  9,  =  p"  jm  sin  2B  -  ^  sin  45  +  -^.ine/? 1  .      (4) 

in  Sek.  ^  ^  ' 

Aus  den  Formeln  (2)  und  (3)  erhält  man  folgende  Entwick- 
lungen für  r: 

log  r  =  {logao]/^-±^  -  ^^'  +•••)  =  6,8039181.997 

4-  ^  (m  -  -^  H )  cos  25        +  [3.8615853]  cos  2B 

-  ^^^  cos  4  JB  H +  [1.26148«]  cos  AB 

-j _- —  001  6B  +  '  *  *  4-  [0.677  —  t]  ooi  6Ä  -I-  •  •  •  . 

Die   Zahlwerte  der  Eoefficienten  sind   in  Einheiten   der  7.  Decimal- 
stelle  angesetzt. 

r  =  tto  (1  —  I  d 8in*9  +  j  d^sin^tp  —  ^q  d'sin*g>  +  j^  d*sm^(p-"J   (6) 


(5) 


a^yi  —  m 


k 


r/,     ,    1.8     2   /m\»  ,    1.8.6.7     4.8 /«\«  \1 

l^  +  O  •  T  VT;  +1.2.8.4*  172  Vt;  +  •  7 
+  (^H )  cos  49 


(7) 
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Tafeln  fOr  r  und  JB  -  9  giebfr  Älbrecht  S.  195. 

Setzt  man  allgemein  die  Polargleichung  des  Meridians  fflr  einen  be- 
liebigen Rotationskörper  in  der  Form  an: 

r  «  a^  (1  —  «1  sin*  9  -4~  <^t  «in*  9  —  «,  sin*  9  +  «4  sin^  9  •  •  •)  1 
so  bestehen  im  Falle  der  Ellipse  die  Beziehungen 

Za^'s^SaiO^;    Sa^  «^  ba^a^;    4««  «>  Tai«,;    u.  s.  w.  . 

§  17.    Komplanation  der  Oberfläche.    Ein  unendlich  schmaler 

Streifen  dZ  zwischen  zwei  Parallelkreisen  im  Abstände  dM,  auf  dem 
Meridian  gemessen,  hat  als  Inhalt  das  Produkt  von  dM  in  die  (als 

gleich  zu  betrachtende)  Länge  der  Parallelbögen  zwischen  zwei  be- 
grenzenden Meridianbögen,  deren  geographischer  Längenunterschied  L 
heifsen  mag.  Der  Radius  des  Parallelkreises  unter  der  geographischen 
Breite  B  ist  aber  nach  Fig.  1  (S.  40)  gleich 

a;  «=  a^  cos  /S  =  a^  cos  B  :  W. 

Wir  erhalten  somit  fQr  den  erwähnten  Streifen  als  Lihalt: 

dZ  =  UqL  cos  ßdM  ^a^L  cos  BdM :  W.  (1) 

Hierin  hat  man  nach  S.  44  u.  55  als  Wert  von  dM  zu  setzen: 

dM*^  a^icdp  =  ^ y^ > 

womit  sich  findet: 

dZ^alL  yi^r^-^^  cos  ßdß  =^liL=^0£^o~BdB .    (2) 

Für   die  Zone   vom  Äquator   bis   zur   geographischen  Breite  B 
folgt  hieraus: 


BinB 


/ 


Die  Integration  nach  sin  B  läfst  sich  geschlossen  bewirken,  doch 
ist  für  die  numerische  Ausrechnung  die  Benutzung  einer  Beihenent- 
wicklung  bequemer.    Da 

(l-c*sin«jB)-«  =  l  +  2ß*sin«B  +  3e*8in*-B+4c*sin«B  +  ..., 
so  wird: 

Z=aJ(l-e*)ZsinB(l+-?|^sin«B+^8in*JB+ijlsin«-B+...).  (3) 

Zur  scharfen  Berechnung  einer  Zone  zwischen  zwei  Parallel- 
kreisen Bi  und  B2  ist  es  nun  bequem,  zunächst  die  Sinuspotenzen 
mittelst  der  (durch  Einführung  des  Imaginären  leicht  abzuleitenden) 
Formeln 


\ 
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sin*  J5  =  —  sin  jB  —  -r-  sin  3B 

4  4 

ain'B  —  |^  sin  5-  |i  sin  35+  J.  sin  5B-^  ainlB 

o4  o4  o4  o4 


(4) 


wegzuschaffen.    Man  erhält  alsdann  nachstehenden  Ausdmck  fOr  Z: 
Z=  2/  (Z,  sin  5  -  Z,  sin  SB  +  Zj  sin  bB  -  Z^  sin  7B  +  •••)  (5) 

^1  =  «2  (l  -  Y  -  T  -  n  -  •  •  •)  -  [13,6078327.476]  ^  ] 
^»  --  «J  (t  +  S  +  "°"  +  ■  •  •)     "■  [10,6659083] 


(6) 


^5  =  «j(^  +  S+-)  -[7,83407]  ^ 

^T-oj(ä  +  --)  -[5,04]  * 

Für  eine  Zone  JZ  mit  der  Mittelbreite  JB  «=-  y  (B^  -f"  -Si)  ^^^   der 

Amplitude  ^B  *^  B^  —  B^  in  geographischer  Breite  zwischen  zwei 
Meridianebenen  im  geographischen  Längennnterschied  L  ist  hiemach 
der  Inhalt: 

Z^  cos  £sin  —  JB  —  Zj  cos  3jB  sin  ~  ^B 

5  7  K7) 

+  Z5Cos5BsinYz/B— Z7C0s7JBsinY^B+..-. 


^Z— 2L 


Hierbei  ist  zu  setzen: 

log  L  —  log  (X  in  Qx.)  -  1,7581226.324.  (8) 

Vorstehende  Formel  giebt  ^Z  gerade  noch  in  allen  Fällen  so 
genau,  als  zehnziffirige  Logarithmen  dies  gestatten,  wie  (6)  unmittel- 
bar zeigt  und  wie  auch  aus  (3)  mit  Bücksicht  auf  den  Fakcor  (1  -^  e*) 
erhellt.    Es  erschien  daher  nicht  nötig,  f?  zu  berücksichtigen. 

Setzt  man  in  Formel  (3)  B  "->  90^  und  £  »=  y  und  multipliziert 

mit  8,  so  folgt: 

Oberfläche -4a««  (l-^- 4-  -g- -...),  (9) 

wobei  das  Fortschreiten  der  Glieder  in  die  Augen  springt  Mit  Bessds 
Dimensionen  erhält  man  hieraus  übereinstimmend  mit  einer  Rechnung 
nach  Formel  (7): 

509950714,1  Qu.-Kilometer. 


§  18.    Mitderer  Krfimmangaradins  in  einem  Punkte.  63 

Die  Integration  von  dZ  mittelst  ß  giebt  nach  bekannten  Formeln  der 
Integralrechnung  ohne  Reihenentwicklung  als  Oberfläche 

2«'«  (l  +  4^'  log  nat  (|ij)) ,  (10) 

wonach  die  Rechnung  die  angegebene  Inhaltszahl  auf  alle  10  Ziffern 
bestätigt.  Benutzt  man  auch  hier  vor  der  Integration  eine  Reihen- 
entwicklung nach  Potenzen  von  sin  ß,  so  folgt  die  stark  konvergente 
Reihe: 

4«o6o>r  (l  +  I  *  -  i^  6'  +  ilä  9'  -■•  •  •)  •  (11) 

Eine   Tafel   für  Z  giebt   Jordan,   Handbuch   der  Vermessungs- 
kunde Band  2,  S.  54. 

§  18.   Mittlerer  Krümmungsradius  iu  einem  Punkte.    Nach 

S.  57  Formel  (1)  ist 

^"         Q^  COB*  «  -f-  9,„  flin"  a 

Hieraus  erhält  man  einen  durchschnittlichen  Wert,  wenn  man  sich 
die  Yertikalschnitte  um  den  Punkt  herum  unendlich  dicht,  aber  gleich- 
förmig verteilt  denkt  Setzt  man  demgemäfs  die  Anzahl  der  p«  ftbr 
die  Azimutaldifferenz  da  proportional  da,  so  ist  der  Durchschnitt 
gleich 


d.  i. 


f 'Jü^ fda 

J  ^,  008« «  +  p^  gin»  «  V 


n 
^  r  da 

-  QmQnJ  - 

0 


Q    008* «  H-  9-,  8in*  a 


vf 


«0 

2  ,y /      dt 


/dt 


d.  i. 


y^  oder  -^  •  (1) 


VK 


Der  mittlere  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der  Oberflädte  ist  daker 
der  reziproJce  Wert  der  QuadreOwurzd  des  Krümtnungsmafses  in  diesem 
PunlUe. 


^ 
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Dieser  Sats  gilt  fttr  jede  Fl&che.    Ebenso  der  andere  leicht  abzuleitende, 
dals  der  Dnrobschnitt  aller  —  in  einem  Punkte  gleich  ist: 

9a 


2    (^m"^   Qn)' 


§  19.  Terscliiedeiie  mittlere  Krflmmuiigsradlen.  Einen  Dorch- 
schnittswert  des  mittleren  Erümmongsradius  in  einem  Punkt  in  Bezug 
auf  alle  Werte  von  B  innerhalb  des  Meridianquadranten  erhält  man 
durch  den  ähnlich  wie  im  vorigen  §  zu  bildenden  Ausdruck 


d.  i. 


s 


^dB:   CdB 


J    1  —  «»8in«B    V 

0  0 


Die  Substitution  u  -=  cot  JB  :  Yl  —  e^  im  Zählerintegral  fOhrt  zu 
dem  nachstehenden  Wert  des  müderen  Krümmungsradim  für  aüe 
Punkte  eines  Meridians: 


2a, 
n 


d.  i. 


;    J  1  +  u« 
u 

«0-  (1) 

Selbstverständlich  erhält  man  einen  andern  Wert,  wenn  man  die 
gleichmafsige  Verteilung  nach  der  reduzierten  Breite  ß  oder  nach  der 
Meridianbogenlänge  nimmt.  Hier  darauf  einzugehen,  scheint  nicht 
angemessen,  weil  es  sich  dabei  um  mathematische  Aufgaben  ohne 
erheblich  praktischen  Wert  handelt 

Zieht  man  nicht  den  einzelnen  Meridian,  sondern  die  Oberfläche 

in  betracht,  so  hat  man  die  Werte  a^ :  yK  gleichmäfsig  über  die 
Oberfläche  verteilt  anzunehmen,  um  im  eigentlichen  Sinn  des  Wortes 
den  mittlem  Krümmungsradius  der  Oberfläche  zu  erhalten.  Derselbe 
ist  also,  wobei  wir  uns  bei  der  Integration  auf  den  Oktanten  be- 
schränken können,  gleich: 


dZ. 

U  6 


§  20.    Mittlerer  Radiusvektor.  65 

Hierin  ist  die  differentiale  Zone  dZ  für  die  geographische  Längen- 
differenz  i  =  —  zu  nehmen.  Die  weitere  Rechnung  wird  am  be- 
quemsten mit  der  reduzierten  Breite  als  der  Variablen,  S.  40  (2). 

Führt  man  K  nach  S.  59  (3)  und  das  Nennerintegral  nach  S.  63 
(11)  ein,  so  findet  sich: 

1 
ao  Vi  —  «*  /  l/l  +  d9m^  pd  (Bin  ß) 


0 


^6  40        ^112 

Entwickelt  man  im  Zähler  nach  Potenzen  von  sin  ß  und  integriert, 

so  wird  das  Integral  gleich  1  +  y  *  +  tä  ** 112"  ^^  +  *    '   ^^^ 

man  erhält  schliefslich  als  Wert  des  mittlem  Krümmungsradius  der 
Oberfläche: 

oder  }  (2) 

«0(1-    6-«*+   86Ö- '^+16120''  +•••)• 

Die  hierzu  notige  Division  des  Nenners  in  den  Zähler  ist  erlaubt, 
da  jener  die  Form  (1  -}-  m)  hat,  worin  die  Reihe  u  auch  bei  positiv 
gesetzten  Gliedern  sicher  <  1  ist^  so  lange  es  sich  nur  ums  Erdellip- 
Boid  handelt 

Wertet  man  die  Integrale  in  geschloeaener  Form  aas,  so  ergiebt  sich 
fttr  den  mittlem  Krümmungsradius  der  Oberflftche  der  Ansdrack: 

^^j— ^  +  —  log  nat  ^— ^ 

Wendet  man  hierauf  Reihenentwicklung  an,  so  läXet  «ich  erkennen,  dafs 
die  zweite  der  Beihen  (2)  gilt  fflr  e  <  1.    [Vergl.  dazu  g  18  (10)  und  (9)]. 

Ein  darch  Einfachheit  des  mathematischen  Ausdrucks  ausgezeichneter 
Durchschnitt,  der  den  vorigen  Wert  näherungsweise  ersetzen  kann,  wird 

erhalten,  wenn  man  Oq  :  YK  nicht  mit  dZ,  sondern  mit  xdB  multipliziert, 
also  die  Verteilung  gleichmilfsig  nach  der  geographischen  Breite  und  auf 
dem  Parallelkreise  annimmt.    Es  folgt  hier 


arc  sin  e 
d.  i.  auch  )  (o) 

«"l'-T^  --360-^--    16120^    -••)• 

§  20.    Mittlerer  Badiusrektor.    Auch  in  Bezug  auf  den  Radius- 
vektor r  lassen   sich    verschiedene  Durchschnittswerte  je   nach   den 

Ißelmert,  mathem.  u.  pbytikaL  Theorien  d«r  höh.  Oeodftaie.  5 
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YoraussetzuDgen  ableiten.  Es  mögen  hier  nur  die  wichtigsten  er- 
wähnt werden. 

Nimmt  man  innerhalb  der  Meridianebene  die  r  in  gleichmäfsiger 
Verteilung  in  Bezug  auf  die  geozentrische  Breite  9,  so  wird  der 
Durchschnitt  gleich 

0  0  u 

Dieser  Ausdruck  führt  durch  einfache  Transformationen  auf  ein  voll- 
ständiges elliptisches  Integral  1.  Gattung.  Hier  benutzen  wir  indes 
die  Reihenentwicklung  (7)  S.  60  für  r  nach  Cosinus  der  Vielfachen 
von  29  und  erhalten^  insofern  alle  Integrale  mit  den  Cosinus  null 
ergeben,  als  mittlem  Badiusvektor  des  Meridians 

oder  auch  \  (2) 

«0(1- ;  ^-^-64^- ■£-«"— •)• 

Der  mittlere  Radiusvektor  der  Meridianellipse  weicht  hiemach  von 
dem  entsprechenden  mittlem  Krümmungsradius  a^  um  Gröfsen  von 
der  Ordnung  der  Abplattung  ab. 

Nimmt  man  die  Radienvektoren  r  gleichmäfsig  dicht  nach  allen 
Richtungen  des  Raumes  um  das  Zentrum  verteilt  an,  so  erhält  man 
ihren  Durchschnittswert  aus  der  Formel 

Jrdci  ifdcDf 

worin  o  das  Oberflächenelement  einer  zum  Ellipsoid  konzentrischen 
Kugel  vom  Radius  1  ist  und  die  Integrationen  sich  über  die  Ober- 
iäche  derselben  erstrecken.  Da  r  für  konstante  geozentrische  Breite 
p  denselben  Wert  behält^  kann  man  unter  dm  sogleich  die  Zone  ver- 
itehen,  welche  auf  der  Kugel  zwischen  den  Parallelkreisen  9  und 
p  -f-  dq)  liegt,  d.  h.  man  kann 

äo  =  2n  cos  q>dq> 

etzen.    Damit  wird  der  mittlere  liadiusvektor  der  Oberfläche  bei  gleich- 
näfsigc}'  Verteilung  ums  Zentrum  herum: 


„      r      d  (sin  9) 

Vi 


y\  -{-  d  sin*  9  o^ 

0 


n 
2 


=  iJognat|7j+-«-.  (3) 


ff  co%fpdtp 
0 
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Entwickelt  man  dagegen  vor  der  Integration  in  eine  Reihe,  so  folgt 
derselbe  gleich 

oder  (4) 

a  fi- 1^-11- e*--^6ß )\ 

^^V  6  ^  120  ^  1680  ^  /     j 

Der  im  eigentlichen  Sinne  des  Worts  mittlere  Radiusvektor  der 
Oberfläche  ergiebt  sich,  wenn  man  die  r  gleichmäfsig  Qber  diese 
selbst  verteilt  annimmt  und  also  den  Ausdruck 

n  n_ 

V  8 

JrdZiJdZ 

0  0 

bildet     S.  61    (2)   giebt,   indem   man   sich   auf  den   Oktanten    be- 
schranken darf: 


dZ=^yi—e'coB^ßcoBßdß. 


2 


Das  Nennerintegral  ist  die  bereits  berechnete  Oktantenoberfläche. 
Im  Zählerintegral  setzen  wir 


r  —  Val  cos«  ß+bl  sin«  ß  =  »o  1^1  —  «*  «^^ß- 

Dasselbe  läfst  sich  in  geschlossener  Fonv  durch  vollständige 
elliptische  Integrale  ausdrücken.*)  Indessen  ist  im  vorliegenden  Falle 
der  Endausdruck  in  Reihengestalt  weit  einfachen  Wir  setzen  also 
im  Zähler 


4^  /V(r- c«cos«  /J)  (1  —  e«  sin«  ß)  cos  ßdß 

0 

1      

u 

Nehmen  wir  hinzu  den  Nenner  nach  S.  63  (11)  so  wird  als  mitüerer 
Badiusvektor  der  Oberfläche  erhalten: 

1  +  iV  (r^») ,., 

«0 \ i ^i (5) 

^6  40        ~    112 


*)  Vergl.  Brchiich^    Berichte  Aber  die  Yerhandl.  der  Gef.  der  WiBsenach. 
za  Leipzig.   1858.   S.  169. 
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oder 

§  21.  Erdkugel.  Will  man  das  Erdellipsoid  durch  eine  Kugel 
Yon  möglichst  gleichen  Eigenschaften  ersetzen^  so  kommt  der  um- 
stand zu  statten;  dafs  die  verschiedenen  Werte  der  mittleren  Radien- 
Vektoren  der  Oberfläche  unter  sich  und  mit  den  Werten  des  mittleren 
Krümmungsradius  der  Oberfläche  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung 
des  Quadrats  der  Abplattung  übereinstimmen.  Für  Sessels  Dimensionen 
der  Erde  ist  der  Wert 

[3,80416J  =  6370,3  Kilometer  (1) 

bis  auf  weniger  als  30^^  sowohl   irgend  ein  mittlerer  Radiusvektor 
der  Oberfläche,  als  ihr  mittlerer  Krümmungsradius. 

Dieser  Wert  entspricht  auch  sehr  nahe  dem  Radius  einer  Kugel 
gleicher  ObepfläcJie  (vergl.  S.  62  (9)): 


V 


Oberfl&che 


An 

d.  i. 


femer  dem  Radius  einer  Ktyd  gleichen  Inhalts: 
d.  i. 

sowie  dem  arithmetischen  Mittel  der  drei  Halbaxen  des  EUipsoids: 

«0  +  «0.+  ^ 
3 

d.  i. 

Wollte  man  einen  gesMosaenen  Ausdruck  haben,  so  würde  sich  (S.  05 
Anm.)  der  nachstehende  am  besten  eignen: 

arc  sin  e 
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2.  Kapitel. 
Dreiecke  ind  Dreleckanetae  auf  der  Kagel. 

§   1.     Horizontale  Entfemung,   kOnest«  und  geodStlsche 

Linie.  Wir  Beizen  in  diesem  and  dem  nächstfolgenden  Kapitel 
voraus,  dafs  alle  NiveanäSchen  bonzentriBche  Engelfläclien  sind,  mit- 
hin alle  Lotlinien  gerade  Linien  durch  das  gemeinsame  Zentrum 
jener.*)  Je  zwei  Lotlinien  haben  dann  eine  gemeinsame  Vertikal- 
ebene,  welche  die  plijsische  Erdoberfläche  in  einem  mehr  oder  weniger 
welligen  Profil,  jede  Niveaufläche  aber  in  einem  gr5raten  Kreis  schneidet. 
Schon  S.  6  ist  für  den  vorliegenden  Fall  der  gröfste  Kreisbogen 
twiachen  den  vertikalen  Projektionen  zweier  Punkte  anf  irgend  eine 
Niveaufläcbe  als  horieotUaU  Entfernung  bezeichnet  worden;  es  wurde 
auch  die  Abhängigkeit  dieser  Entfernung  von  der  Höhenlage  der 
Niveaofläche  erwähnt    Den  Radius  der  letzteren  setzen  wir  •«  1. 

Die  horizontale  Entfemung  zweier  Punkte  giebt  auf  der  be- 
treffenden Niveaufläche  zugleich  die  kargeste  En^emtmg  der  Projek- 
tionen beider  Punkte  an. 

Um  dies  nacbzuweiseo,  teilen  wir  den  gröfsten  Kreisbogen  P^P. 
(Fig.  3)  zwischen  den  mit  P,  und  P.  bezeich- 
neten Projektionen  in  unendlich  kleine  Strecken 
P^P^,  P^P„  Pt^tf  a-  B-f-  «»"d  beflchreiben  mitPoPj, 
PgP„  PoPj,  u.  8.  f.  als  Radien  umP,  herum  Kreise. 
Diese  Eüreiae  sind  kleine  Eugelkreise,  die  paar- 
weise Qberall  ringsum  denselben  Abstand  haben. 
Die  kfirzeste  Verbindung  von  Pt  und  P.  auf  der 
Engeloberfläche  ist  nun  darum  der  grSfste  Kreis-  ^ 

bogen  selbst  und  nicht  irgend  eine  andere  Linie  *^-  *■ 

P^PiPtPt . .  ■  Pn,  veil  nur  er  flberall  dem  kleinsten  Abstand  der 
Ueinen  Kugelkreise  folgt.    D^egen  ist  im  allgemeinen 

P^Pi  ^  P^P^;  KPi  ^  P^Pt,  P'tP't  >  P,P,i  11.  8.  f. 

Es  ist  also 

P,P[PtFt  .  .  .  P,  >  PoPiP.P,  ...Pn. 

Eine  Anenalune  faitt  nur  ein  ffir  P^P^'^tt.    FOr  dieaeD  Fall   ist  die 
kttneite  Entfemung  gleich  dem  ümAmg  der  Kogel  weniger  P,  P,.    Dagegen 

*)  Späteren  Dnterauchungen  bleibt  es  vorbehalten  m  entecbaiden,  in  wieweit 
di«  Entwicklungen  de«  8.  nnd  S.  Kapitell  fllr  die  tbatdohlichen  TerbUtniise 
biwiohbar  liod. 
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ist  P^P„  auch  niclit  einmal  ein  relatives  Minimum  mehr,  da  jede  un- 
endlich benachbarte  Verbindung  von  P^  und  P^  auf  einem  kleinen  Kreise 
kürzer  ist. 

Die  Ebene  des  grofsten  Kreisbogens  ist  die  gemeinsame  Vertikal- 
ebene  nicht  nur  der  Endpunkte^  sondern  auch  aller  Zwischenpunkte, 
weil  alle  Radien  Normalen  der  Eugeloberfläche  sind  und  jene  Ebene 
durch  den  Eugelmittelpunkt  hindurchgeht.  Es  ist  daher  auch  die 
drei  unendlich  benachbarten  Punkten  des  grofsten  Kreisbogens  ent- 
^^prechende  Ebene,  d.  i.  die  Schmiegungsebene  desselben  an  der  be- 
treffenden Stelle,  daselbst  eine  Yertikalebeue.  Wegen  dieser  Eigen- 
schaft des  grofsten  Kreisbogens  darf  man  denselben  auch  als  die 
geodätische  Linie  auf  der  Kugeloberfläche  bezeichnen. 

Zur  Erklärung  dieser  Ausdrucks  weise  denke  man  sich  ffir  Bewohner 
einer  beliebig  krummen  Oberfläche,  die  zugleich  Niveaufläche  sei,  die  Auf- 
gabe gestellt,  eine  im  Sinne  der  geodätischen  Praxis  gerade  Linie  von 
einem  Punkt  P^  aus  in  gegebener  Richtung  zu  legen. 

Dann  wird  man  zunächst  eine  Vertikalebene  von  P^  aus  in  dieser 
BichtuDg  legen  und  darin  auf  der  Oberfläche  einen  Punkt  Pj  annehmen, 
in  P|  eine  Vertikalebene  durch  Pq  legen  und  in  ihr  einen  Punkt  P,  an- 
nehmen (Fig.  8),  von  P,  aus  in  der  Vertikalebene  durch  P^  einen  neuen  Punkt 
P,  annehmen,  u.  s.  f.,  wobei  stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  dais  die 
benachbarten  Punkte  so  dicht  liegen,  dais  kein  merkbarer  Unterschied  der 
benachbarten  Vertikalebenen  vorhanden  ist,  dafs  mithin  je  drei  benach- 
barte Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  die  an  dieser  Stelle  Vertikalebene 
der  Oberfläche  ist. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  im  vorigen  Sinne  die  gerade  Linie  des  Geo- 
däten, d.  h.  in  korrekterer  Bezeichnung:  die  geodätische  Linie,  diejenige 
Eigenschaft  in  Bezug  auf  ihre  Schmiegungsebene  hat,  die  ihr  oben  bei- 
gelegt wurde. 

§  2.  HorizontalwinkeL  Die  direkte  Messung  einer  horizontalen 
Entfernung  ist  nur  bei  günstigen  Profilyerhältnissen  ausführbar  und 
empfehlenswert  In  anderen  Fällen  wird  man  die  schon  S.  12  an- 
gedeutete Methode  der  Triangulation  einschlagen  und  dabei  die  direkt 
zu  messende  Linie^  die  Grundlinie  oder  Basis  des  Dreiecksnetzes ^  so 
legen  ^  dafs  sie  zur  direkten  Messung  geeignet  ist. 

Die  Entfernungen,  welche  man  bei  Landesvermessungen  oder  Grad- 
messungen direkt  mifst,  betragen  jetzt  in  der  Regel  nur  einige  Kilometer. 
Die  Seiten  der  Dreiecke,  deren  Winkel  direkt  gemessen  worden  sind,  er- 
reichen dagegen  oftmals  Beträge  von  60^.  Bei  der  Vermessung  Vorder- 
indiens durch  die  Engländer  kamen  häuflg  Visuren  von  160  bis  240^ 
nach  Gipfeln  des  Himalaja  vor;  eine  Länge  beträgt  sogar  ca.  840^. 

Verbindet  man  je  zwei  der  Horizontalprojektionen  von  drei  Punkten 
einer  Triangulation  durch  die  grofsten  Kreisbögen^  ihre  horizontalen 
Entfernungen;  so  ergiebt  sich  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel 
die  Flächenwinkel  der  zu    den   betreffenden  Ejreisbögen    gehörigen 
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Vertikalebenen  sind.  Als  solche  lassen  sie  sich  mit  geeigneten  Winkel- 
instrumenten, namentlich  dem  Theodolit,  der  auf  der  physischen  Erd- 
oberfläche (und  zwar  rein  theoretisch  genommen:  an  einer  beliebigen 
Stelle  der  Lotlinie  des  Winkelscheitels)  aufgestellt  wird,  messen. 

Die  weiter  zu  lösenden  Aufgaben  sind  nun  identisch  mit  den 
Aufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie. 

In  den  folgenden  Paragraphen  dieses  Kapitels  geben  wir  zunächst 
eine  Entwicklung  der  Formeln  für  beliebig  grosse  sphärische  Dreiecke, 
schliefsen  daran  die  Formeln  für  Dreiecke,  deren  Seiten  im  Verhältnis 
zum  Radius  der  Kugel  klein  sind  und  geben  danach  noch  Formeln 
für  die  Lösung  der  Aufgaben  mittelst  des  Sehnendreiecks. 

§  3.  Das  sphärische  Dreieck.  Legt  man  durch  zwei  Punkte 
der  Kugeloberfläche  einen  gröfsten  Kreis,  so  wird  dieser  im  all- 
gemeinen in  zwei  Teile  geteilt,  einen  >  tc  und  einen  <  n.  Dieser 
letztere  kommt  in  der  Regel  allein  in  betracht.  Interessieren  also 
besonders  sphärische  Dreiecke  mit  Seiten  <  ;r,  so  kommen  doch  auch 
andere,  namentlich  solche,  wo  eine  Seite  >  tc  ist,  in  der  Geodäsie 
vor.  Dreiecke,  in  denen  2  Seiten  >  tc  sind,  sind  keine  eigentlichen 
Dreiecke  mehr,  da  aufser  den  Ecken  noch  eine  Durchkreuzung  dieser 
2  Seiten  vorhanden  ist. 

Die  Dreiecks  winke!  zählen  wir  in  der  Weise,  dafs  sie  bei  einer 
angenommenen  Reihenfolge  der  Seiten  dasjenige  Mafs  der  Drehung 
in  einem  festgesetzten  Sinne  bezeichnen,  welches  notwendig  ist,  um 
eine  vorangehende  Seite  mit  der  nachfolgenden  zusammenfallen  zu 
lassen.  Demgemäfs  bleiben  die  Winkelräume  immer  auf  derselben 
Seite,  wenn  der  Contour  durchlaufen  wird. 

Zählt  man  femer  von  einer  für  jeden  Eckpunkt  vorläufig  beliebig 
gewählten  Richtung  aus  Azimute  in  demselben  Drehungssinne,  so 
ist  alsdann  der 

Dreiecks winkel  =  dem  Ailmat  der  nachfolgenden  Seite  —  dem  der  vorangehenden  Seite.       H  ^ 

Sind  nun  a,  ß  und  y  die  drei  auf  einander  folgenden  Seiten  des 
Dreiecka,  ausgedrückt  in  Bruchteilen  des  Kugelradius,  und  Ä,  B 
und  C  die  gegenüber  liegenden  Ecken,  sind  femer  üa,  Ca  die  Azimute 
von  a  in  den  Ecken  B  und  (7;  C^,  31^  die  Azimute  von  ß  in  den 
Ecken  C  und  A\  %yj  ^y  diejenigen  von  y  in  den  Ecken  A  und  jB, 
so  werden  die  Relationen  zwischen  den  Winkeln  und  Azimuten: 


B    =    üy    ^« 


(2) 
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Sind  die  hiemach  berechneten  Winkel  negatiV;  so  denken  wir  uns 
noch  360^  addiert. 

Durch  Umkehning  der  Reihenfolge  der  Seiten  treten  an  Stelle 
der  bisherigen  Winkel  ihre  Ergänzungen  zu  360^;  weil  z.  B.  A  in 
%y  —  3lyy  übergeht. 

§  4.  Differentialformeln;  Sinus-  und  Cosinussatz.  Um  mathe- 
matische Beziehungen  zwischen  den  Seiten  nnd  Winkeln  zu  erhalten, 
schlagen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  später  für  geodätische  Dreiecke 
auf  dem  Rotationsellipsoid  ein.  Zu  dem  Zwecke  stellen  wir  zunächst 
die  Differentialformeln  auf,  dabei  nehmen  wir  die  Seiten  als  unab- 
hängige, die  Winkel  als  abhängige  Variable. 

Dreht  man  die  Seite  a  um  den  Endpunkt  B  um  d%ay  so  be- 
schreibt C  das  Bogendifferential  (Xf  eines  kleinen  Kreises  mit  dem 
Radius  sin  a  fdr  den  Eugelradius  1.    Also  wird 

GC  =  sin  a  d%a  - 

Ist  a  >  ^,  so  hat  CC  gegen  BC  entgegengesetzte  Lage  wie  in  Fig.  4, 

was  auch  das  negative  Vorzeichen  Yon  sin  a 
y\..  andeutet. 

x'^%->C         ^^^  Lage  C  des  dritten  Eckpunktes  ent- 
A        /V  \     sprechen  Änderungen  in  ß  und  ^^,   die  aus 

Fig.  4  leicht  zu  entnehmen  sind.  In  derselben 
bedeutet  CG"  das  Differential,  des  von  AG" 
beschriebenen  kleinen  Kreises: 

m  '"LI 

^'  C"C'  =  sin/JdX. 

Flg.  4.  r        p 

Das  Differentialdreieck  GG'G"  ist  in  G"  rechtwinklig,  seine  Kathete 
GG"  giebt  die  Abnahme  von  ß  an: 

GG'  —  -  d/3  . 

Die  Betrachtung  des  Differentialdreiecks  giebt  nun  weiter: 

—  d/J  -=  sin  a  dta  .  sin  (Cf«  —  C^)  (1) 

sin  ßd7i^i  ««=  sin  a  d%a  .  cos  ((f «  -^  Ä^) ,  (2) 

und  zwar  gelten  diese  Formeln  allgemein  für  jeden  Betrag  der 
Azimute  (Lt  imd  (Lß,  sowie  für  jeden  Drehungssinn  derselben,  wenn 
er  nur  für  alle  Azimute  derselbe  ist.  Wir  können  sie  daher  auch 
auf  den  Fall  anwenden,  wo  anstatt  a  die  Seite  y  sich  um  die  Ecke 
B  um  d^Y  di^h^>  ^B<>  ^i®  Ecke  A  sich  entsprechend  verschiebt  und 
die  Seite  ß  sich  entsprechend  ändert. 


I  4.    Differentialformeln;  Sinus-  und  Cosinnssats.  73 

Es   wird   dann   durch  Vertauschung   von  a  und  y,   sowie   Yon 
^  und  (C  aus  (1): 

—  d/J  =  sin  y  dHy  •  ^^^  C^y  ~~  '^fl)  •  (ß) 

Nehmen  wir  nun  dß  ebenso  grofs  an,  wie  vorher,  so  wird  aus  der 
Gleichsetzung  beider  Werte  nach  (1)  und  (3)  erhalten: 

sin  a  sin  ((!«  —  Ä/?)  d^o  =  sin  y  sin  (3ly  —  31^)  dÄy  .  (4) 

Die  beiden  Dreiecke  mit  denselben  Seiten  a,  ß  —  dß  und  y  sind  aber 
kongruent,  und  man  kann  sie  durch  eine  difierentiale  Verschiebung 
zur  Deckung  bringen.  Mithin  hat  Winkel  B  in  beiden  gleiche  Gröfse. 
Mit  Rücksicht  auf  8.  71  (2)  ist  aber  dB  d.  h.  die  Änderung  von  B 
gegen  seinen  Betrag  in  dem  ursprünglichen  Dreieck, 

bei  der  ersten  Bewegung  gleich  —  di^a, 
zweiten       „  „      +  öfÄy, 


)7       »; 


welchen  Werten   also    gleiche  Gröfse   zukommt.    Wird    dies   in  (4) 
eingeführt,  so  folgt  der  Sinussata  der  sphärischen  Trigonometrie: 


Bin 


«_     ^         "P     {^ß     —     3ty) 


sin  y  sin  («„  —  €ß) 

d.  i. 

sin  a  sinil 


(5) 


sin  y  sin  C 

Zugleich  geht  die  Di£Ferentialformel  (1)   über  in 

dß  =  sin  tt  sin  C  dB.  (6) 

Um  diese  Differentialgleichung  zu  integrieren,  wenden  wir  (5)  auf  ß 
und  y  an  und  eliminieren  mittelst  der  so  erhaltenen  Gleichung 

sin  ß  nnB 


sin  y  sin  0 

aus  (6)  den  Faktor  sin  C7,  womit  (6)  übergeht  in  die  Form 

sin  ßdß  '=^  sina  Bin  y  sin  BdBj 

woraus   durch  Integration,   da  a  und  y  konstant   sind,   sich   sofort 
ergiebt: 

cos  /3  «=3  sin  a  sin  T'  cos  B  -(-  Eonst 

Zur  Bestimmung  der  Eonstanten  dient  der  Umstand,  dafs  für  2? ««  180^ 
die  Seite  /}  ««  (a  +  y)  oder  2ä  —  (a  +  y)  sein  mufs.    Mithin  ist 

cos  (a  +  y)  ™"  —  sin  a  sin  y  +  Eonst 


1 
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Zieht  man  dies  oben  ab  nnd  reduziert  auf  cos  ß,  so  erhält  man  den 
Cosinussabs  (ftbr  Dreiecksseiten): 

cos  /}  OS  cos  a  cos  y  -}-  sin  a  sin  y  cos  B.  (7) 

Ans  dieser  Gleichung,  welche  durch  cyklische  Vertauschung  der  Stücke 
des  Dreiecks  3  Relationen  giebt,  läfst  sich  die  ganze  sphärische 
Trigonometrie  ableiten.  Eine  der  Formeln  werden  wir  indes  noch 
aus  den  Differentialformeln  schöpfen. 

Dividieren  wir  zu  dem  Zwecke  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  Seite 
für  Seite  durch  einander  und  beachten,  dafs  nach  S.  71  (2)  dTiß  «»  dA 
ist,  so  erhalten  wir  einerseits: 


dZj^ 


dß  tan  (€^  —  €A  sin  ß 

d.  i. 

dÄ  ^ 1 

dß  "^         tan  C  Bin  (J  * 


(8) 


Andrerseits  giebt  (1)  durch  Vertauschung  von  ß  und  a,  sowie 
von  4  und  7i,  mit  Rücksicht  auf  S.  71  (2): 

^^  ^  (9) 


da  sin  C  sin  ^ 

Ä  ist  aber  eine  Funktion  von  a,  ß  und  y.  In  (8)  sind  a  und  y 
konstant;  in  (9)  sind  ß  und  y  konstant  Man  schreibt  daher  zunächst 
besser  mit  Benutzung  des  Zeichens  partieller  Differentiation  statt  (8) 
und  (9): 

dÄ 1 

'Jf  ~         tukCBinß  ' 

dÄ  1 


da  KR  C  m  ß 

Ol    J 

Nun  hat  man  zwei  Wege,  um  -g— ^   zu   bilden.    Indem  wir  sie 
beide  betreten,  folgt  ohne  Mühe: 

1  dC  cos  C         dC  cos  |S 


sin*  C  sin  j}      da  sin*  C  sin  |3      dß  sin  C  sin*  ß 


(10) 


Um  die  hierin  aufiaretenden  Differentialquotienten  zu  finden,  ver- 
tauschen ¥rir  in  der  2.  Formel  (8)  aßy  cyklisch  mit  yaß  und  ABC 
mit  CAB,  wodurch  sie  selbstverständlich  ihre  Gültigkeit  nicht  ver- 
liert; dann  folgt 

dC  1 

da  tan  B  sin  a 


§  5.    Cotangeatenformel  nnd  Formeln  ffir  5  Stücke.  75 

Bewirkt  man  femer  in  der  1.  Formel  (8)  die  hierin  jedenfalls 
zulässigen  Vertauschungen  a  und  y,  %  und  (C^  so  folgt 


"TT  tan  (3ly  —  31^)  sin  (J 

d.  i. 

dC  1 


dß  tan  ul  Bin  |I 

Substituiert  man  die  erhaltenen  Werte  der  Differentialquotienten 
in  (10),  multipliziert  dann  beiderseits  mit  sin  J.  sin^  (7  sin' /3  und 
beachtet  linker  Hand,  dass  sin  ^  sin  /3  «s  sin  jB  sin  a  ist,  so  folgt  der 
Cosinussatz  (für  Dreiecks winkel): 

cos  JB  =  —  cos  Ä  cos  C  +  sin  J.  sin  C  cos  ß,  (11) 

Es  mag  hier  nochmals  hervorgehoben  werden,  dafs  die  Formeln 
(5),  (7)  und  (11)  zufolge  ihrer  Ableitung  aus  den  Differentialformeln 
(1)  und  (2),  sowie  den  Formeln  (2)  S.  71  an  keine  andre  Bedingung 
geknüpft  sind  als  diejenige,  dafs  für  eine  beliebig  gewählte  Reihen- 
folge der  Seiten  die  Winkel  dasjenige  Mafs  der  Drehung  bezeichnen, 
welches  nötig  ist,  um  eine  vorangehende  Seite  mit  der  nachfolgenden 
zur  Deckung  zu  bringen,  entsprechend  Formel  (2)  S.  71.  Der  Drehungs- 
sinn ist  dabei  ganz  beliebig  und  nur  identisch  für  alle  3  Winkel 
vorausgesetzt.  Negative  Winkelwerte  sind  nicht  ausgeschlossen  und 
die  Seiten  dürfen  beliebig  ^^r  sein. 

§  5.    Cotangentenformel  und  Formeln  f&r  5  StUcke.    Die 

Formel    (7)   des   vorigen   Paragraphen    giebt    durch   cyklische   Ver- 
tauschung der  Stücke  des  Dreiecks 

cos  a  *»  cos  ß  cos  y  -{-  sin  ß  mny  cos  Ä. 

Eliminiert  man  hieraus  cos  ß  mittelst  der  ebengenannten  Formel 
(7),  sowie  sin  ß  mittelst  der  aus  (5)  S.  73  durch  Vertauschung  der 
Stücke  herzuleitenden  Relation  sin  /J  «=  sin  jB  sin  a  :  sin  Ä,  so  ergiebt 
sich  die  (Jotangentenformd  für  vier  auf  einander  folgende  Stücke: 

cot  a  sin  ^  —  cot  AsmB  ^^  cos  B  cos  y.  (1) 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  beziehen  sich  immer  auf  4  Stücke. 
Andere  Formeln  mit  4  Stücken,  die  nicht  aus  jenen  durch  cyklische 
Vertauschung  der  ^Stücke  hervorgehen,  giebt  es  nicht,  da  1  Seite 
und  3  Winkel,  3  Seiten  und  1  Winkel,  2  "Seiten  und  2  Gegenwinkel, 
2  Seiten  und  1  Gegenwinkel  und  der  Zwischenwinkel  die  einzig  mög- 
lichen Fälle  der  Kombination  der  6  Stücke  des  Dreiecks  zu  je  4  sind 
und  nur  je  eine  Formel  geben.  Dagegen  giebt  es  noch  Formeln  mit 
5  und  6  Stücken  von  Wert 
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Setzt  man  in  ( 1 )  für  sin  S  den  gleichwertigen  Ausdruck  sinßBiaA:  sin  a, 
so  folgt  für  5  Stücke 

sin  ß  cos  A  =  cos  a  sin  7^  —  sin  a  cos  y  cos  B.  (2) 

Setzt  man   dagegen  für  sin  y  den  Ausdruck  sin  a  sin  C :  sin  A, 

so  folgt 

sin  C  cos  a  <=  cos  Abui  B  •■{-  sin  A  cos  B  cos  y.  (3) 

Bei  der  Anwendung  der  Formeln  (5),  (7)  und  (11)  des  vorigen 
Paragraphen  und  (1)^  (2),  (3)  dieses  Paragraphen  ist  man  an  cyklische 
Vertauschungen  nicht  gebunden.  Man  darf  auch  beliebige  2  Seiten 
vertauschen,  wenn  zugleich  die  Gegenwinkel  vertauscht  werden.  Für 
die  erstgenannten  4  Formeln  zeigt  dies  leicht  eine  Yergleichung  mit 
den  Ergebnissen  cyklischer  Vertauschung  und  da  die  letzten  beiden 
Formeln  einfach  aus  den  ersten  vier  folgen ,  so  gilt  der  Satz  also 
auch  für  diese. 

§  6.  Gegeben  3  auf  einander  folgende  Stflcke.  Sind  3  auf 
einander  folgende  Stücke  eines  Dreiecks  gegeben ,  so  erhält  man  eine 
vollständige  Auflösung  mittelst  einer  von  beiden  nachstehenden  Formel- 
systemen^  die  aus  dem  in  §  4  und  §  5  Gefundenen  leicht  durch  passende 
Yertauschungen  abzuleiten  sind: 

cos  a  BS  cos  ß  cos  y  -}-  Bin  ßsiny  cos  A 
sin  a  cos  B  «=  cos  ß  siny  —  sin  ß  cos  y  cos  A 
sin  a  sin  jB  =  sin  /J  sin  J.  }  (1) 

sin  a  cos  C  =  cos  y  sin  ß  —  sin  y  cos  ß  cos  A 
sin  a  sin  C  =  siny  sin  A. 

cos  A  =  —  cosJScosC-j-sin^sinCcosa 
sin  A  cos  ß  =  cosBBinC'i'SmBco&Ccostt 
sin  A  Bin  ß  =      sin  £  sin  a  ^2) 

sin  J.  cos  y  =      cobCbuiB -{-BUiCcoBBcoBa 
sin  J.  sin  )/  «=      sin  C  sin  a. 

Die  Auflösung  des  1.  Systems  giebt  a,  B  und  C,  die  des  2.  Systems 
Ay  ß  und  y  insoweit  völlig  bestimmt,  als  man  sich  nur  entscheiden 
mufs,  ob  a  ^  ;r  bezw.  A  ^  180^  genommen  werden  soll.  Diese  Ent- 
scheidung ist  notwendig;  weil  das  1.  System  das  Vorzeichen  von 
sin  a  imd  das  2.  System  dasjenige  von  sin  A  unbestimmt  läfsi  Andern- 
falls hat  man  2  Auflösungen ,  die  indessen  zu  derselben  Lage  der 
3  gröfsten  Ejreise  fähren;  es  entsprechen  nämlich  den  Werten 

a  B  C         der  einen  Auflösung,  die  Werte 

2ä  —  a     180«  +  B     180«  +  C  der  andern  Auflösung 
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fttr  System  (1);  und  bei  System  (2)  den  Werten 

A  ß  y        ^^^  einen  Auflösung,  die  Werte 

360^  —  Ä    3r  +  /J    Ä  +  yder  andern  Auflösung. 

Die  numerische  Genauigkeit  der  Formeln  läfst  nichts  zu  wünschen 
übrig,  da  jedes  Stück  aus  der  Tangente  oder  Gotangente  hergeleitet 
werden  kann;  so  giebt  die  Division  der  2.  und  3.  Gleichung  des 
1.  Systems  zunächst  cot  JB  —  es  entspricht  diese  Bestimmung  der 
Cotangeutenformel  —  beide  Formeln  geben  dann  sin  a  u.  s.  f.  Die 
Bequemlichkeit  der  Formeln  für  logarithmische  Rechnung  ist  aber 
nicht  so  grofs,  dafs  nicht  für  manche  Fälle  geeignetere  Formeln  er- 
wünscht wären. 

§  7.   Die  Formeln  Ton  Neper  und  Oaufs.    Aus  den  Formeln 

sin  jff  sin  jB  »=  sin  ß  sia  A 
sin  a  sin  (7  "B  sin  y  sin  A 

folgt  durch  Addition  resp.  Subtraktion  und  einfache  Reduktion: 


(1) 


sm  a  sin  — ^ —  cos       ^ —  «»  sin  ^  sm  '^  ^      cos  '^  ^ 

B  +  C     .      B  -  C  .  (J  +  y      .      (?  — y 

sm  a  cos  — ^ —  sm  — - —  =  sm  ^  cos  '^—  sm      ^ 

Ebenso  behandelt  ergeben  die  Formeln 

sin  a  cos  B  ■»  cos  ß%\n.y  —  sin  /)  cos  y  cos  A 
sin  a  cos  C  =  cos  y  smß  —  vmy  cos  ß  cos  A 

leicht  das  System 

sm  a  cos  — ^ —  cos  — 5 —  =  sm  (p  +  y)  sm'  — 

sm  a  sm  — ^ —  sm  — 5 —  =  sm  (p  —  y)  cos' 


(2) 


(3) 


(4) 


2  2  vr  ^  /  —       2 


Die  Division  der  1.  Gleichung  (2)  durch  die  1.  Gleichung  (4) 
und  der  2.  Gleichung  (2)  durch  die  1.  Gleichung  (4)  ergiebt  nach- 
stehende Neperscke  Analogieen  für  2  Seiten  und  einen  Zwischenwinkel 
als  den  gegebenen  Stücken: 

ß-y 


,       B+C         ^      2  , Ä 

tan  -^~ -^-p^  cot  - 


,     B-c      «" ■  "2  -        ^ 

tan  — j rT+r  '***  T 


(5) 
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Vertauscht  man  femer  in  den  Formeln  (1)  tmd  (3)  a  mit  180®  —  Ä, 
ß  mit  B  und  y  mit  C  und  umgekehrt,  so  ergeben  sich  wieder  richtige 
Formeln.  Die  gleiche  Yertauschung  in  (5)  führt  zu  den  Neperschen 
Anaiogieen  für  2  Winkel  und  1  Zwischenseite  als  gegebenen  Stücken: 


B^G 


tan 


2 


tan 


2 


008 

2 

008 

sin 

JB+C 

2 
B-^G 

2 

8in 

B  +  C 

tan  — 


tan^ 


2 


(6) 


Bedient  man  sich  dieser  Formeln  zur  Auflösung  der  Aufgabe 
des  §  6,  so  bleibt  wie  dort  eine  Unbestimmtheit,  und  man  erhält 
zwei  Auflösungen,  die  jedoch  zu  derselben  gegenseitigen  Lage  der  3 
grofsten  Kreise  führen. 

Setzen  wir  nun  weiter  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 


Ä  —  y  A 

sm  ^  ^  '   cos 


cos 


sm 


cos 


2 

A^ 
2 

A 

2  -«^»^-r 


2 
2 

?  +  y 


jj  +  y      .      A 

cos  ^-Y~    sm  -g- 


Z.      B  —  C     .      a 
,        sm  — 2 —  sm  -- 

m,       cos  — 5 —  sm  -^ 

B  +  G  a 

n,       sm  — ^—  cos  — 

B  +  C         a 
r,        cos  — ^—  cos  — 


r 


m 


=  n 


0) 


so  geben  die  (2)  und  (4)  die  Relationen: 


m'n' 


r    / 


Xr  -=  ir,  Xfi  «=  Zm. 


(8) 


Obgleich  dies  4  Gleichungen  sind,  kann  man  mittelst  derselben  doch 
nur  3  Oröfsen  aus  den  5  andern  bestimmen,  da  sich  jede  der  Gleichungen 
ans  den  3  andern  ableiten  läfst.  Eine  neue  Relation  giebt  aber  die 
oben  für  Ableitung  Yon  (6)  aus  (5)  benutzte  Yertauschung.  Sie  führt 
über:   {  in  T,  m  in  m',  n  in  n ,  r  in  r   und  umgekehrt 

Zu   den  Yorigen  Relationen  gesellen  sich  damit  2  neue,   deren 
eine  in  denselben  noch  nicht  enthalten  ist: 


mr 


n  r , 


In .»  Xm. 


9      9 


Aus  (8)  und  (9)  folgt  min  •  nr 
ist,  wird 


(9) 
mn  •  mr  und  da  mV  =  nr 


m 


s. 


ft  »=  +  it»* 
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Hieraus  folgt  mittelst  der  Relationen  (8)  und  (9)  weiter: 

für  n  ^=:  -}-  m    ist    m  »^  n,        r  =  r,        T  =  l, 

yf  n  =  —  m     )j    w  =  —  w,    T  =  —  Ty    X  =*  —  Z. 

Substituiert  man  endlich  rückwärts  die  Werte  der  Symbole  Imnr  u.  s.  f. 
nach  (7),  so  ergeben  sich  die  Gaufsischen  Gleichungen: 


sm  — 2 —  sm  —  =  +  sin  '^  ^  cos  -^ 

cos — r —  Sin  —  =  +  sm  '^   '  sm  — 

sin  -  ^ —  cos  —  =  +  cos  ^  g  cos  — 

cos — ^ —  cos  —  =  +  COS  '^  g  Bm»-^ , 


(10) 


worin  die  oberen  und  unteren  Zeichen  zusammengehoreiL  Die  doppelten 
Zeichen  entsprechen  dem  Umstand ,  dafs  in  den  bisherigen  Formeln 
(vergl.  §  6  S.  76)  einerseits  gewisse  Yertauschungen  zulässig  waren^ 
von  denen  die  eine,  nämlich  die  von  Ä^  ß,  y  mit  bezw.  360^  —  A, 
n  -\-  ßy  7t  -}-  y  in  (10)  zu  einem  Zeichenwechsel  führt;  dafs  anderer- 
seits aber  auch  jede  einzelne  Seite  um  Vielfache- von  +2x  und  jeder 
einzelne  Winkel  um  Vielfache  von  +  360^  verändert  werden,  also 
namentlich  die  Winkel  negativ  gezählt  werden  durften,  wodurch  eben- 
falls in  den  (10)  eine  Unbestimmtheit  der  Zeichen  entstehen  mnfs. 
Trotz  der  Unbestimmtheit  der  Zeichen  erhält  man  doch  durch  die 
Auflosung  der  (10)  bei  gegebenen  3  Stücken  nur  2  Lösungen,  die 
derselben  Lage  der  3  gröfsten  Kreise  angehören. 

Beschränkt  man  sich  aber  auf  Dreiecke,  in  denen  alle  Seiten 
und  Winkel  positiv  genommen  und  wenigstens  2  Seiten  <^  sind, 
während  die  3.  Seite  bis  27t  gehen  kann,  so  gelten  nur  die  oberen 
Zeichen: 

Denn  zunächst  für  3  positive  Seiten  <  x  und  3  positive  Winkel 
<  180^  zeigt  die  2.  der  (10)  unmittelbar  die  Unzulässigkeit  des  unteren 
Zeichens.  Ist  femer  jeder  der  drei  Winkel  >  180®  und  <  360**,  so 
ändert  sich  nichts,  da  es  zulässig  ist,  in  den  mit  positiven  Zeichen  an- 
gesetzten (10)  die  Winkel  mit  ihren  Supplementen  zu  360®  zu  ver- 
tauschen. Vertauschen  wir  endlich  auch  a  mit  2it  --  a  und  gleich- 
zeitig B  und  C  mit  bezw.  180®  -|-  B  und  180®  +  C;  oder  vertauschen 
wir  ß  mit  27t  —  ß  und  gleichzeitig  A  und  C  mit  bezw.  180®  -|-  A 
und  180® -{-  C,  so  bleiben  die  mit  positiven  Zeichen  angesetzten  (10)  auch 
bestehen.  Diese  letztem  Vertauschungen  entsprechen  aber  nach  leicht 
anzustellender  geometrischer  Betrachtung  dem  Übergang  von  einem 
Dreieck  mit  3  Seiten  <  ^r  zu  einem  solchen  mit  nur  2  Seiten  <  sr. 
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§  8.  Gegeben  2  Seiten  und  1  Gegenwinkel  oder  2  Winkel 
und  1  Gegenseite.  Hier  fährt  der  Sinussatz  entweder  zu  gar  keinem 
oder  zu  2  Werten  des  andern  Gegenstückes ,  welche  sich  zu  180® 
bezw.  7t  ergänzen  und  die  ^eperschen  Analogieen  geben  zu  jedem 
dieser  Werte  einen  Wert  des  5.  und  6.  Stückes.  Man  erhält  also, 
falls  die  Stücke  ein  Dreieck  bestimmen  (wofür  die  Bedingungen  auf- 
zustellen für  uns  kein  Interesse  hat)  im  allgemeinen  2  Auflösungen, 
welche  aber  nicht  wie  bisher  zu  derselben  gegenseitigen  Lage  der 
drei  gröfsten  Kreise,  sondern  zu  2  verschiedenen  Stellungen  derselben 
gehören.  Dies  zeigt  am  klarsten  die  Konstruktion  der  Dreiecke 
mittelst  geometrischer  Orte,  welche  wir  indessen  ebenso  übergehen 
dürfen  als  den  Nachweis  der  Bemerkung,  dafs  für  Dreiecke  mit 
Stücken  <  180^  bezw.  n  nur  eine  Lösung  zur  in  Rede  stehenden  Auf- 
gabe gehört,  falls  das  gegebene  Gegenstück  dem  gröfsem  der  beiden 
andern  gegebenen  Stücke  gegenüberliegt. 

§  9.  Gegeben  3  Seiten  oder  3  Winkel.  Sind  a,  /3  und  )/  be- 
kannt, so   giebt  der  auf  a  angewandte  Cosinussatz,  wenn  man  auf 

cos  A  reduziert: 

.  cos  a  —  cos  ß  cos  y  /^  v 

cos  -4  *= '    o  ' •  (1) 

sm  p  sm  y  ^  ^ 

Diese   Formel   ist  weder   logarithmisch  bequem,  noch  in  allen 

Fällen  zur  scharfen  numerischen  Auswertung  geeignet    Man  bildet 

daher 

l  +  co8^^2co8«A„<>o''«-°<»(C  +  y) 

I  2  sm  p  sin  y  ' 

1  A        o     •   2  -^  —  C08a  +  <^«tf  —  y) 

1  —  COS  -4  -=  2  sm'  -T-  = .    fl   .      — -^  • 

2  sm  p  sm  y 

Vereinigt  man  die  Cosinus  in  den  Zählern  rechter  Hand  zu  Produkten, 
80  folgt: 

sm  — —^----  sm TT  •        •    / 

^  A  2  2  sm  s  sm  (8  —  a) 

2  sm  p  sm  y  sm  p  sm  y 


sin 

a  ■ 

2 

sin- 

a 

2 

y 

sin 

ß  sin 

y 

sin 

a 

-p  +  y 

2 

-  sin 

a 

+  ß- 
2 

y 

.  ^  A  2  2  8in(«— Ä)sin(«-y) 

2  sinßsiny  sinßsiny 


(2) 


s 


tan«—  =                  2           ^-  2  _  sin(>-P)sin(<--y) 

^^    2**           a+  ß  +  y     .     — «-fP  +  y  sin«sin(«  —  a) 

sm  —    9  *^ o 

wobei  8  «=  ""TP  "T  y  2ur  Abkürzung  gesetzt  ist.    Die  Multiplikation 

A  A 

von  cos*  —  und  sin*  -r-  giebt  aufserdem 
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sin*  J. 


4  Bin  8  sin  (<  —  a)  sin  (s  —  ß)  Bin  (8  —  y) 

Bin'  ß  sin*  y 


(3) 


In  ganz  gleiche^r  Weise  ergeben  sich  die  Formeln  bei  3  bekannten 
Winkeln  Ä,  B  und  C.    Man  hat 


\j\JO   u    — 

sin  J3  sin  C            ' 

cos"  2    = 

.in(B    ;)rin(c    ;) 

sin  £  sin  C 

Sin»  j  — 

sin  j  sin  (^        s) 

sin  ^  sin  C 

tan«|- 

.inj«n(^        s) 

.    /^        »\    .    /_        *\ 

(4) 


(P) 


sin*  a  =• 


4  Bin  -|-  sin  [ä  -  -i-)  Bin  (jS  _  -i)  sin  (c  -  ±) 


sin'  £  Bin'  C 


(6) 


wobei  «««-44--B  +  C  —  180®  den  sphärischen  Excefs  des  Dreiecks 
bedeutet. 

Vorstehende  Formeln  hat  man  sich  aufser  auf  A  bezw.  a  auch 
auf  B  und  0,  bezw.  /)  und  y  angewandt  zu  denken.  Für  jedes  un- 
bekannte Stück  ergeben  sich  nun,  falls  überhaupt  die  3  Stücke  einem 
Dreieck  angehören,  (wofür  wir  indes  die  Bedingungen  nicht  aufstellen 
werden)  zwei  sich  zu  360®  bezw.  2n  ergänzende  Werte,  welche  nach 
Mafsgabe  des  Sinussatzes 

sin  ^  :  sin  jB  :  sin  (7  SB  sin  a  :  sin  ^  :  sin  y 

sich  zu  2  Auflosungen  der  ganzen  Aufgabe  gruppieren,  wie  §  6. 

Führt  man  in  vorstehende  Proportion  für  die  Verhältnisse 
sin  A  :  sin  a,  u.  s.  f.  die  Werte 


sin  Ä 
sin  a 


2  sin*  — 
tan  —  sm  a 


2  sin  {$  —  a)  sin  («  —  ß)  sin  («  —  y) 
tan  —  sin  (s  —  a)  .  sin  a  sin  ß  sin  y 

u.  s.  f. 


ein,  welche  mit  Benutzung  der  zweiten  Gleichung  (2)  erhalten  werden, 
so  resultiert  der  Satz: 

A.  H  C 

tan  —  :  tan  —  :  tan  -z-  «=  esc  {s  —  a)  :  esc  {s  —  /J)  :  esc  {s  —  y),    (7) 


2   2 2 

Helmen,  mathem.  n.  phjsik«!.  Theorieen  der  bOh.  GeodAtie. 
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welcher  (nach  Puissant)  von  MoUweide  angegeben  worden  ist    Die 
Benutzung  der  zweiten  Gleichung  (5)  führt  zu  dem  analogen  Satze: 

tan  y  :  tan  |- :  tan  -|-  =  8in  (^  —  y)  :  sin  \B  —  ^j  \  sin  {C—  -|-)-(8) 

§  10.  Inhalt  und  sphärischer  Excefs.  Von  einem  Dreiecks- 
inhalt kann  man  im  gewöhnlichen  Sinne  der  Inhaltsbestimmung 
nur  sprechen  y  wenn  von  den  Dreiecksseiten  höchstens  eine  Seite 
>  %  ist  (S.  71).  Auf  diesen  für  die  Geodäsie  allein  wichtigen  Fall 
beschränken  wir  uns  und  zwar  bezeichnen  wir  als  Inhalt  denjenigen 
der  beiden  Teile  der  Eugeloberfläche,  welcher  von  den  Seiten  bei 
Beschreibung  der  Dreieckswinkel  überstrichen  wird. 

Zur  bildlichen  Darstellung  kann  nunmehr  Fig.  5  dienen,  nicht 

nur  falls  alle  3  Seiten  <  n  und  alle  3  Winkel 
<  180^,  sondern  auch  falls  nur  2  Seiten  <  n 
sind  und  für  beliebige  Winkel. 

Dreht  sich  nun  Seite  a  um  die  Ecke  C 
um  dCj  so  wächst  die  Dreiecksfläche  um  dF 
d.  i.  in  Fig.  5  Dreieck  CBB\  welches  von 
CBB'\  wobei  CB  =  CB"  genommen  ist, 
nur  unendlich  wenig  abweicht.  Betrachtet 
man  auf  CB  einen  Bogen  CD  «=  a^  kleiner 
als  a  und  dreht  ihn  ebenfalls  um  dC,  so  ist, 
wenn  der  Eugelradius  als  Einheit  der  Längen  dient,  der  von  D  be- 
schriebene unendlich  kleine  Weg  DD'  gleich  sin  a^dC.  Zwei  be- 
nachbarte Punkte  D  und  E  für  a^  und  a^  -f-  da^  schliefsen  mit  ihren 
Wegen  ein  kleines  Viereck  DD'EE'  ein,  dessen  Inhalt  gleich 
9ima^dC .da^  nach  Gröfse  und  Vorzeichen  gesetzt  werden  kann; 
also  ist 

u 

dF  =  dCj  sin  a^da^  =  rfC(l  —  cos  a) .  (1) 

0 

Denselben  Ausdruck  erhält  man  für  die  Zunahme  des  Excesses.    Es 
ist  nämlich  zunächst 

ds'^dC+dB.  (2) 

Nun  hat  man  im  Dreieck  BSC 

sin  (a  -|-  da)  sin  {B  +  dB)  «»  sin  a  sin  J5, 

da  Winkel  B^  mit  {B  -{-  dB)  zu  bezeichnen  isi    Hieraus  folgt  aber 
mittelst  der  Entwicklungen 

sin  (a  +  da)  «=  sin  a  +  cos  ada 
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und 

sin  {B  +  dB)  =  sin  J?  +  cos  BdB 

und  unter  Vernachlässigung  des  mit  dadB  multiplizierten  Gliedes: 

dB  =  —  cot  a  tan  B  da. 

Nach  Fig.  5  ist  (?a,  d.  h.  IS  IS'  ^=  sin  a  dC .  cot  B]  daher  hat  man 

dB  =  —  cos  a  dC, 

und  es  wird  schliefslich,  wie  oben  behauptet  worden  ist,  durch  Sub- 
stitution dieses  Wertes  in  die  Formel  (2)  und  mit  Beachtung  von  (1): 

de  =  dC{l  —  cos  a)  =  dF.  (3) 

Die  Integration  giebt  £  =  J^  +  Konst.  Die  Konstante  ist  aber  null, 
da  €  und  F  gleichzeitig  verschwinden.  Berücksichtigt  man  dies  und 
setzt  endlich  den  Kugelradius  anstatt  gleich  1  gleich  q,  so  ergiebt  sich: 


F=6Q^ 

oder 

F 


'=T 


w 


Hierbei  ist  s  als  Arcus  zu  verstehen.  Die  häufigere  Anwendung  hat 
die  Formel  in  der  zweiten  Gestalt,  welche  gestattet  den  Excefs  aus 
dem  Inhalt  zu  finden. 

Die  direkte  Entnahme  des  Excesses  aus  der  Winkelsumme  ist 
dagegen  in  der  Geodäsie  vielfach  nicht  möglich,  auch  wenn  diese 
Summe  bekannt  ist.  Hat  man  es  nämlich  mit  beobachteten  Winkek 
zu  thun,  so  haften  an  diesen  Beobachtungsfehler;  um  deren  Einflufs 
auf  A  -{-  B  -{-  C  zu  erkennen,  mufs  man  den  Excefs  mindestens  bis 
auf  Gröfsen  von  der  Ordnung  des  Quadrats  der  Beobachtungsfehler 
genau  ermitteln.  Hierzu  gelangt  man  durch  Berechnungen  mit  Be- 
nutzung wenigstens  einer  Seite  des  Dreiecks. 

Wir  geben  dem  entsprechend  zunächst  im  Folgenden  einige  be- 
merkenswerte strenge  Formeln  für  £,  wobei  wenigstens  1  Seite  als 
bekannt  vorausgesetzt  wird. 

§  11.  Strenge  Formeln  für  den  sphärischen  Excefs.  Sind 
a,  B  und  C7,  d.  h.  eine  Seite  und  die  anliegenden  Winkel,  bekannt, 
so  erhält  man  eine  bequeme  Formel  zur  Berechnung  von  e  für  kleine 
Dreiecke  aus  der  2.  Formel  (5)  S.  81.     Setzt  man  darin 

A  =  180«  ^e-  B  —  C, 

«  , _.  .      €  •   9  a  sin  5  sin  C  , ^ x 

80  folgt:  sm  —  =  sm«  ^  j- TT  '  (1) 

sin(B  +  C-|) 


\ 
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Im  allgemeinen  hat  diese  Gleichung  2  Wurzeln 

£i  und  «,  =  2{B  +  0)  —  «i 

entsprechend  der  Unbestimmtheit  der  Aufgabe,  ein  Dreieck  aus  a, 
B  und  C  zu  ermitteln.  Sind  aber  alle  3  Seiten  klein,  so  gilt  nur 
die  Lösung,  welche  a  nahezu  null  oder  (bei  Winkeln  >  180^)  nahezu 
720^  giebt. 

Für  letztem  Fall  ist  es  bequemer,  insofern  b  etwas  kleiner  als 
720®  ist,  die  720®  abzuziehen  und  es  negativ  zu  nehmen.  Unter  dieser 
Voraussetzung  hat  nun  jedenfalls  b  einen  kleineu  positiven  öder 
negativen  Wert,  der  aus  (1)  durch  successive  Annäherung  erhalten 
werden  kann,  wobei  rechter  Hand  zuerst  £  <»  null  zu  setzen  isi 

Sind  2  Winkel  A  und  B  und  1  Gegenseite  a  gegeben,  so 
entsteht  im  allgemeinen  die  schon  §  8  angegebene  Zweideutigkeit, 
welche  aber  immer  dann  ohne  Bedeutung  bleibt,  wenn  das  Dreieck  als 
ein  kleines  bekannt  ist,  weil  für  diesen  Fall  die  2.  Lösung  einem 
Dreieck  mit  einer  nahezu  n  betragenden  Seite  und  mit  grofsem 
Excefs  angehört,  auf  welchen  die  wie  oben  einzuleitende  Näherungs- 
rechnung nicht  hinführt     Die  Formel  ist: 

sin  1  -  sin«  I  «i^A!?«  M_+^ -  0  ^^^ 

Bin  [a  -  \) 

Um  für  2  Seiten  a  und  /3  und  den  Zwischenwinkel  C  eine  direkte 
Formel  zur  Berechnung  des  Excesses  zu  haben,  verbinden  wir  die 
3.  Formel  (5)  S.  81: 


tan»-i 


Bin  Y  tin  (^  -  j) 


«n  (b  -  1)  Bin  (C  -  I) 


mit  der  folgenden  Formel  (8)  von  S.  82: 


tan  --  sin 

2 


tan  --  8in 

2 


durch  Multiplikation  über  einander  stehender  Seiten.    Es  wird  hiermit 


sin  Y  =tan  y  tan  |  sin  (C—  y), 

tan  -— -  tan  ~  sin  C7  ^      r^ 

e                     2           2  tan  C 

tan  —  = 


1  +  ^an  ^-  tan  "l"  cos  C  1  +  cot       cot  ^  sec  C 

2  2  £  £ 


(3) 


§  12.    Fortsetzung:   Gegeben  3  Seiten.  85 

Die  zweite  dieser  Formeln  folgt  aus  der  ersten  durch  Auflösung 
des   Sinus    rechter   Hand,   Division    mit   cos  .    und   Reduktion   auf 

tan  Y '     ^^^  erhält  durch  die  Auflösung  2  Werte  von  e,  die  sich 

um  360^  unterscheiden  und  die  den  beiden  zn  a,  ß  und  C  gehörigen 
Dreiecken  entsprechen.  Für  kleine  Dreiecke  ist  eine  auf  die  1.  Formel 
(3)  gestützte  Annäherungsrechnung  am  bequemsten. 

Handelt  es  sich  darum,  aus  2  gegebenen  Seiten  und  einem 
Gegenwinkel  £  zu  ermitteln,  so  dürfte  die  Berechnung  des  andern 
Gegenwinkels  nach  dem  Sinussatz  mit  nachfolgender  Anwendung  von 
Formel  (2)  bei  kleinen  Dreiecken  der  passendste  Vorgang  sein. 

§  12.  Fortsetzung:  Gegeben  3  Seiten.  Bildet  man  nach  S.  81 
(5)  die  Formeln 

,i„  (b  -  ±)  Bin  (C  -  I) 


9    ff 

COS*—  = 


2  sin  ^  sin  C7  ' 


COS*-^  = 


sin  (ä  -  -l)  8in  (c  -  ±) 


2  Bin  ^  sin  C 


COS*—  = 


sin  (ä  -  I)  sin  (b  -  ±) 


2  sin  ^  sin  B 


und  hieraus 


...  (c  -  i) 


cos  —  cos  -^  sm 

+         :^.n"   '  (1) 


y  -=-  sin  (7 


und  benutzt  nun  diese  Formel  (1),  um  aus  der   1..  Formel  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  sin  \G  —  y)   zu  eliminieren,  so  folgt: 

sm  —  sin  -^ 
sin  -^  =  H sin  C  (2) 

C08-|- 

Substituiert  man  hierin  die  auf  C  angewandte  Formel  (3)  S.  81,  so 
folgt  weiter 

e        •  ,     V^sin  8  sin  (8  —  o)  sin  («  —  Ä)  sin  («  —  y)  /o\ 

Sin  —  BS  -i ^^ 5 •  (oj 

2—  ««py 

2  cos  -—  cos  -^  cos  -~ 

fi  A  « 

Eliminiert  man  femer  aus  der  2.  Formel  (3)  des   vorigen  Para- 
graphen COS  G  mittelst  der  Relation 


^ 
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^        C08  y  —  cos  a  C08  0 

COS  C  = —. r— 5 ^, 

Sin  a  sin  p  ' 

80  eirgiebt  sich  unter  EinfQhrong  der  Funktionen  halber  Winkel: 

.        t  sin  «  sin  /}  sin  C  /.n 

2  ^COs'y   +  COB«-|-    +  COS*^  -    1) 

Dies  in  Verbindung  mit  obiger  Formel  (2)  führt  endlich  noch  zu 
der  Formel: 

cos'~  +  ^^®' 2  +  ^^*'"q —  ^ 

cos  -^  =  H 5 (5) 

2  cos  -;-  cos  -~  cos  4- 

2  2  2 

Die  Unbestimmtheit  der  Vorzeichen  in  den  Ausdrücken  rechter 
Hand  in  den  Formeln  (1),  (2)  und  (5)  verschwindet^  wenn  man  voraus- 
setzt, dafs  wenigstens  2  Seiten  <^  sind,  denn  daxin  gilt  nur  das 
obere  Zeichen. 

Nehmen  wir  nämlich  zunächst  an,  dafs  alle  3  Seiten  <  jc  sind 
und  bringen  die  Gleichung  (2)  in  die  Form 

t  ,    c^    .      a     .      ß     .      y    sin  C7 

sm  -^  «=  +  2  sm  —  sm  -^  sm  -^  —. , 

2  -^  2  2  2     sin  7   ' 

WO  nun  rechter  Hand  sin  -|-  sin  y  sin  -|"  jedenfalls  positiv  ist,  so  gilt 

sicher  nur  das  obere  Zeichen,  da  C  und  y  gleichzeitig  ^  180^  sind. 

Vertauschen  wir  nun  y  mit  2n  —  y,  so  wechselt  die  rechte  Seite 
das  Zeichen;  dies  geschieht  jedoch  auch  linker  Hand,  indem  jener 
Vertauschung  eine  Vertauschung  von  €  mit  360^ -f~^  entspricht,  wie 
geometrisch  leicht  zu  ersehen  ist.  Mithin  gilt  in  der  That  in  (2) 
nur  das  obere  Zeichen. 

Die  Entwicklung  zeigt  nun,  dafs  die  obem  und  untern  Zeichen 
in  (1),  (2)  und  (6)  einander  entsprechen,  also  gilt  das  obere  Zeichen 
von  (1),  (2)  und  (5)  allein,  falls  wenigstens  2  Seiten  <;r  sind. 

Für  Formel  (3)  mufs  man  aber  beide  Zeichen  konservieren. 

Formel  (5)  ergiebt  jetzt  weiter,  indem  wir  voraussetzen,  dafs 
wenigstens  2  Seiten  <«  sind: 

^   .     «    .    8 — a  .    « —  |J  .    s  —  y 
2  sm  -;-  sm  — - —  sm  — —-^  sm  — —^ 
1  'n*i<  2  2  2  2/^v 

l_cosy  =  2sin«^ ,     (6) 

cos  y  COS  Y  cos  ^ 

wie  man  leicht  mit  Beachtung  der  nachfolgenden  beiden  Identitäten 
findet: 


§  13.   Fortaetzung:  Gegeben  8  Seiten. 
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8      .      8  —  y 

sin  y  Bin  — -^ 


8  —  ec  8  —  ß 

sin  — - —  sin 


cos  Y  —  cos  — ^ 


) 


2 


T  (-  cos  ^  +  cos  -J^) 


(7) 


Aus  (6)  und  (3)  erhält  man  nun  nachstehende  zur  Berechnung  von 
£  sehr  geeignete  Formeln: 


sm  — 


cos -7-  = 


4         — 


8  8  —  «     .      «— P  «  —  y 

sm  -r-  sm  — - —  Bin  — —-  sm  — —^ 
2  2  2  2 


a  6  y 

cos  -—  cos  -^  008  --■ 
2  2  2 


8         8  —  a  8  —  ß  «  —  y 

cos  —  cos  — - —  cos  — ~-  cos  — ~- 

«2  2  2 


a  ß  Y 

cos  -5-  cos  -—  cos  -^ 
fi  2  A 


tan  — 

4 


-f  |/tan  Y  tan  -^y"^  tan-^Y"^  **^  ^~2^ 


(8) 


Die  positiven  Wurzelzeichen  der  beiden  letzten  Formeln  gelten^  wenn 
alle  Winkel  .<  180^  sind,  die  negativen,  wenn  sie  >  180^  sind;  u.  s.  w. 

Ist  der  Excefs  bekannt,   so   kann  man  bei  3  gegebenen  Seiten  einen 
Winkel  bestimmen,  z.  B.  C  nach  einer  der  beiden  Formeln: 


tan 


siu  (C7—  -i")  «-■  sin  -     cot  -zr  cot  -^ 
\  2/  2  2  2 

(I  _  i.)  _  cot  i- tan  i^  tan  i^ 


Die  erste  derselben  ist  nichts  anderes  als  die  1.  Formel  (3)  des  vorigen 
Paragraphen;  sie  gilt  für  beliebige  Dreiecke.  Die  2.  Formel  gilt  nnr  für 
Dreiecke  mit  wenigstens  2  Seiten  •<  n. 

Die  Ableitung  dieser  letzteren  Formel  kann  wie  folgt  geschehen.     Man 
bestimmt  zonächst  cos  (C7 ^  j  ,  am  bequemsten  mittelst  der  Identit&t 


cos 


(c-i)_^(4+ 


2 


). 


TD  ___   /TT  JD   Q 

indem  man  diese  rechts  zerlegt  und  sin and  cos unter 

2  2 

Benutzung  der  G^aii/aschen  Gleichungen  eliminiert.    Es  wird,  wenn  man 
an  jener  BeschriUikung  festh&lt: 


cos 


("-!) 


1   — 


cos"  -5 cos*  -~  +  cos"  -5- 

2  2  2 


2  sm  -^  sm  -^  cos  -^ 
2  2  2 
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Man  bildet  weiter: 


1  _  CO.  (C7-  -i-)  -  2  Bin«  (^  -  i) 


8           8  —  Y    .     8  —  a     .     8  —  ß 
2  008  -—  008       ^       8in  -— -  —  8in  — ^   - 
2 2 2  2 

ä~~.     ß  y 

Bin  -^  Bin  ~  008  -ir- 
2  2  2 


wobei  näohBt  der  zweiten  der  Identitäten  (7)  die  Identität 

8  8  —  y         1/        y,  a  +  ß\ 

008  -  -  008  ;r-^  =■  -  -  I  cos  -^  +  008  ^-^  I 

2  2  2\2^  2/ 


zu 


Bin 


beaobten  iBt.    Nun  ist  mithin  Bin  (— --)  bekannt;   dioB  giebt  mit 

in  \C—  —]  sofort  coa  l- —  — j  und  hieraus   folgt  endlich  leicht  die 

für  tan  l— r-j  angegebene  Formel,   wobei  über  das  Vorzeichen  kein 

Zweifel  ist,  weil  sie  mit  der  darüberstehenden  für  sin  (C —j,  sobald 

wenigstens  2  Dreieckseeiten  ^  n  angenommen  werden^  Glied  für  Glied 
gleiche  Vorzeichen  hat. 

Eine  sehr  elegante  Entwicklung  der  Formeln  mit  -j-  gab  Werner  in  dem 

Jowm,  für  Mathem.  und  Phys.  yon  SMömUch  1861,  S.  ^46.  Im  all- 
gemeinen vergl.  man  Baltzers  und  Schlömilch8  Lehrbücher,  das  des  erst- 
genannten namentlich'  auch  für  historische  Angaben. 

§  13.  Theorem  Ton  Legendre.  Die  Anwendung  der  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  erfordert  die  Verwandlung  der  Seiten- 
langen in  Gradmafs  und  umgekehrt.  Liegt  hierin  schon  eine  Un- 
bequemlichkeit^ weil  der  Geodät  meist  der  wirklichen  Längen  der 
Seiten  bedarf;  so  zeigt  sich  bei  der  Rechnung  die  weitere ,  dafs  die 
Logarithmen  der  meisten  trigonometrischen  Funktionen  der  kleinen 
d<)n  Seiten  entsprechenden  Winkelwerte  a,  ß  und  y  nicht  bequem  aus 
den  Tafeln  zu  entnehmen  sind.  Die  Anwendung  der  Hilfslogarithmen 
8  und  T  (S.  33)  beseitigt  diesen  Übelstand  nur  teilweise.  Das  Theorem 
von  Legendre  lehrt  nun: 

Ein  Meines  sphärisches  Dreieck  läfst  sich  berechnen  als  ein  ebenes 
mit  derselben  Seiten,  nachdem  die  Winkel  je  um  ein  Dritteil  des  Excesses 
vermindert  worden  sind. 

Die  Seiten  des  ebenen  Hilfsdreiecks  nennen  wir  a,  b  und  c;  die 
Winkel  sind  Ä n-ß"""^!  (^ ""  -5-9  ^^^  c»  ist  ferner  zu  setzen 

o  9  o 

für  6: 

F 

— _  • 

in  8.k.  9 


k 


§  13.    Theorem  von  Lcgendre.  89 

F  kann  hierbei  hinreichend   genau   nach    den   Formeln   der   ebenen 
Trigonometrie  berechnet  werden,     q  bezeichnet  den  Kugelradius. 
Behufs  Ableitung  des  Satzes  geht  man  von  der  Formel 

cos  a  =  cos  ß  cos  y  +  sin  /J  sin  y  cos  A ,  (2) 

worin  a^ß^yAie  Quotienten ai  Qj  big,  c:  g  bedeuten,  aus.  Da  diese 
klein  sind,  genügt  ^s  für  ihre  Cosinus  und  Sinus  die  ersten  Glieder 
der  Reihenentwicklungen  (1)  S.  28  zu  substituieren. 

Es  findet  sich  dann,  wenn  a,  ß,  y  als  Glieder  1.  Ordnung  be- 
zeichnet werden: 


1  - 


2     ^    24  \  2       '      24/   \  2     ~   24/ 

+  ßy{l-  -f )  (l  -  4)  ^^^  ^  +  ^'e . 

Multipliziert  man  aus,  sodann  beiderseits  mit  ( 1  +  "T  )  und  redu- 
ziert auf  cos  Äy  dabei  immer  die  Glieder  der  6.  Ordnung  vernach- 
lässigend, sowird  nach  und  nach  erhalten: 

C08 A  =  -'«•  +  <»'  +  y'  _  8«'P'  +  2«'y'  +  8(»V-«*-(»*-y*  .  gj 

Werden  nun  die  Winkel  des  ebenen  Hilfsdreiecks  mit  -4.*,  B* 
und  C*,  der  Inhalt  mit  F*  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich: 

und  zwar  für  jede  Zählungsweise  der  Winkel,  da  man  Ä*  mit  360  —  A* 
in  (3)  vertauschen  darf.    Ferner  ist 

F«— ^-  (a  +  6  +  c)  (a  +  6  -  c)  (a  -  6  +  c)  (-  a  +  6  +  c) 
oder 
F*^  =  -y  p*  { 2a«/}«  +  2aV*  +  2/»«/  -«*-/?*-/}.  (4) 

Führt   man   cos  A*  und  JP*  im  oben  erhaltnen  Ausdrucke  für 

cos  J.  ein  und  beachtet,  dafs  auch  F*  »» -^  ^^  sin  J.*  gesetzt  wer- 
den kann,  so  ergiebt  sich: 

cos  -4  =  cos  ^*  — -  -T — ;-  +  CrZ^ 

oder 

cos  A  ««  cos  A*  —  Y  — j-  sin  A*  +  01^ .  (5) 
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Nach  S.  31  (5)  und  (6)  findet  sich  hieraus  und  mit  Beachtung 
von  (4)  S.  83: 

A-A*^g"  {:LJ^^giA  =  ^b+.-.  (6) 

inSftk.  1^9  )  o 


Hierbei  ist  F  für  JP*  gesetzt^  was  mit  grofser  Annäherung  richtig 
ist,  wenn  die  Dreieckswinkel  <  180^  sind. 

Im    allgemeinen    ist    F*   in    (6)    entsprechend    dem   Ausdruck 

Y  6  c  sin  Ä*,  d.  h,  för  Dreieckswinkel  >  180®  negativ,  einzuf&hren. 

Demgemafs  bedeutet  e  im  letztem  Fall  den  Ezcefs  mit  Vernach- 
lässigung von  720®,  weil  alsdann  streng  genommen  F  nicht  gleich  F*, 
sondern  gleich  4n(f*  -|-  F*  zu  setzen  ist.     e  wird  damit  negativ. 

Zur  genauem  Ermittlung  des  Fehlers  von  (6)  entwickeln  wir  im 
JB'olgenden  die  hohem  Glieder  bis  zur  8.  Ordnung. 

§  14,  Höhere  GUeder  zu  Legendres  Theorem.  Zu  grofserer 
Bequemlichkeit  der  Reihenentwicklung  bringen  wir  die  Gleichung  (2) 
des  vorigen  Paragraphen  in  die  Form: 

.  _  2  coa  g  —  COB  (g  ~  y)  -  cos  (ß  +  y)  ... 

cos^—  C08  (p  -  y)  -  cos  ((5  +  y)  ^^^ 

und  kombinieren  dies  mit  der  Formel  (3)  für  cos  Ä*  im  vorigen 
Paragraphen.    Es  findet  sich: 

2j?y(co8(jJ— y)  — C08(jJ+y))  '    ^  J 

(/J  +  y)«  =  S«      und       (/J-y)«  =  cP  (3) 

vorübergehend  zur  Abkürzung  gesetzt.  Den  Zähler  von  (2)  schreibt 
man  besser 

(a*  —  5*)  (cos  (ß  —  y)  —  cos  a)  —  (a*  —  €p)  (cos  (fi  +  y)  —  cos  a\ 
und  nun  giebt  die  bekannte  Reihenentwicklung  der  Cosinus  sofort: 

cos  A  —  cos  Ä*  = 


^"       *^  \      2  24       "^     720  40320  /  2  24 

}:2py{  i. 

-(«•-^)l-2 ^24""  +  "72Ö"  ~  ^4Ö32Ö7  +  ^^*)  I  +  -72Ö~ 


(4) 


Hebt  man  im  Zahler  von  (4)  den  Faktor  (a*  —  s^  (a*  —  cP)  aus  und 
beachtet,  dafs  mit  RtLcksicht  auf  den  Ausdrack  (4)  für  F*  im 
vorigen  Paragraphen 


§  14.    Höhere  Glieder  za  Legendres  Theorem.  91 

162^*« (««  -  s")  («»  —  c?)  9*  (5) 

ist,  so  läfst  eine  einfache  Reduktion  erkennen,  dafs  der  Zähler  auch 
den  Faktor  (s^  —  cP)  hat;  durch  Division  mit  diesem  Faktor  im  Zähler 
und  Nenner  von  (4)  ergiebt  sich  dann 

cos  Ä*  —  cos  -4  «=  (6) 

\ 80  *" 1680 •/ 

y  ^r\  12       ^  860  V 

Für  die  Parenthese  im  Nenner  (6)  setzen  wir  jetzt  im  Zähler  den 
Faktor 

V  +  -^12—  +  72Ö +  ^^^1 


und  erhalten  damit  endlich  nach  einiger  Reduktion: 

cos^'-co8^=--^^(l  + :t_zr: 


(7) 


+ 


3a*  —  ll««(g«  +  d«)  +  IQg*  +  81g*d^  +  lOd* 

5040 


+  Gk]  • 


Behufs  weiterer  Entwicklung  ist  wieder  S.  31  (5)  und  (6)  an- 
zuwenden. Darin  ist  A*  für  Ä  und  die  negativ  angenommene  rechte 
Seite  von  (7)  für  h  zu  setzen. 

Man  hat  bei  der  Substitution  des  Wertes  von  h  femer  die 
Relationen 

F^  =  y  Q^ßY  sin«  ^*, 
4ßy  =  s«  —  (p, 

4(Jy 

ZU  beachten  und  erhält  dann  nach  und  nach  ohne  Schwierigkeit: 

Bin^*   ^      '  48 


(8) 


16a*  +  8a«(g*  +  <^')  —  3(«*  +  d*)  -  26«« d« 


1440  .  12  +  ^^y 

und 


,     16a*  +  128««  (a«  +  d«)  +  93(g*  +  d*)  +  3108*€p     ,    ^,  \ 

'  120960  »■  "'*«y  • 
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Hieriu  ist  das  Vorzeichen  von  F*  zu  nehmen,  wie  es  die  Berechnung 
aus  2  Seiten  und  dem  Zwischenwinkel  giebi 

In  Bezug  auf  die  Gültigkeit  vorstehender  Entwicklung  ist  Folgen- 
des zu  bemerken.  Um  den  Ausdruck  (7)  für  cos  J.*  —  cos  Ä  zu 
erhalten,  konnten  wir  auch  in  der  wie  folgt  modificierten  Form  von  (1) 

cos  Ä  «=-  cos  a  CSC  /J  esc  y  —  cot  ß  cos  y 

die  Reihen  für  Cosinus,  Cosecante  und  Cotangente  anwenden.  Die 
ersteren  gelten  aber  allgemein,  letztere  nur  für  Werte  <  x.  Die 
Entwicklung  (7)  gilt  daher,  so  lange  ß  und  y  <Jf  sind.  Die  ent- 
sprechenden Entwicklungen  für  B  und  C  fordern  auch  noch  a  <  ^. 

Selbstverständlich  genügen  die  in  (7)  angesetzten  Glieder  nur 
für  kleine  Werte  von  a,  /),  y  zur  Erreichung  einer  Genauigkeit  auf 
Bruchteile  Sekunden.  Insbesondere  muTs  die  8.  Potenz  von  a,  ß,  y 
zu  vernachlässigen  sein  (vergl.  S.  28  SchluTs  von  §  6). 

Für  solche  Werte  gilt  dann  auch  sicher  die  Entwicklung  (9)  für 
Ä . —  A*  aus  (7),  für  welche  nach  S.  31  erforderlich  ist,  dafs 
(h  :  sin'  Ä*y,  d.  h.  näherungsweise  (^  ß  y)^,  vernachlässigt  werden 
kann. 

§  15.  Fortsetzung:  Excefsanteile  aus  den  3  Seiten.  Setzt 
man  in  der  für  {Ä,  —  Ä*)  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen  Formel 


Q' 


femer 

o«  +  6«  +  c»  =  3mM 


(1) 


sowie 


k 


a*  +  J4  ^  ^  _  3^4 

.         ^  _   —  12n*  +  10a*  +  54m*  —  86m'a« 
S>    -f- ar —  ^4  , 

,^         6n*  —  So*  —  9m*  +  6m' a» 

SO  gelangt  man  nach  einiger  Reduktion  zu  dem  Resultat: 

F*   l  7m«-^2a«       81n*- 10a*  +  98m*--80m«a«        ^,1 

Durch  cyklische  Vertauschung  von  A,B,C  und  a,b,c  folgt  hieraus 
weiter: 

^       ^       F*   i.    .   7m»— 26«   ,   sin*  — 106*  +  98m*  — 80m»6»    ,    ^.  1 
-^-^-3?r  +  — 4Ö?~  + 5Ö4Ö^^ +  ^^M' 

ry      nm       F^   f-    ,    7m«  — 2c>   ,   81n*— lOc*  +  98m*— SOm'c«    ,  ^y  1 

^-^-8^1^+— iö?-+ 5ö4ö^^ +^^«r 
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Die  Addition  dieser  3  Formeln  giebt  linker  Hand  £  falls  die  Winkel 
<  180^  sind.  Sind  die  Winkel  >  18(y>,  so  ist  Ä*  +  B*  +  C*  ^  900^ 
und  daher 

{A  +  B  +  C)-(Ä*  +  B*  +  C*)  =  Excefs  -  720«, 

welchen  negativen  Wert  wir  aber  wie  .früher  mit  s  bezeichnen.  Man 
hat  somit: 


6  = 

inSek.  .  ,    . 

}  (2) 

Nimmt  man  von  b  ein  Dritteil  und  subtrahiert  es  von  A  —  Ä*  u.  s.  f., 
so  ergiebt  sich  weiter: 


in  Sek.  ,    o  . 

in  Sek. 


in  Sek.  .    ,,  . 

in  Sek 


(3) 


in  Sek. 

In  den  Formeln  (2)  und  (3)  ist  das  Vorzeichen  von  F*  der  Berech- 
nung aus  2  Seiten  und  dem  Zwischenwinkel  entsprechend  zu  nehmen. 
Benutzt  man  (2),  um  aus  (3)  überhaupt  F*  zu  eliminieren,  dann 
erhält  man: 


A  J*=    '    fi     I      »»'  — o'     I     »0(n^-a«)-8mVm«-a*)     ,     ^y  1    \ 

T>  7>»  »     fi     I      W*  — ft*      t      «0(»i*-&*)-Sm«(ii»*~6*)      I     ^y  1 


^-^    =yP+      20^«     "• iöösö^^ l-^^c}- 


(4) 


Die  hierbei  notwendigen  Divisionen  der  1.  Parenthese  von  (2)  in  die 
Parenthesen  von  (3)  sind  jedenfalls  zulässig  wegen  der  zur  Brauch- 
barkeit der  vorstehenden  Entwicklungen  erforderlichen  Beschränkung 
auf  kleine  Seitenlängen. 

Legendre  gab  sein  Theorem  zuerst  in  den  Memoiren  der  franzOdschen 

Akademie  fürs  Jahr  1787;  er  reprodonerte  es  12  Jahre  später  in  dem  Werk 

Ddambres:  Miihades  andlyHques  .  .  .,  und  zwar  ging  er   vom  Sinnssatz 

aus,  indem  er 

sin  a:sinß»>sin^:sin:£ 

durch 

a  :  p  —  sin  (-4  —  u)  :  sin  {B  —  u) 
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ersetzte  und  die  unbekannte  t«  danach  bestimmte.    Da  u  »  —-    wird ,    so 

ergab  sich  die  Möglichkeit,  überhaupt  das  sphärische  Dreieck  auf  ein 
ebenes  zu  reduzieren.  Den  Gosinussatz  wandte  (nach  Fuissant,  TraxU  de 
Giod^sie)  Ixigrange  an  in  dem  M6fnoire  swr  la  Trigonometrie  aphSrique 
{Journal  de  VEcole  JPolytechniqtie,  Nr.  6). 

Wir  benutzten  zum  Teil  Crrunerts  Abhandlung  im  ÄrMv  für  M<Uh, 
und  Physik  Bd.  9,  S.  8  (1847),  die  es  sich  zur  Au%abe  stellt,  eine  beliebig 
weit  anwendbare  Entwicklung  zu  geben.  Grunei-t  erwähnt  auch  ältere 
Darstellungen.  Neuerdings  ging  Neil  von  der  3.  Formel  (2)  S.  80  aus  in 
der  Zeitschr,  für  Math,  und  Phys,  von  ScMömüch  Bd.  19,  1874,  S.  324 
bis  344. 

In  ganz  anderer  Weise  ging  Andrae  vor  (1.  Bd.  der  Dänischen  Grad- 
messung,  1867,  S.  544),  indem  er  zwei  Ausdrücke  för  den  Cosinus  des  zum 
sphärischen  Winkel  Ä  gehörigen  Sehnenwinkels  3i  einander  gleich  setzt: 
einen  der  Ausdrücke  giebt  die  ebene  Trigonometrie  aus  dem  Sehnendreieck, 
den  andern  die  sphärische  Trigonometrie  aus  Ä  und  den  Neigungswinkeln 
der  Schenkel  von  3i  gegen  die  Tangentialebene  in  Ä.  Diese  Methode, 
welche  Zachariae  in  seinem  Werke  Die  geodätischen  Hauptpunkte . . . 
(deutsch  von  Lamp,  1878,  S.  1 26-- 128)  reproduziert,  hat  den  Vorteil, 
unmittelbar  auch  bei  kleinen  Dreiecken  auf  dem  EUipsoid  angewandt 
werden  zu  können. 

Auch  Hansen  entwickelt  das  Theorem  und  giebt  die  Glieder  6.  Ordnung 
in  «  und  Ä  —  A*,  u.  s.  f.  S.  219—221  der  Geodätischen  Untersuchungen 
(1865)  an. 

Neuerdings  hat  Meissel  in  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  95  (1879)  S.  70, 
Nr.  2261  mittelst  der  elliptischen  Funktionen  Formeln  abgeleitet,  die  die 
Auflösung  eines  beliebig  gprofsen  sphärischen  Dreiecks  auf  die  eines  ebenen 
zurückführen.  Diese  Formeln  sind  aber  für  Dreiecke  mit  kurzen  Seiten, 
wie  man  leicht  findet,  viel  weniger  einfach  als  Legendres  Satz,  namentlich 
auch  im  Hinblick  auf  spitze  Dreiecke.  Meisseis  eigne  Formelangaben 
für  diesen  Fall  sind  zu  sehr  abgekürzt 

§  16.  Numerischer  Betrag  der  hohem  Glieder.  Ein  gleich- 
seitiges Dreieck  mit  0^1  q  als  Wert  der  Seiten  a,  b,  c  giebt;  weil 
w  =  n  =  0,1(>  wird: 


=  2062,65  J^  (1  +  -V  +  ^60-) 


V 


€ 

inS«k. 

oder 

€  —  893,16"  +  1,12"  +  0,0015".  (1) 

Andere  Dreiecke  mit  demselben  Durchschnitt  m'  für  die  Quadrate 
der  Seitenlängen  haben  kleinere  Flächen  F*]  führt  man  nämlich  im 
Ausdruck  (5)  S.  91  für  F*  die  Orofse  m  und  die  Hilfsgröfse 

-^  =  6«  —  c* 

ein  —  wobei  man  sich  immer  &  >  c  denken  kann  — ,  so  wird 

F*«  =  -^^^  (6a«w«  -  3a*  -  ^^),  (2) 


§16.    Numerischer  Betrag  der  höhern  Glieder. 


95 


und  dies  zeigt,  dafs  -^  =  0  und  a  =  7»,  d.  h.  das  gleichseitige  Dreieck, 
die  Fläche  F*  zu  einem  Maximum  machen. 

Hiemach  nehmen  das  1.  und  2.  Glied  von  e  ab,  sobald  bei 
gleichem  Werte  von  m  das  Dreieck  sich  von  der  gleichseitigen  Form 
entfernt. 

Was  nun  das  3.  Glied  anbetrifft,  so  ist  zunächst  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedeutung  von  n  nach  Formel  (1)  S.  92 

«*  =  1  (9m'  -  6m«a«  +  3a*  +  ^*)     d.  i.     -   (9m*  -  16F*»).    (3) 


6 

Dies  in  das  Produkt  F*(n*  +  3w*),  von  welchem  das  3.  Glied  wesent- 
lich abhängt,  eingeführt,  findet  sich  leicht  für  dieses  der  Ausdruck 

^  1440,^ ''  W 

dessen  Differentialquotient  nach  F*  stets  positiv  ist,  weil  für  das 
gleichseitige  Dreieck  (dessen  F*  ein  Maximum  ist)  F**  nur  3  m* :  16 
beträgt. 

Sonach  sind  alle  drei  Glieder  des  Excesses  für  das  gleichseitige 
Dreieck  ein  Maximum  mit  Bezug  auf  alle  Dreiecke  gleichen  Durch- 
schnittswertes *der  Quadrate  der  3  Seiten.*) 

Man  hat  damit  unter  Zugrundelegung  der  Werte  (1)  folgendes 
Täfelchen  der 

Maximalwerte  der  Glieder  in  s: 


m  SB 

m  •>■ 

2.  GUed 

• 

8.  Glied 

0,2q 

1274*« 

18" 

0,1" 

0,1 

637 

1,12" 

0,0015" 

0,05 

319 

0,070 

• 

0,02 

127 

0,0018 

• 

0,01 

64 

0,0001 

• 

0,001 

6,4 

»OB» 

0,09" 

(5) 


Um  nunmehr  den  Einflufs  derjenigen  Glieder,  um  welche   die 


*)  Für  die  Annahme  eines  konstanten  Durchschnittswertes  der  1.  Potenzen 
der  Seiten  würde  nichts  wesentlich  anderes  resultieren;  der  Ealkfil  ist  aber  mit 
konstantem  m'  einfincher  und  anlserdem  ist  es  praktisch  ganz  gleichgültig,  was 
voii  beiden  genommen  wird.  Dagegen  würde  ein  Resultat  in  Bezug  auf  ver- 
schiedene Dreiecke  konstanten  Inhalts  wenig  Wert  besitzen,  weil  die  (Geodäsie 
die  Dreiecke  in  Ordnungen  nach  ihrer  Seitenl&nge  und  nicht  nach  dem  Inhalt 
klassifiziert. 
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Reduktionen  A  — -  Ä*,  a.  s.  f.  von  -r-  abweichen,  zu  untersuchen,  be- 

trachten  wir  zunächst  das  2.  Glied  in  \Ä  —  ^*  —  -|-]  nach  Formel 
(3)  S.  93: 

— w* —  ^^ 

Die  Einfahrung  von  (2)  zeigt  sofort,  dafs  zu  einem  Maximum  des 
Gliedes  jedenfalls  d'  ->  0  erforderlich  ist  Weiter  giebt  die  Differen- 
tiation nach  a  als  Bedingung  a'  >=  m'  (l  +  V'0,5)  an,  mit 

+  Q     480--^  (^) 


0,02p    \ 
+0,0001".  J 


w 


als  Maximalwert  von  (6).     Derselbe  betragt  sonach: 

für  m  gleich      0,2  p  0,1  q  0,05  p 

+  1,2"     +  0,074"     +  0,005" 

Er  ist  weit  geringer  als  der  Maximalwert  des  entsprechenden  Gliedes 
in  Y'    ^^^  kann  daher  sagen: 

Eine  gleichmäfsige  Verteilung  des  Excesses  auf  die  3  Winkel  reicht 
jedenfalls  aus,  sobald  s  nach  der  einfachen  Formel  q"  F*  :  p*  berechnet 
werden  darf. 

Hierbei  ist  als  selbstyerstandlich  vorausgesetzt,  dafs  das  3.  Glied 

in  den  Reduktionen  Ä  —  -4*  —  y  u.  s.  f.  nach  den  Formeln  (3)  S.  93 

und  ebenso  in  denen  nach  den  Formeln  (4)  S.  93  gegen  das  2.  Glied 
zurücktritt,  weil  es  von  höherer  Ordnung  ist  Man  sieht  aber  auf  einen 
Blick,  dafs  dies  Glied  notwendig  kleiner  ist,  als  das  entsprechende  in 

y,  Formel  (2)  S.  93,  man  darf  es  also  mit  diesem  gleichzeitig  ver- 
nachlässigen. 

Anstatt  die  Glieder  4.  und  6.  Ordnung  zu  entwickeln,  kann  man  auch 
znr  Ermittlung  der  Genauigkeit  des  Legendreschen  Theorems  einen  Grenz- 
wert für  die  Somme  aller  hohem  Glieder  aufsuchen,  welchen  sie  nicht 
überschreiten  können.  Vergl.  hierzu  Meriena,  Zeitschr.  für  Math,  und 
Phys.  von  SMömiU^  1876,   8.  286. 

Ein  anderes  Verfahren  wandte  Gaufs  an,  indem  er  für  (a  sin  B^ :  5  sin  Ä*) 
einen  strengen  Ausdmck  aofttellte,  der  für  sehr  kleine  Dreiecke  angen- 
scheinlich  von  der  Einheit  nur  wenig  abweicht  {Grelles  Journal  1841, 
Bd.  22,  S.  96  u.  ff.  oder  Bauemfeinds  VermessungOeunde  Bd.  2,  6.  Aufl., 
8.  269). 

§  17.   Excefsanteile  aus  2  Seiten  und  dem  Zwischenwinkel. 

Der  Fall,   dafs   2  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  gegeben 
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sind,  ist  ohne  Zweifel  häufiger  als  derjenige;  dafs  die  3  Seiten 
bekannt  sind.  Wir  müssen  ihn  daher  besonders  betrachten,  wobei 
wir  zunächst  die  Formeln  des  §  15  zu  einer  indirekten  Rechnung  be- 
nutzen. 

Sind  gegeben  b,  c  und  A,  so  ist  bei  diesem  Verfahren 


F*  =  ^bc  sin  A* 

und 

a»  —  6«  +  c*  —  26c  cos  A* 


(1) 


durch  successive  Annäherung  aufzusuchen.  In  1.  Annäherung  nimmt 
man  A^  ^^  A^  berechnet  mittelst  Formel 

inSek.  ^^ 

den  Excefs,  nimmt  sodann  in   2.   Annahermig  A* -^  A  -  ^  xmd 

erhält,  nun  aus  den  Formeln  (1)  die  Gröfsen  F*  und  a'  jedenfalls 
so  genau ;  dafs  man  für  die  Formeln  (2),  (3)  und  (4)  S.  93  die 
2.  und  3.  Glieder  bereits  definitiv  berechnen  kann,  während  das 
Hauptglied  in  b  noch  einen  Fehler  6.  Ordnung  aufweist,  der  durch 
eine  folgende  Annäherung  beseitigt  wird. 

Diese  Annäherungsrechnung  ist  nicht  unbequem.  Will  man  aber 
direkte  Formeln,  so  muTs  man  diese  Rechnung  einmal  mit  den  allge- 
meinen Ausdrücken  selbst  durchführen. 

Die  Formeln  (1)  geben,  darin  J.*  —■  -4  —  ( J.  —  A^)  gesetzt  und 
sin  (A  —  A*),  sowie  cos  (J.  —  A*)  in  Reihen  yerwandelt: 

F*  =  \bc  jsin  ^  -  (^  -  ^*)  cos  ^  —  ^^  '^^f^  BmA  +  ßj«j  , 

a«  =  6«  +  c«  -  26c  cos  A  —  26c{sin  ^  (^  -  A*)  +01^]. 

Nach  8.  92  hat  man  aber  in  einer  für  den  Zweck  der  Substitution 
in  vorstehende  Formeln  passenden  Grestalt: 

und  diese  Formel  giebt  mit  jenen  bei  successiver  gegenseitiger  Sub- 
stitution: 

F-=\bcBinA(l-^^^+Gky 
6c  COS  ^  •=  Y  m*  —  a*  +  6c  GrJg, 

Helmert,  mathem.  a.  phyiikal.  Theorieen  der  hoh.  Oeodftsie.  7 
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A-A*  =  :^bc  smA(l  +-^^.—  +  Gl.y 

hc  cos  ^  =  —  wr  —  a* ;;-, h  hc Gh. 

„^  1,      '     Af^       3wi«  — 2a«       (3m«— 2a«)(14a«— 9m*)    ,    h*c*%m^A   ,     ^,\ 

ir*=:-6c8in^^l i2^r--'- ^,4^0^^ +     72^*-+^^«) 

„bCBmÄ/.     ,     4a*— 3W*     ,      Ua*  — 15a'm'»+ 3  n«       6»  c*  sin«  i«     ,     y-,  7  \  /ox 


in  Sek. 


Bei  diesen  Entwicklungen  ist  nur  das  Eine  fraglich ,  ob  es  nämlich 
zulässig  ist;  in  jP'*'  und  damit  in  £  sin  Ä  als  Faktor  zu  ziehen.  Die 
Entscheidung  behalten  wir  uns  vor. 

Mit  Benutzung  der  bekannten  Reihe  log  (1  +  ?*)  «=  Jtf  (w  —  —  + ' '  7 

stellen  wir  nun  s  in  logarithmischer  Form  dar  und  erhalten  schliefs- 
lieh  mit  Benutzung  der  (4)  S.  93  nachstehendes  Formelsystem: 

O«     _^'       I.   _?*_  _    2&CC08^    ^ 8ln'j4_      \     pl 

"^  ~  7«"  +   7*  p«  8^*"  "t"  "''ü 

'""L^r    ^^"■V~+^l~24^^+ 57607^-  +  — 2^)    +^^6 

^  —  ^    ~  3"  I  ^  "1     "20p*      "^  iööeö^f*  T"  ^^^  \ 

R  7?*  =    M  1*4-    ^*  — ^'    4-    20(i,*~M)-8mMm«-6»)      ,   ^5;  I 

-^  "~ -^         yj      •        20p*        '                  iooeo(^«               -r^^^cj 
^-^    "=3"(^+       20p«      "1 iööiö;? r^^GJ- 

In  Bezug  auf  die  Gültigkeit  vorstehender  Entwicklung  bemerken 
wir,  dafs  man  (3)  auch  als  eine  Umformung  der  2.  Formel  (3)  S.  84; 
welche  in  Anwendung  auf  ß,  y  und  A 

ß         y 
tan  -^  tan  -^  sin  A 

€  =  2  arctan 


(4) 


ß  y 

1  +  tan-^  tan  ^  008  il 
'22 


ergiebig  auffassen  darf.  Da  die  Reihe  für  arctan  a  für  val.  abs. 
tt  <  1  gilt;  so  mufs  man  sich  jedenfalls  auf  val.  abs.  s  <  90^  be- 
schränken. Die  Auflösung  des  Nenners  1  +  ^^  -f"  ^^  o'  ^^^  -^  ^^ 
eine  Reihe  im  Zähler  und  die  weitere  Verwandlung  in  eine  Reihe 
nach  Potenzen   von   ß  und   y  fordern  sodann  noch  ß  und   y  <  y^ 
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und  man  bemerkt  nun  leicht  die  Zulässigkeit  der  Entwicklung  (3) 
für  kleine  Werte  von  ß  und  y]  aufserdem  sieht  man  sogleich,  dafs  8 
den  Faktor  sin  A  hat. 

Der  Einflufs  des  2.  Gliedes  in  e  und  log  €  auf  s  ist  näherungs- 
weise gleich 

worin  man  nach  (2)  8.  94  einem  Maximum  entsprechend  mit  ^  ^s  0 
d.  h.  b  ^=  c  setzen  kann: 

ir«  =  -A-a«(2w«  -a«).  (6) 

Die  Differentiation  nach  a  zeigt  bei  konstantem  m^  ein  Maximum  an 
fllr  a*  nahezu  gleich  --  w*,  wofür  (5)  übergeht  in 

„     3      m* 


—  « 


64      ,<  W 

Für  m  =OylQ  giebt  dies  den  Betrag  von  1",  nahe  übereinstimmend 
mit  dem  entsprechenden  Glied  in  (2)  8.  93. 

Das  3.  und  4.  Glied  in  log  s  haben  auf  s  einen  Einflufs  näherungs- 
weise gleich 

,.   F^   32  a*  —  46  m*  +  24n*  +  320  jP*« 
^      Q*  6760p* 

d.  i.  für  -d-  =  0  mit  F*  nach  (6)  und  n*  nach  (3)  S.  95  auch  gleich 


,,  >/3a«(2m«  — g«)    96w«a'  —  16o*  —  9m*  ,^v 

^  4  p«  6760  p*  W 

Dies  ist  im   Maximum  nicht  erheblich  kleiner  als  der  Einflufs  ent- 
sprechender Glieder  in  (2)  S.  93. 

Täf eichen  (5)  8.  95  gilt  daher  im  wesentlichen  auch  für  den  Fall, 
dafs  Formel  (4)  zur  Anwendung  gelangt. 

§  18.  Beliebige  drei  Stücke  gegeben.  In  anderen  als  den 
bisher  betrachteten  beiden  Fällen  kann  man  sich  immer  durch  successiye 
Annäherung  nach  den  Formeln  des  §  15  8.  92  helfen,  in  der  Weise, 
dafs  ähnlich  wie  8.  97  F*  wiederholt  aus  verbesserten  Näherungs- 
werten derjenigen  8tücke  des  ebenen  Hilfsdreiecks  berechnet  wird, 
die  den  gegebenen  8tücken  des  sphärischen  Dreiecks  entsprechen. 

Wir  gehen  darauf  nicht  weiter  ein,  teilen  dagegen  noch  eine 
Formel  mit,  die  für  ungewöhnlich  grofse  beobachtete  Dreiecke,  wenn 
eine  8eite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden,  von  nutzen  ist. 

7* 
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Hier  wird  zwar  immer  eine  gleichmäfsige  Yerteilimg  von  s  auf 
die  drei  Winkel  ausreichen^  aber  unter  Umstanden  der  Wunsch  ent- 
stehen, den  Einflufs  der  Glieder  4.  Ordnung  auf  s  kennen  zu  lernen. 
Nun  ist  nach  S.  83  (1) 

s           '  9  tt         Bin  B  Bin  C  z^  % 

sin  --  =  sin«  ^  — j^ .  (1) 

»in(B  +  C-±) 


2  •""     2 


Setzt  man  hierin  y  f&r  sin  y ,  so  giebt  dies  einen  Fehler  von  der 
Ordnung  €^  oder  6.  Ordnung.    Femer  ist  nach  S.  32  (1) 

sin  ^  =  'Y  y^^^  -^  +  öig. 
Man  hat  daher 


€  = 


a*  sin  £  sin  C        ^V       •  «         ^ 


Führt  man  rechter  Hand  die  1.  Formel  (5)  S.  81  ein,  so  folgt: 

,      l/sin«  BünlB-  4)  ein«  C  sin  (c  -  -|-) 

^-^- (   "^     s^^ — -  +  ^^'    (2) 

Hieraus   ergiebt   sich    endlich    f&r   logarithmische   Rechnung,    wenn 

^  log  sin  die  Änderung  des  Briggischen  Logarithmus  fOr  eine  Sekunde 

anzeigt: 

,  t        o'a*  sin  JB  sin  C7  /qv 

^'^^-  ^**ß  «>'  Bin  (B  +  C)  (3) 

Sind  alle  drei  Winkel  beobachtet^  so  wird  man  es  vorziehen,  mit  Ä 
anstatt  mit  {B  -^  C)  z\x  rechnen,  und  zwar  genügt  es,  in  yorstehender 
Formel  (B  -f-  C)  durch  Ä  zu  ersetzen,  wie  leicht  zu  finden. 

Ist  z.  B.  a  B»  0,05^  mit  B  und  C-»  300^,  so  wird,  da  abgesehn 
vom  Vorzeichen  des  Sinus  J  log  sin  (JB  +  C)  «=  +  -^  log  sin  60^  ist, 

log  B  —  2,348866n  -  0,000227;    s  —  -  223,172" ; 

übereinstimmend  mit  einer  Rechnung  nach  der  strengen  Ausgangs- 
formel (1). 

§.  19.   Zahlenb^ispiel.    b'^c  —  0,26p;   Ä  —  270^ 


*)  Mit  Benntsnng  eines  Gedankens  von  Kwnmdl^  Astronom,  Nadir,  Bd.  89, 
S.  64  (Nr.  2116). 
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Die  Gaufsischen  Gleichungen  geben  hierzu^  da  /J-«y=  14®  19' 26,202" 
wird  und  die  oberen  Zeichen  gelten: 

sin  — g —  sm  -g-  =  0 

cos  — =-^  sin  -|-  =  [9,2428916.5  -  10] 

sin  ^  j"^  cos  -|-  =  [9,8494850 . 0.  —  10] 

cos  ^t^  cos 4  =  [9,8357695 . 2  —  10]. 

Hierin  ist  die  8.  Ziffer  nur  Interpolationsziffer  aus  den  Proportional- 
teilen bei  Anwendung  7  ziffiiger  Logarithmen.  Die  3.  und  4.  Qleichung 
geben,  wenn  man  a  <  «  fordert: 

A±_^  =  360«  -  45»  54'  16,489",  dazu  die  1.  und  2. 
A=_^-  =  0 


I/  =  6'=  314»  5' 43.511" 

e  =  718»  11' 27,022"  =  -  1»  48' 32,978". 
Die  1.  und  2.,  bezw.  die  3.  und  4.  Gleichung  geben  femer: 

sin  -|-  =  [9,2428916.5  -  10]       cos  -|-  =  [9,9932505.3  —  10] , 

-^  =  10»  4' 30,813"    a  =  20»  9' 1,626", 

o  =  0,35169173^. 
Zur  Kontrolle  kann  eine  der  Formeln  (3)  S.  84  dienen.    Die  2.  giebt: 

tan  -J-  =  —  tan»  -|-   also    e  =  —  6512,978". 

Die  Formdn  (4)  S.  98  führen  di^egen  zu  nachstehenden  Zahlen: 
i«  =  c*  =  0,0625 p«,        o»  =  0,123698p*,    m*  =  0,082899 (.*, 
1«  =  c*  =  0,003906(»*,    a*  =  0,015301  (►*,     n*  =  0,007 704 (>*, 

m*  =  0,006872(>«, 
log  £  In  Sek.  =  3,8092751.5,  +  44532.4  +  275.5  +  235.7 
=  3,8137795.1. 
£  =  _  6512,976"  =  —  1»  48' 32,976". 
Ä-A*=    -  2170,992  +  4,429  +  0,033  -  0,002  =  —  2166,532", 
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—  2170,992  -  2,215  -  0,016  +  0,001 2173,222". 


B  —  B*  =  \ 

C  -C*  = 

Hieraus  folgt 

J.*  =  270«  36'  6,532"    und  da    A* -{- B*  +  C*  =  900«  ist, 

jB*  —  C*=314Mr  56,734",  also 

JB  =  C  =  314     5  43,512. 

Ferner  giebt  der  Sinmsatz 

a  =  0,25p  sin  ^*  :  sin  B*  =  0,35169173(>. 

§  20.  Polarkoordinaten.  Für  Gradmessungszwecke  kann  es 
zweckmäfsig  erscheinen,  aus  dem  Dreiecksnetze  die  Entfernungen  der 
astronomisch  bestimmten  Dreieckspunkte  zu  ermitteln.  Man  wird 
damit  zu  der  Aufgabe  geführt,  aus  einer  Reihe  von  Seiten  beobachteter 
Dreiecke,  etwa  P^P^,  P^Pg, . . .  P»_iP„,  welche  an  einen  astrono- 
mischen Dreieckspunkt  Pq  anschliefsen,  successive  die  Radienvektoren 
PqP^,  PqP^j  . . .  PqPh  und  ihre  Azimute  gegen  eine  durch  Pq  gehende 
Anfangsrichtung  zu  berechnen. 

Es  genügt,  das  Verfahren  für  PqP^  zu  erörtern.  Der  Einfachheit 
halber  schreiben  wir  nur  die  Indices  der  Punkte  P  an. 

Im  Dreieck  0.1.2  sind  gegeben  die  Seiten  0  .  1  und  1.2,  sowie 
der  Zwischenwinkel  als  Differenz  der  Azimute  a  der  Seiten.  Wir 
führen  folgende  Bezeichnungen  ein,  wobei  die  cyklische  Reihenfolge 
0.1.2.0  zu  beachten  ist  (vergl.  S.  71): 

Seite  0  .  1  mit  &,      Seite  0  .  2  mit  a, 

Seite  1  .  2  mit  c, 


0) 


<^(    [    )  =  —  «1.2  +  «1  0  mit  -4, 

.    /O  .  1\  ,  ^ 

^  V   2   J  ^^  """  "*  •  ®   '   "^  •  *     " 

Jetzt  ist  das  Formelsystem  (4)  S.  98  anzuwenden  und  das  ebene 
Dreieck  aufzulösen  mittelst  der  Formeln 


a  sm 


a  cos 


B*-C*          ,,         .    .     B*  +  C* 
— =(6-c)sin ^-—, 


2 
2 


2 


=  (6  +  ^)  cos 


2 


Ä* 


90«-  ^5^*<l80, 


Ä* 


450^-^;^*>180. 


2 


(2) 


§21.   Die  Additamentenmethodc. 
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Diese  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  gehen  aus  den  beiden 
ersten  Gaufsinchen  Gleichungen  S.  79  hervor,  wenn  man  die  Sinus 
der  Seiten  in  Reihen  verwandelt,  beiderseits  mit  q  multipliziert  und 
dann  p  =  oo  setzt.     Die  3.  und  4.  Gleichung  (10)  S.  79  geben  die 

Gleichung  für 7"       • 

Aus  JB*  und  C*  folgen  nun  B  und  C  mittelst  der  (4)  S.  98  und 
es  ist  sodann: 


«0  .  2   =  0  -f-   «0  .  1 ; 
«2  .  0  =  «2  .  l  —  -B, 


(3) 


womit   man   alles  hat,   um  die  Rechnung   im  Dreieck  0.2.3  fort- 
setzen zu  können. 

Sind  die  Logarithmen  von  b  und  c  gegeben,  so  ist  bequemer  als 
(2)  das  Formelsystem: 

log  cot  X  =  log  6  —  log  c, 
tan =  tan ^ cot  (k  -|-  45"), 


B*  +  C7* 


A* 


=    90«-^^;  ^*<180«, 


^l* 


=  450'»  -  ^;  ^*>180^ 


a  = 


,    sin  A* 

^    ~ TD*" 

Bin  B* 


sin  A* 
^"sm'C*  ' 


(4) 


zu  welchem  man  gelangt,  wenn  man  den  Ausdruck 


sing*       1 
sin  C* 


sin  B* 
sin  C* 


+  1 


cot  X  —  1 

cotA  +  1 


(5) 


bildet.  Dies  System  (4)  setzt  aber  voraus,  dafs  das  Dreieck  nicht 
sehr  stumpf  ist,  welcher  Fall  bei  Berechnung  von  Polarkoordinaten 
gerade  häufig  eintritt. 

§  21.  Die  Additamentenmethode.  Dm  Legendresche  Theorem 
gewährt  die  Möglichkeit,  ohne  Benutzung  der  sphärischen  Trigono- 
metrie nach  den  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  von  einer  ge- 
gebenen Basis  ausgehend  alle  Seiten  des  Dreiecksnetzes  zu  berechnen. 
Soweit  es  sich  hierbei  um  beobachtete  Dreiecke  handelt,  ist  die  Aji- 
wendung  des  Theorems  noch  durch  den  Umstand  erleichtert,  dafs 
behufs  Ausgleichung  der  Dreieckswinkel  nach  der  Methode  der  kleinsten 
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Quadrate  jedenfalls  die  Excesse  schon  vorher  berechnet  werden  müssen 
und  somit  für  die  weitere  Rechnung  nur  die  geringfügige  Arbeit  der 

Subtraktion  von  —  von  jedem   sphärischen  Winkel   erforderlich    ist, 

um  danach  sofort  die  ebene  Trigonometrie  anwenden  zu  können. 
Aber  auch  dann,  wenn  s  erst  berechnet  werden  mufs,  ist  das  Ver- 
fahren ein  so  einfaches  und  übersichtliches,  dafs  es  jetzt  wohl  aus- 
schliefslich  benutzt  werden  dürfte.  Immerhin  ist  doch  zweier  anderen 
2fethoden  zu  gedenken,  die  vielleicht  unter  Umständen  mit  dieser 
Berechnungs weise  zu  konkurrieren  imstande  sind,  mindestens  aber 
ein  wissenschaftliches  Interesse  beanspruchen.  Zunächst  die  Addita- 
mentenmethode. 

Dieselbe  setzt  allgemein  für  eine  Dreieckseite  s 

log  sin  i-  =  log  y  —  ^  =  log  s  —  log  Q  --  A„  (1) 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Anwendung  des  Sinussätees  auf  a,  &,  A 
und  By  so  hat  man  also  in  der  Gleichung 

h  .      a     sin  J9 

Sin  —  =  sm  — 


q  p    sin  ^ 

zu  substituieren: 

log  sin  --  *=  log  6  —  log  Q  —  Af,, 

log  sin  —  =  loga  —  log  q  —  Aa- 
Dies  giebt: 

(log  b  —  Ao)  =  (log  a  —  Aa)  -f-  log  sin  B  —  log  sin  A.         (2) 

Steht  eine  Tafel  der  As  mit  dem  Argument  log  sin  s  zur  Dispo- 
sition, so  kann  man  in  einer  zusammenhängenden  Dreieckskette  nun 
in  der  Weise  rechnen,  dafs  man  den  log  Basis  um  sein  Additament 
vermindert  und  nach  (2)  von  Dreieck  zu  Dreieck  für  alle  Seiten 
(log  s  —  As)  aufsucht,  schliefslich  aber  alle  diese  Werte  um  As 
vermehrt. 

Die  Additamentenmethode  erfordert  die  Konstruktion  einer  Tabelle 

für  As-    Man  kann  dazu  log  sin  —  in  eine  Reihe  entwickeln,  einfacher 
aber  die  S  der  Logarithmentafeln  anwenden  (S.  33).    Es  wird 


k 


S  =  log  sin  j  -  log  -y- ; 
vergleicht  man  dies  mit  Formel  (1),  so  folgt  zur  Bestimmung  von  A,: 

A, 5  —  log  (►"  =  —  5  -  5,3144251.3 ,  (3) 

8  nun  Argnmeol  -^ gehörig. 
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Beispielsweise  giebt  log  s  =  5;48000  mit  log  q  =  6;80416  zunächst 

log  -^  =  3,99027  mit  S  =  4,6854121.8  -  10 

und  daraus  folgt  nun 

^,  =  10  -  9,9998373.1  =  +  1626.9. 

Man  kann  A,  als  Differenz  von  log  sin  und  log  arc  auch  aus 
Bremikers  Logarithmentafeln  mit  6  Stellen  entnehmen,  wo  es  als  6 
neben  den  Sinuslogarithmen  steht  —  allerdings  nur  zur  Rechnung 
mit  7  Deci malstellen  geeignet.  Für  8ziffrige  Rechnuog  vergl.  eine 
Tafel  in  Bremikers  Studien  S.  80. 

Da  fiir  Dreiecke  mit  Seiten  grofser  als  0,05  p  nach  S.  96  (8)  eine 
gleichmäfsige  Verteilung  des  Excesses  auf  die  3  Dreieckswinkel  nicht 
mehr  zulässig  ist,  so  wird  hier  die  Additamentenmethode  zur  Seiten- 
berechnung nach  dem  Sinussatz  jedenfalls  bequemer  als  Legendres 
Theorem.  Wir  werden  aber  später  sehen,  dafs  Dreiecke  von  derartigen 
Dimensionen  überhaupt  nicht  mehr  als  sphärische  berechnet  werden 
können  und  (ohne  dafs  wir  darauf  zurückkommen)  wird  sich  zeigen, 
dafs  der  Sinussatz  für  Dreiecke  auf  dem  Rotationsellipsoid  auf  die  An- 
wendung von  Legendres  Theorem  (in  erweiterter  Gestalt)  allein  hinweist 

Insoweit  die  Kugelgestalt  der  Niveaufiächen  eine  zulässige  Hypo- 
these ist,  führt  die  Additamentenmethode  aber  zu  einem  brauchbaren 
Verfahren. 

Sie  wurde  in  der  1.  Hälfte  dieses  Jahrhunderts  fär  süddeutsche  Trian- 
gulieruDgen  angewandt,  namentlich  von  Soldner  für  die  bayerische  Landes- 
vermessung, seit  1810.  Vergl.  Die  bayerische  Landesvermessung  u.  s.  w, 
München  1873.  S.  222;  ferner  Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde 
Bd.  2,  S.  132,  sowie  Neu  in  der  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys,  Bd.  19. 
1874.  S.  344—353.  Hier  finden  sich  auch  Anwendungen  der  Additamenten- 
methode auf  andere  Fälle  als  den  Sinussatz.  In  dieser  Beziehung  mag 
noch  bemerkt  werden,  dafs  man  z.  B.  bei  Auflösung  der  6rau/nschen 
Gleichungen  bei  Seitenlängen  bis  zu  0,05  p  genügend  genau  für  Rechnung 
mit  7  Decimalen  der  Logarithmen 

log  cos  -    «a  —  3At 
9 

setzen  kann,  wie  die  1.  Formel  (1)  S.  32  §  10  zeigt 

§  22.    Strenge  Formeln  fUr  Sehnen  und  Horizontal winkeL 

Wenn  man  nicht  unmittelbar  die  Dreiecksseiten  auf  der  Kugelfläche, 
sondern  vorerst  die  zugehörigen  Sehnen  aus  der  Basissehne  und  den 
Winkeln  ableitet,  so  giebt  es  dazu  strenge  Relationen  zwischen  den 
Sehnen  und  den  Horizontalwinkeln. 

Der   Winkel  der  Sdinendreiecke  bedarf  man  nicht    Die  Sehnen 
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bezeichnen  wir  mit  gotischen  Buchstaben  und  setzen  voraus,  dafs 
a,  h  und  c  <^7tQ*)  seien;  dann  erhalten  wir  sofort  aus  bekannten,  ein- 
fachen geometrischen  Beziehungen: 


a  =  2 p  sin  TT- ,      h  =  2p  sin  ^-  ,      C  =  2p  sin  ^['   , 
oder 

U  =  2p  sin  -^,      b  ==  2p  sin  -2-,       C  =  2p  sin  -^  • 


(1) 


Setzt  man  dies  in  die  Formel  (8)  S.  82,  so  ergiebt  sich: 

a :  b :  C  =  cos  -^  sin  ( J.  — ^^  :  cos  -|-  sin  ( JS  —  -|- j  :  cos  l  sin  (C—  ~)  • 

Nun  hat  man  aber  nach  der  1.  Formel  (5)  S.  81,  indem  man  sie 
auf  a,  ß  und  y  anwendet: 

q  a  q  ß  o  y  sin  ^  ain  B  sin  C 

COS*  -5- :  cos*  -^ :  cos*  -5-  =        ,  v    : 7 r-  : -, ^v  - ; 

'  '  '         ^Ä-±)       .„(»-!)       .i.(<7-|)' 

eliminiert  man  hiermit  a,  ß,  y  aus  der  vorigen  Proportion,  so  folgt 
eine  strenge  Formel  zur  Berechnung  der  Seiten  b  und  t  bei  gegebener 
Seite  ü  und  bekannten  3  Winkeln  A,  jß,  C: 


j/ein  ^  Bin  (^  —  y)        l/sin  B  sin  (b  -  y)        j/sin  C  sin  (c  -  -|-)       (2) 

Zu  der  Berechnung  von  €  aus  einer  Sehne  ü  und  den  Horizontal- 
winkeln giebt  Formel  (1)  §  11  S.  83  die  Gleichung 


e  Ä*  sin  B  sin  C         ä'         sin  £  sin  C  ^^n 


2 


deren  Auflösung  durch  Annäherungen  schon  am  genannten  Orte  mit 
Bezug  auf  die  in  der  Geodäsie  in  der  BrCgel  nur  in  betracht  kommenden 
Werte  von  e  behandelt  ist. 

Zur  vollständigen  Berechnung  eines  Dreiecksnetzes  sind  auch 
Formeln  für  zwei  Seiten  und  ihren  Zwischenwinkel  als  gegebene 
Stücke  unter  Umständen  erforderlich.  Der  Versuch,  auch  hierzu» 
strenge  Formeln  aufzustellen,  führt  nicht  völlig  zum  Ziele,  insofern 


*)  Da  zu  3  Punkten  auf  der  Kugel  nur  ein  Sehnendreieok  gehört,  welches 
immer  mit  einem  sphärischen  Dreieck  korrespondiert,  dessen  Seiten  dieser  Be- 
dingung genügen,  so  liegt  in  derselben  keine  Beschrftakung. 
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man  uur  zu  Formelu  gelangt^  die  eine  successive  Annäherungsrechnung 
erheischen  und  sich  wenig  zur  Anwendung  eignen.  Wir  unterlassen 
daher  deren  Mitteilung  und  gehen  sogleich  zu  den  Näherungs- 
formeln über. 

§  23.    Näherungsformeln.     Orunerts   Satz.     Zur  Reduktion 
von  der  Sehne  it  auf  die  Seite  a  und  umgekehrt  erhält  man  mittelst 

der  1.  Formeln  von  (3)  und  (4)  S.  29  u.  30  för  m  =  y-  und  sin  w  =  -^ 

leicht  die  Formeln: 


iog«=iog«+-;-M((^r+iH^r+-)- 


(l) 


In  der  Regel  wird  man  sich  aber  der  S.  105  erwähnten  Hilfstafeln 
fQr  die  Dififerenz  von  Sinus  und  Arcus  bedienen. 

Es  folgt  nun  ferner  ohne  weiteres  aus  den  Relationen  (2)   des 
vorigen  Paragraphen  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  4.  Ordnung 

(in  Bezug  auf  —  ): 

a  :  b  :  r  =  sin  (^  -  ^)  :  sin  (b  -  y)  :  sin  (C—^)-         (2) 

Dies  ist  Grunerts  Säte,     Er  unterscheidet    sich    von    Legendres  Satz 
dadurch,  dafs  die  reduzierten  Winkel  keinem  Dreieck  angehören. 

Zur  Kenntnis  der  Glieder  4.  Ordnung  führt  folgende  Rechnung. 
Die  Proportion 


b:t  =  l/sin  B  sin  (b  -  {- )  :  ]/sin  C  sin  (c  -  y)  (3) 

giebt  durch  Auflösung  von  sin  \B  —  —)  und  sin  \C  —  -|-)  in  die  Be- 
standteile und  Division  beider  Wurzeln  mit  cos  -^ : 


b_  Bin  g  "1  /  ^ 

t  ~   BinC     1/      ^ 


—  cotBtan  —- 

; ^•  (4) 

—  cot  C  tan  ~ 


Zähler  und  Nenner  der  Wurzel  dieser  Formel  lassen  sich  f&r  kleine 
Dreiecke  nach  dem  binomischen  Satze  entwickeln.  Es  ist  nämlich 
z.  B.  für  den  Nenner  nach  S.  84  2.  Formel  (3): 

cot  C  tan  Y  =  1  :  M  -}-  cot  y  cot  -~  »ec  C)  (5) 
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und  für  kleine  a  und  ß  ist  demnach  das  Produkt  cot  C  tan  —  stets 
zwischen  -  1  und  +  1  enthalten.  Im  allgemeinen  und  bei  beUe- 
bigen  Werten  von  C  findet  dies  sicher  statt,  so  lange  cot  -^  cot  -|-  >  2 

ist;  d.  h.  die  Dreiecksseiten  in  Gradmafs  genommen  ca.  70^  nicht 
übersteigen.  Beschränkt  man  sich  auf  kleine  Werte  von  a,  ß  und  y 
und  betrachtet  diese  wie  bisher  als  Gröfsen  1.  Ordnung,  so  sind  die 

Ausdrücke  cot  C  tan  y,    cot  jB  tan-  u.  s.  f.,  wie  (5)  zeigt,  Grofsen 

2.  Ordnung. 

Man  erhält  nun  aus  (4) 


1  —  y  cot 5  tan  I  (l  +  ~  cot  J?  tan  --"j  +  Gl^ 


b  BlTtB 

t         8in(7    i_i.cotC7tany(l+i-cotCtan  ^)+ö/e 
und  hieraus  folgt,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit 

1  —  —  cot  J8  cot  (7  tan*  y  "~  ^ 

multipliziert,  sowie  unter  der  Annahme,  dafs  s  wie  früher  bei  aufser- 
halb  gezählten  Dreieckswinkeln  negativ  genommen  wird: 

inB   ^  ""  Y  ''''^^  tan  -|-  (l  +  ^  tan  |  [cotB+cotC])  -  |- -  +  Gl, 


h         Bin 


1  -  -i-  cot  C tan  y  (l  +  J-  tan  -L  [cotB  +  cotC])  -~  +  Gl,  ' 


oder  mit  Benutzung  einer  (wie  man  rückwärts  verificieren  kann)  yöUig 
zulässigen  einfachen  Umformung  in  Zähler  und  Nenner: 

ein  (b  -  4" öA'-  [cotB  +  cotC])  +  ^h 

. .J_     _ (6) 

^  Bin  (C-  -^ 3^ [cot5+cotC7]j  +  Gl, 

In  dieser  Formel  ist  angenommen,  dafs  €  in  Sekunden  ausgedrückt 
sei.  Aufserdem  mag  bemerkt  werden,  dafs  die  Glieder  6.  Ordnung  u.  s.  f. 
im  Zähler  und  Nenner  £  nicht  immer  in  Verbindung ,  mit  cot  3  und 
cot  C  enthalten,  sondern  auch  einmal  wenigstens  frei  davon,  dafs  sie 
mithin  wie  sin  'S  und  sin  C  (also  wie  die  Hauptglieder  im  Zähler 
und  Nenner)  verschwinden.  Es  ist  aber  niciiX  angänglich,  sie  ohne 
weiteres  mit  in  diese  Hauptglieder  (als  Incremente  von  B  und  C) 
hereinzunehmen. 

Zur  Berechnung  des  Excesses  €  dient,  mit  Benutzung  logarith- 
mischer Differenzen,  bis  auf  Glieder  6.  Ordnung  genau  wieder  Formel 
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(3)  des  vocigen  Paragraphen^  wobei  es  genügt,  linker  Hand  sin  -j  mit 
(£  in  Sek.)  :2q'  zu  vertauschen. 

§  24.  2  Sehnen  b  und  t  und  der  Hoiizontalwinkel  Ä  gegeben. 

Indem  man  (k  —  ()  :  (b  +  C)   bildet,   folgt  ans  (6)  S.  108  zunächst 
nachstehende  Formel  zur  Berechnung  von  (B  -{•  C): 

k-f  \      «      /  ^j^ 


wobei  man  beachten  mag,  dafs  die  01^  für  B  «^  G  verschwinden, 
wie  die  oben  gegebene  Entwicklung  unzweifelhaft  nachweist  Linker 
Hand  fahrt  man  einen  Hilfswinkel  ein  wie  S.  103,  um  die  logarith- 
mische Rechnung  zu  erleichtem,  und  rechter  Hand  setzt  man  im 
Nenner  besser 

-|i[cotB  +  ootCr]--^  +  ....  (2) 

Dafs  diese  Substitution  zulassig  ist,  erkennt  man  leicht  mittelst  nach- 
stehender, aus  (4)  S.  98  zu  entnehmender  Relationen: 


«aftcoeC           a"-t-6"-c«     ,    rn          a" -f- b*  —  r"     ,    rn 
S = ^^f T  ^*4  •= li T  ^*4> 


r  r  ^  9' 

ah  BinC         o      1/17 
«BS  2£  +  GL. 

Hieraus  folgt  fOr  £  cot  C  und  analog  fOr  £  cot  B: 


(3) 


4«  cotC—  «*  +  *|-g*  _|_  Qi^^ 

4£cotjB  —  -? V-^  +  Gh- 

Entnimmt  man  nun  noch  zur  Berechnung  des  Excesses  die  Formel 

(2)  S.  85  mit  gehöriger  Yertauschung  der  Stücke  des  Dreiecks,   so 

hat  man: 

c  bt  sio  Ä  /ifx 

Durch  Reihenentwicklung  von  cos  ^  gelangt  man  weiter  zu  der 
Formel: 

Somit  gestaltet  sich  endlich  das  Formelsystem  zur  Auflösung  des 
Dreiecks  aus  b,  t  und  Ä  wie  folgt: 
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a»         b"  + c'  — 2bf  008  A     ,    ^7 
-^  = ^i r  K; 

.  .  £>L^  (i  +  ^  +  Gl.) . 

in  Sek.  *^  ^  ^9     ^  f 

log  cot  A  =  log  b  —  log  f , 
B  +  C    (=900-4  +  1-,     ^<180«,  ^^^) 

=450»- 4  + |,    ^>180», 
tan  ^  =  tan  (^  _  ^,[1  +  ^^])cot(A+450)  +  ÖZ3, 

H  folgt  aus  Formel  (6)  des  Torigen  Paragraphen^  welche  Formel  auf 
H  und  b  oder  H  und  l  angewandt  werden  kann,  nachdem  JB  und  C 
bekannt  geworden  sind. 

Diese  Rechnung  genügt  aber  nur,  wenn  A  nicht  sehr  stumpf  ist. 
Da  nun  ein  dem  System  (2)  S.  102  analoges  System  selbst  dann 
kompliziert  wird,  wenn  man  £*  in  genannter  Formel  (6)  yemach- 
lässigt,  so  mufs  man  noch  eine  Formel  nach  Art  des  Cosinussatzes 
der  ebenen  Geometrie  fQr  vf  aufstellen.    Es  ist  aber  im  Sehnendreieck: 

a«  =  b«  +  c*-2kccos3l,  (8) 

worin  %  den  Sehnenwinkel  zwischen  b  und  t  bezeichnet  Die  Yertii^le 
in  der  Ecke  A  und  die  Sehnen  b  und  t  bilden  eine  dreiseitige  Ecke 

mit  den  Seiten  \^  +  ^-j ,  (y  +  ~j  und  31;  letzterer  Seite  liegt  der 

Flächenwinkel  A  gegenüber.    Daher  ist 

cos  31  ■=  sin  -|-  sin  y  +  cos  -|-  cos  -|-  cos  -4 .  (9) 

Führt  man  hier  die  Formeln  (5)  S.  81,  angewandt  auf  /3  und  y^ 
ein,  so  folgt  nach  einfieusher  Reduktion: 


i 


C08  3l-COs(^-|-)  1/ .injeinc ^cos(^- J)cos|.    (10) 

Entwickelt  man  noch  cos  y  nach  Potenzen  Ton  sin  —y  so  ergiebt 
sich  nunmehr  für  H*  die  Gleichung: 

«.«!,.+  f«_  2fcTco8(^  -I)  (l  -^  -  ^^  +  p*GJs.     (11) 

Vorstehende  Entwicklungen  dürften  zeigen,  dafs  die  Rechnung 
mit  Sehnen  und  Horizontalwinkeln  nicht  mühsamer  ist,  als  diejenige 
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mit  horizontalen  Entfernungen  und  Horizontal  winkeln,  namentlich 
wenn  man  auf  Polarkoordinaten  verzichtet.  Doch  ist  hervorzuheben^ 
:'afs  die  Gl^  bei  der  Sehnenrechnung  im  allgemeinen  rascher  als  beim 

Legendreschen  Theorem  merklich  werden.  Das  Glied  -^  a*  [cot  5 + cotC] 
=  —6ü^:g^  im  Zähler  von  (6)  S.  108  insbesondere  ist  im  allge- 
meinen weit  grofser  als  das  entsprechende  Glied  —  c  (m*  —  a*)  :  p* 

in  der  1.  Formel  (4)  S.  93,  wie  die  Substitution  a*  «=  w*  zeigt. 

Ob  man  wirklich  eine  Triangulation  mit  Benutzung  von  Sehnen 
und  Horizontalwinkeln  zu  berechnen  für  vorteilhaft  erachten  kann, 
wird  davon  abhängen,  wie  sioh  die  entsprechenden  Formeln  fürs 
Rotationsellipsoid  gestalten  und  wie  sich  die  weitere  Verwertung  der 
Resultate  einer  Triangulation  in  der  Form  von  Sehnen  und  Horizontal- 
winkeln gestaltet.    Diese  Erörterung  bleibt  vorbehalten. 

In  früherer  Zeit  (u.  A.  bei  den  französischen  Vermessungen  zu  Ende  des 
vorigen  Jahrhunderts  durch  Delamhre  [vgl.  Methodes  ancUytiques  p.  36—42] 
und  bei  den  österreichischen  Vermessungen  im  1.  Viertel  dieses  Jahr- 
hunderts durch  Qeneral  Fällen  [vgl.  Nctgels  weiter  unten  citierte  Abh.]) 
wurden  die  gemessenen  Winkel  auf  Sehnenwinkel  bezw.  Horizontalwinke} 
reduziert,  eine  allerdings  mühsame  Arbeit,  die  aber  dann  nicht  zu  um- 
gehen ist  —  auch  nicht  bei  Anwendung  des  Legendreschen  Satzes  — , 
wenn  wie  damals  in  Frankreich  die  schiefen  Winkel  mit  dem  Bordmchen 
Kreis  und  nicht  wie  jetzt  allgemein  geschieht,  die  Horizontal winkel  mit 
dem  Theodolit  gemessen  werden.  Die  Reduktion  der  direkt  gemessenen 
Horizontalwinkel  auf  Sehnenwinkel  ist  jedoch  eine  nutzlose  Weitläufigkeit, 
wie  man  aus,  den  dazu  aufgestellten  und  überdies  nur  bis  auf  Glieder 
4.  Ordnung  genauen  Formeln  Fabers  und  Grunerts  ersehen  kann.  Man 
findet  dieselben  neben  Grunerts  oben  erwähntem  Satz,  sowie  andern  interes- 
santen Sätzen  Riedl  von  Leuenstems  (1827),  die  eine  geometrische  Inter- 
pretation der  Reduktionsgrölsen  der  Winkel  gestatten ,  in  der  umfassenden 
Abhandlung  Nagels:  Über  die  Reduktion  eines  sphärischen  Dreiecks  von 
geringer  Krümmung  auf  sein  Sehnendreieck,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  von 
ScMömüch,  Bd.  1,  1856,  S.  267—276  dargestellt 

Die  strenge  Belation  (2)  §  22,  S.  106  lernte  Verfasser  durch  Kummeüs 
Aufsatz,  Astronom.  Nachr.  Bd.  89,  1877.  Nr.  2116  kennen.  Der  Satz  (2) 
des  vorigen  Paragraphen  wurde  von  Grunert  im  26.  Bde.  des  Archivs  t 
Math.  u.  Phys.  (1855)  bewiesen,  gelegentlich  andrer  Entwicklungen  rar 
Reduktion  der  Horizontalwinkel  auf  Sehnenwinkel.  Dieser  Satz  ist  leider 
nicht  so  bekannt  geworden,  als  er  es  verdient,  namentlich  weil  man  der 
Meinung  gewesen  zu  sein  scheint,  dafs  man  ihn  nur  verwenden  könne, 
wenn  1  Sehne  und  3  Horizontalwinkel  gegeben  sind.  Dafs  er  bei  gehöriger 
Anwendung  aber  auch  eine  Auflösung  in  jedem  andern  Falle  gestattet, 
und  daher  die  wirkliche  Reduktion  auf  Sehnenudnket  ganz  iiberfliissig  macht, 
dürfte  aus  unsern  Entwicklungen  hervorgehen. 

§  25.  Zahlenbeispiel.  Gegeben  g  =  0,15(>;  B  =  350«;  C=  SSO*». 
Formel  (3)  S.  IOC  giebt  hier  log  sin -|- =  6,880696»  —  2.51 -|-,  das 
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\ 


2.  Glied  in  Einheiten  der  6.  Decimalstelle  mit  s  in  Sek.,  nnd  da  ~ 
Mein  genug  ist,  folgt  durch  Addition  von  5,314425  sofort: 

log  y  in  S^k,  =  2,195121«  -  2.51  y  in  Sek.;  -i  -=  —  2'36,861". 

Femer  ist  ^  =  900»  —  5'13,722"  —  680»  =  219»  54'  46,278"  und  man 
hat  zur  Anwendung  der  strengen  Formd  (2)  S.  106  nnd  nnter  Be- 
nutzung  Szifeiger  Logarithmen: 


^=219»54'46,278" 


B=350  0  0 


C=330  0  0 


il—f—219»57' 23,139" 


B-4— 350    2  36,861 


8 


C— i— 330    2  36,861 


log!/  sin  A  sin  \Ä — -|- 1 
=  9,8074763.3,  — 10 

logV  sin  jBsin  ( J8 — yJ 
-9,2387316.0«  — 10 

logj/8inCBm(C— f) 
=  9,6986837.2.-10. 


Da  nun  log  —  <==  9,1760912.6  — 10  ist,  so  folgt  weiter  nach  genannter 
Formel  (2): 

log  -  —  8,6073466.3  —  10;  log.-  —  9,0672986.5  —  10. 

Gehen  wir  nun  umgdctitrt  von  diesen  letzten  beiden  Zahlen  nnd 
dem  Winkel  .i  =  219»  54'  46,278"  ans,  so  giebt  das  Formdaystem  (7) 
des  vorigen  Paragraphen  zunächst: 

«»  =  (0,00164  +  0,01363  +  0,00725)  q'  —  0,02252^« 

s  —  -  312,838"  (l  +  Mp5i)  d.  i.  -  5'  13,719" . 

Die  Di£ferenz  in  e  mit  dem  oben  erhaltenen  Wert  beruht  auf  der 

Vernachlässigung  der  Glieder  6.  Ordnung,  denn  eine  strenge  Formel 

giebt  aus  log  ir,  log  t  und  Ä  wieder  den  firfihem  Wert.    Man  erhält 
ferner 

1  =  70»  52'  29,024";  log  cot  (X  +  45«)  —  9,6857676.8.  —  10 
B  +  C 


8 


=.  450»  —  109»  57'  23,139"  —  2'  36,860"  —  340»  0'  0,001' 
-  T  (l  +  i&)  =  +  78,431".  1,00141  =  +  1  18,542 


Summa  —  340  1  18,543 
log  tau  340»  1'  18,543"  —  9,5605510.8«  -  10 
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B  —  C 


B  —  C 


log  tan  ^^-^  =  9^2463187.6  —  10;      ^ 

B  —  350»  0'  0,000"     C  =  330»  0'  0,002" . 


9»  59'  59,999" 


Hieraus  folgt  wieder  mittelst  Formel  (2)  S.  IOC  die  dritte  Seite  d  and 
zwar  ist  bezw.  aus  beiden  Winkeln 

log  -  =  9,1760912.5  und  .6  —  10, 

also  im  Mittel  gleich  9,1760912.6  —  10,  wie  oben  angenommen. 
Will  man  sich  der  Formel  (6)  S.  108  bedienen,  so  hat  man  zunächst 

Y  =  —  r  18,430" 

=  -  0,0178" 


32« 


cot  5  =  +  0,0848" 


•»  rt" 


i^"'-  cot  C  =  +  0,0258 

und  hiermit: 

a :  h  =  sin  (219«  56'  4,708"  +  0,067") :  sin  (330^  1'  18,430"  +  0,067") 
a:r  =sin(219  56  4,708  +0,008  ): sin (350  1  18,430  +0,008  ), 

woraus  übereinstimmend  folgt: 

log  A  =  9,1760912.5  -  10  . 

Wenden  wir  nun  die  2.  Formd  (1)  S.  107  an,  um  die  horizon- 
talen Entfernungen  a,  h,  c  zu  erhalten,  so  folgt  für  a  zunächst: 

log-?-=9,1760912.6— 10  +  4071.5  +  8.4  =  9,1764992.5— 10 

und  entsprechend 

log  -  =  8,6073762.0  —  10     log  -  =  9,0675456.7  —  10. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse  diese  Zahlen  noch  mittelst  der  Formeln 
(4)  §  15  S.  93  zu  prüfen.   Die  Berechnung  von  s  nach  Formel  (2)  dieses 

Paragraphen    unterdrückend,    setzen    wir    sofort  -  -  =  —  104,574". 
Nun  ist: 


a«  =  0,0225(>* 
W  =  0,0016(>« 
c^==  0,0136  p« 


m^  =  0f)\2&Q 


2 


2 


7^1^  —  0"  =  —  0,0099() 
m«-  6^  =  +  0,0110(>« 
wt«  —  c«  =  _  0,0010p« 


f  m*  —  a' 
's"     20  p* 

j   m«  —  6» 
S"      2O9* 

s  m'  —  c' 
y     20  9« 


=  +  0,052 

=  -  0,058 
=  +  0,005 


Ifelmert,  matlietn.  u.  pliytikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäiie. 
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^—^*-=— r44,522"  ^*=219«56' 30,800"  log8in=9,8075420.2— 10 
B-B*=  - 1  44,632  B*=350    1  44,632  9,2384189.7  - 10 

C - C*=  - 1  44,569   C*=330    144,569  9,6985884.3—10. 

Diese  log  sin  geben  mit  den  Logarithmen  der  Gegenseiten  bezw.  die 

Differenzen 

9,3689472.3;  .3;  .4-10. 


3.  Kapitel. 
Reehtwinklige  und  geographische  Koordinaten  anf  der  Rngel.'*') 

§  1.  Rechtwinklige  sphärische  Koordinaten.  Für  Zwecke 
einer  Landesvermessung  ist  es  vorteilhaft,  zur  Erhöhung  der  Bequem- 
lichkeit in  der  Benutzung  der  Resultate  einer  Triangiilierung,  recht- 
winklige Koordinaten  der  Dreieckspunkte  abzuleiten.  Man  wählt  als 
Axe  der  x  einen  gröfsten  Kreis  und  zählt  x  von  einem  Anfangs- 
punkte bis  zum  Fufspunkte  desjenigen  gröfsten  Kreisbogens,  der  normal 
zur  a;-Axe  durch  einen  Punkt,  um  dessen  Lage  es  sich  handelt,  gelegt 
werden  kann.  Das  Perpendikel  bezeichnet  die  Ordinate  y.  Derartige 
Koordinaten  hat  Soldner  zu  Anfange  des  Jahrhunderts  für  die  bayerische 
Landesvermessung  angewandt  (vergl.  das  betreifende  Werk  S.  271)  und 
seitdem  sind  sie  zu  fast  ausschliefslichem  Gebrauche  gelangt. 

Ein  anderes  System  rechtwinkliger  sphärischer  Koordinaten  er- 
hält man  dadurch,  dafs  normal  zur  rr-Axe  ein  gröfster  Kreis  als 
y-Axe  gelegt  wird,  und  dafs  man  unter  x  und  y  die  Längen  der  Per- 
pendikel von  einem  Punkte  bis  zu  den  betreffenden  Axen  versteht. 
Wir  werden  jedoch  diesen  Modus  hier  nicht  verfolgen,  weil  er  weniger 
vollkommen  als  der  zuerst  angeführte  ist.  Mängel  zeigen  sich  bei 
der  Übertragung  des  Systems  aufs  EUipsoid  und  bei  der  Berechnung 
geographischer  Koordinaten,  sowie  in  dem  Umstände,  dafs  die  Linien 
der  konstanten  x  und  y  nicht  normal  auf  einander  stehen. 

Lidem  wir  also  zu  dem  iSo/cfn^schen  System  zurückkehren,  tritt 
uns  als  erste  Aufgabe  unmittelbar  die  entgegen,  aus  den  Koordinaten 


V 


*)  Wir  behandehi  in  diesem  Kapitel  nnr  den  Fall,  dafs  mit  horizontalen 
EntfemoDgen  gerechnet  wird.  Sehnen  erweisen  sich  für  rechtwinklige  Koor- 
dinaten direkt  nicht  bequem,  man  geht  besser  erst  zn  horizontalen  Entfernungen 
über.  Für  die  Berechnung  geographischer  Positionen  sind  sie  dagegen  sehr  gut 
direkt  verwendbar;  trotzdem  haben  wir  auch  dafür  die  Ausfahmng  nicht  gegeben, 
weil  das  4.  Kapitel  diese  Aufgabe  f&rs  Rotationsellipsoid  behandelt  und  die 
Lösung  fflr  die  Kugel  an  sich  kein  Interesse  bietet. 


%  1.    Rechtwinklige  splArische  Koordinaten. 


11') 


.  Jfiehtuntj^jfOfHit/ern 


eines  Punktes  P^  und  der  horizontalen  Entfernung  P^  Pjj  eines  zweiten 
Punktes  Pg  sowie  der  Richtung  nach  demselben^  die  Koordinaten 
dieses  Punktes  Pg  abzuleiten.  Es  ist  dazu  vor  allem  nötig  anzu- 
geben ^  wie  die  Richtung  eines  gröfsten  Kreisbogens  P^  V^  fest- 
gestellt wird. 

Man  denke  sich  durch  P,  eine  Parallele  zur  oj-Axe,  d.  h.  eine 
Linie  im  Abstand  y  gelegt  (ein  kleiner  Kreis,  dessen  Ebene  parallel 
zur  Ebene  der  a:-Axe  ist). 
Von  der  positiven  Seite  dieser 
Linie  aus  zahlt  man  nunüicA- 
tungswinkel  von  0^  bis  360^, 
dergestalt,  dafs  der  Richtungs- 
winkel wachsender  y  90®  be- 
trägt. Da  man  selbstverständ- 
lich die  Richtung  positiver  y 
so  nehmen  wird,  dafs  dieser 
Drehungssinn  für  Richtungs- 
winkel und  gemessene  Winkel 
übereinstimmt,  man  also  die 
letztem  als  Differenzen  der 
ersteren  für  beide  Schenkel 
auffassen  kann  wie  S.  71  (1), 
so  ergiebt  sich  zur  Berech- 
nung des  Richtungswinkels 
für  Pj  Pj  aus  demjenigen  für  1\  P^  und  dem  Zwischenwinkel  die 
Relation: 

wobei  fli.3  und  tLi.%  die  Richtungswinkel  für  P1P3  bezw.  Pj  1\  im  Punkte 
Pj  bezeichnen.  Fig.  6  zeigt  die  Kugeloberflache;  der  Radius  ist  als 
Einheit  der  Langen  genommen  und  es  bedeuten  demgemäfs 


'S 


5.-to 


Fig.  C. 


I  den  Quotient  - , 
71  den  Quotient  -, 
6  den  Quotient  — . 


(2) 


§  2.  Ordinatendiifereiiz  und  AbscissendiJDTerenz.  Zur  Be- 
rechnung von  1^2  hat  man  im  sphärischen  Dreieck  mit  den  Ecken  P^ ,  P^ 
und  dem  Pol  der  g-Axe  nach  dem  Cosinussatz: 

cos  [^  —  71^  =  cos  (*  —  1?,)  cos  0  +  sin  (^  —  i^,j  sin  c  cos  (90®  —  Hi .  2) 
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oder 

sin  %  «a  sin  iji  cos  ö  +  cos  ijj  sin  ö  sin  lli.j.  (1) 

Hieraus  folgt,  wenn  man  noch  ij^  ""  i7i  -f*  ^V  ^^^^  ^^^  femer  zur 
Vereinfachung  ^1.2  kurz  mit  ü  bezeichnet,  nach  leichter  Reduktion: 

sin  ^ly  =  sin  <J  sin  ü  +  tan  ly^  (cos  ö  —  cos  ^ij).  (2) 

In  diese  Gleichung  führen  wir  nachstehende  Reihenentwicklungen 
ein,  wobei  wir  uns  auf  Werte  von  ö  und  rj  beschränken,  die  als 
Gröfsen  1.  Ordnung  bezeichnet  werden  können  (S.  25),  sodafs  die 
Zulässigkeit  dieser  Substitutionen  und  der  nachfolgenden  Entwicklungen 
aufser  Frage  steht: 

sin    <,  =(y  -.i.<y3  + J-^^  +  ÖZ, 

tan   ni^Vi  +  ^vl  +Gk 

cos    <y  =1  —  J  <y«4.A^+6?Zc 

cos^i,  =  1  -|  ^n'  +  li  ^V  +  Gk' 
Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung  v  für  <y  sin  H,  dann  findet  sich 

Führt  man  dies  in  die  beiden  ersten  Glieder  der  Arcussinusreihe 
S.  29  ein,  so  folgt 

oder  auch,  wenn  6  cos  ti  mit  u  bezeichnet  wird  und  wenn  man  be- 
achtet, dass  ti*  +  V*  —  tf *  also  6^  —  v*  =  ti*,  dafs  femer  /lif  ■=»  r* 
+  Gl^  ist: 

z/ij  =  v  —  .J-  u^v  —  y  n*iji  +  Gk  . 

Substituiert  man  den  hieraus  folgenden  Wert  von  Jri^  in  der  Reihe 
(3),  so  ergiebt  sich 


sin  ^ij  —  t?  -  y  V6^  -  \-  ifri^  +  -  J^-  t;<y*  +  -^  u* 


^1 


Dies  ist  nunmehr    in  die  bereits  oben  angeführte  Arcussinusreihe 
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24   "  '"  3  "*"*''»  ~"  2   "**"'' 

1      ^    ^ 

6  "'''I  16    "  '      '     120 


(4) 


mit  Beachtung  der  3  ersten  Glieder  derselben  einzusetzen  und  führt 
zu  der  Formel: 

Jrj  =  v  —  -  u^v        2 

^V  =  V2  —  Vi' 

r 

Zur  Berechnung  von  ^^g  giebt  das  sphärische  Dreieck  P^P^Polf 
indem  man  den  Sinussatz  anwendet: 

sin  ^1  =  sin<y  cos  Ü1.2  sec  %  .  (5) 

Unter  Substitution  der  Reihenentwicklungen  für  sin  ö  imd  sec  ij^  folgt 
hieraus: 

oder 

sin  ^1  =  u  —  —  te^  —  .-  «v*  +  -    «1^^ 


6 


2 


+  iL- "' + w  "'^'  +  ik 


nv'  — 


12 


u'ijj 


^  8      2       1^ 


12 


24 


Uf,\  +  Gi,  . 


Führt  man  diesen  Ausdruck  ftlr  sin  J^  m  die  Arcussinusreihe  S.  29 
ein;  80  folgt  weiter: 


Ji=u—  -^  UV*  +   -  uri 


6 
\ 

Ih 

1 


—  Tk  u^'^^  +  ^  <*t?^  +  \  ^^n\ 


120 


12    *'^^^2  +  -^«^'i  +ÖZ7; 
^5  =  g,  -  61. 


(6) 


Man  kann  mittelst  Formel  (4)  hieraus  r^^  eliminieren^  indem  man 
fl^  =  rji  -{'  ^4 7}  setzt;  es  ergiebt  sich  dann 

^5  =  n  +  -3-  uv^  +  Y  uijj  +  uvTii 
doch  ist  diese  Formel  augenscheinlich  weniger  vorteilhaft  als  (6). 


0) 


(8) 
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Restituieren  wir  nun  in  den  Formeln  (4)  und  (6)  für  |  und  jj 
bezw.  X :  Q  und  y :  q  und  ändern  die  Bedeutung  von  «  und  v  wie 
weiter  unten  angegeben  ab,  so  findet  sich: 

j/ü  -  y.  =  <'  —  (yi  +  "3  »)  Tp« 

X,  -  a^i  =  w  j  1  +  (-|^  —  ^^i) 

s  sin  fli.2  «=1;    s  cos  fli.2  =  «. 

Von  vorstellenden  Formeln  reichen  für  das  praktische  Bedürfnis 
die  Glieder  bis  zur  3.  Ordnung  incl.  völlig  aus.  Die  höheren  Glieder 
gewähren  aber  die  Möglichkeit,  die  begangene  Vernachlässigung  zu 
schätzen.    Diese  Schätzung  versparen  wir  auf  §  4. 

Es  ist  noch  hervorzuheben,  dafs  vorstehende  Entwicklungen  nicht 
nur  für  die  spezielle  Form  der  Figur  6,  sondern  allgemein  gelten, 
da  die  Bildung  der  Ausdrücke  für  die  Dreieckswinkel  zu  den  Formeln 
(1)  und  (5)  der  systematischen  Herleitung  nach  (2)  S.,71  entspricht. 

§  3.  Differenz  der  Biehtnngswiukel.  Bei  dem  Übergange 
vom  Punkte  P,  zu  dem  Punkte  Pg  ^^^  nächst  den  Differenzen  der 
Koordinaten  auch  noch  diejenige  der  Richtungswinkel  im  Anfangs- 
und Endpunkt  der  Linie  PiPj  von  Wichtigkeit,  um  für  andere  von  P^ 
ausgehende  Linien  die  Rechnung  fortsetzen  zu  können.  Das  mehr- 
fach benutzte  sphärische  Dreieck  der  Fig  6  giebt  hier  mittelst  der  1. 
^cperschen  Analogie  (5)  S.  77: 

(y  -  ^0  -  (y  -  ^J 

tan  (^^.i-^o-)  +  (y-l^).  „  ^-UZZZ:  cot  ^ 


2 


(?-'?«)  +  (y  - '?«) 


COS 


und  zwar  gilt  diese  Formel  allgemein  für  jede  Lage  von  PiP^  (wie 
die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen). 

Wir  setzen  nun  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  für  (>  =  oc  das  Azimut 
02.1  =  01.2  +  180®  ist  und  bei  endlichem  q  und  kleinen  Distanzen 
diese  Gleichung  noch  näherungsweise  gelten  mufs: 

fl2.i  =  ai.2+180®+z/Ä  (1) 

und  erhalten  nach  einfacher  Reduktion,  rechts  und  links  reziproke 
Werte  nehmend: 
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tan  4^  =  -  tan  "'^       ""  " 


2  2  Jn   ' 

C08  —      }  (2) 

In  (2)  führen  wir  nun  nachstehende  Reihenentwicklungen  ein: 

sin  1?  =  ij  (l  —  -i- 1?»  +  Gl^) 

und  erhalten  damit  die  folgenden  Umformungen  von  (2): 

««» -f =- 4f  f  (i  -  f^  +  w  +  ^  +  «'.)     <') 

und 


Jx=^x^  —  Xi  y  =  y  (»1  +  Vi) 


(4) 


Die  Zulassigkeit  dieser  Entwicklung  bleibt  ebenso  wie  diejenige  der 
(8)  im  vorigen  Paragraphen  für  kleine  Werte  6  und  rj  im  Betrage 
von  Gröfsen  1.  Ordnung  aufser  Zweifel. 

Eliminiert  man  ^x  und  j^,  (&uch  insofern  es  in  y  vorkommt) 
mittelst  (4)  und  (7)  des  vorigen  Paragraphen,  so  folgt  endlich  noch: 


in  Sek.  '^      e    IW      '     2(.; 


§  4.  Numerischer  Betrag  der  hohem  Glieder.    Sieht  man  von 
der  Krümmung  der  Kugel  ab^  so  ist 

{Xi  —  Xi)  =  w;     (y,  —  yj  =  t;;     z/a  =  null 

Für  sehr  kleine  Bezirke  darf  in  der  That  nach  diesen  Relationen 
gerechnet  werden.  Um  nun  genauer  zu  erfahren,  bis  zu  welcher  Aus- 
dehnung man  alle  hohem  Glieder  vernachlässigen  darf,  nehmen  wir 
eine  Schätzung  vor.    In  y,  —  Vi  ^^^  ^^^  grofste  vernachlässigte  Glied 

nach (8)  S.  118  gleich-^  (y^  +  y  v),  ina:^  -  x^  is*  es  m  (^  — -^)- 

Setzen  wir  nun  den  Maximalwert  von  Dreiecksseiten  und  Ordinalen 


^ 
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gleich  s,  80  sind  diese  Glieder  beide  kleiner  als  y  -t  *     Halten  wir 

dies  als  Grenzwert  fest  und  nehmen  den  letzteren  <  0,001'",  so  folgt 
als  Bedingung 

i-  ^  <  0,001'» 

und  für  q  =  6370000  hieraus  —  <  y^^  rund  oder 

s<4:^.  (1) 

Für  diesen  Betrag  von  (oc^  —  a?J  und  y  wird  das  Glied  2.  Ordnung 
in  z/a  nach  Formel  (4)  S.  119  gleich  0,1'',  ein  bei  so  kleinen 
Distanzen  zu  vernachlässigender  Betrag.    Dies  führt  zu  dem  Satze: 

Die  rechtwifhkligen  Koordinaten  auf  der  Kugel  können  als  ebene 
Koordinaten  bis  auf  den  Millimeter  genau  berechnet  werden^  so  lange  die 
gröfsten  Längen  der  Seiten  und  Ordinalen  ca.  4^  nickt  wesentlich  über- 
schreiten. 

In  Bezug  auf  die  Glieder  5.  Ordnung  ia  x^  —  x^  und  y,  —  y^ 
nach  (8)  S.  118  findet  sich  zunächst,  dafs  die  darin  vorkommenden 

Produkte  u'v*  «=  -j-  ^  ^^^  ^lli.i  und  u^v  —» ^  cos*  01. i  sin  üi,%  wie  die 

Differentiation  nach  tii,%  zeigt,  die  Maximalwerte  0,25^  und  0,38^ 
erlangen  können.  Nehmen  wir  als  Maximalwert  der  Ordinaten  eben- 
falls s  wie  fUr  die  Seiten  und  vernachlässigen  in  y,  —  y^  das  Glied 
mit  dem  Faktor  ^,  in  x^  —  x^  die  negativen  Glieder,  so  folg^  als 
Maximalbetrag  der  .Glieder  5.  Ordnung  rund  0,4^  :  q\    Setzen  wir  nun 

0,4  ^  <  0,001-, 

so  wird  für  q  =  6370000  hiemach  ~  <  tV  ^»^  oder 

s<100^.  (2) 

Für  diesen  Betrag  werden  die  Glieder  4.  Ordnung  von  Ja  nach  (4) 
S.  119  sicher  <  0,002",  was  völlig  ausreicht  und  der  Genauigkeit 
von  y,  —  yi  und  x^ -- x^  entspricht,  da  0,002"  auf  100*«  0,001"» 
Verschiebung  geben. 

Die  Glieder  3.  Ordnung  in  x^  —  x^  und  y,  —  y^  und  diejenigen 
2.  Ordnung  in  jdü  genügen  daher  m  einer  Genauigkeit  auf  OfiOt^^ 
so  lange  die  Dreiecksseiten  und  Ordinaten  <  100^  bleuten. 

Aus  Tafel  (5)  S.  95  läfst  sich  nun  ersehen,  dafs  bei  der  Be- 
rechnung eines  sphärischen  Dreiecks  als  ebenes  Dreieck  mit  denselben 
Seiten  die  Glieder  2.  und  4.  Ordnung  (1.  und  2.  Glied)  in  den  Winkel- 
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reduktionen  bis  zu  mittleren  Seitenlängen  von  demselben  Betrage 
vernachlässigt  werden  dürfen,  wie  (1)  und  (2)  festsetzen.  Man  kann 
hieraus  schliefsen,  dafs  die  Mitnahme  der  Glieder  bis  zur  5.  Ordnung 
incl.  in  den  Formeln  für  {x^  —  x^^  (y^  —  Vi)  und  Jü  ebenso  lange 
ausreichen  wird,  als  diejenige  der  6.  Ordnung  incl.  (3.  Glied)  in 
jenen  Winkehreduktionen,  d.  i.  also  bis  zu  Dimensionen  von  ca.  600^. 
Dies  wird  aus  dem  folgenden  Paragraphen  noch  schärfer  hervortreten. 

§  5.  Anderer  Entwicklungsgang.  Zachariae  entwickelt  in 
seinem  Werke:  Die  geodätischen  Hauptpunkte,  die  Formeln  für  recht- 
winklige sphärische  Koordinaten  mittelst  des  Legendreschen  Satzes, 
indem  er  ein  Hilfsdreieck  konstruiert,  von  welchem  P^  und  P^  2  Ecken 
sind,  die  dritte  aber  durch  einen  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^  und 
Vi  gegeben  ist;  die  3  Seiten  sind  also  6,  ij,  —  i/j  und  ein  grofster 
Kreisbogen  durch  P^  und  den  Punkt  (x2,  ffi).  Die  Formeln  werden  dann: 

X,  -  x,  =  scos  (ai.,  -  2(£+  £)).  (l  +  1^)  +  qGI, 

y«  -  yi  — « wii  (äi.«  —  (-B  + «))  +  QOh 

1      ^fUV 
in  S^k,       6  ^      ^' 

^n  =  — (2JS;+3£), 

übereinstimmend  mit  den  hier  gegebenen  Entwicklungen.  Die  Be- 
deutung von  2E  und  3  s  als  sphärischer  Excesse  eines  Vierecks  und 
eines  Dreiecks  springt  in  die  Augen. 

§  6.    Distanz  und  Richtungswinkel  aus  den  Koordinaten. 

Mittelst  der  Formeln  (8)  S.  118  hat  man  in  successiver  Annäherung, 
x^  —  Xi  =  Jx,  y^^  y^  =  Jy  gesetzt: 

w^/Ix  +  qGI^  \ 
t;  -=  z/y  +  qGI^  J 


(2) 


Aus  der  2.  Formel  (8)  S.  118  folgt  nach  Division  beider  Seiten 
durch  den  Faktor  von  u: 
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u  =  ^x 


.    {Vi    _  Vit  _L    7t>M  _(VJ  _    v^\Jx^ 
'    \849»        129»    '    360 pV         \2ff»        6eV   Sp» 


+  pGZ,. 


Setzt  man  hierin  für  v  in  den  Gliedern  3.  und  5.  Ordnung  den  Aus- 
druck (2)  bezw.  (1),  so  findet  sich: 


u  =  ^x 


+  pö^; 


M  =  S  COS  01.2. 


(3) 


Führt  man  femer  die  Ausdrücke  (2)  für  u  und  v  in  die  Glieder 
3.  Ordnung  der  1.  Formel  (8)  auf  S.  118  ein,  in  die  Glieder  5.  Ord- 
nung daselbst  aber  die  Ausdrücke  (1)^  so  ergiebt  sich  nach  einfacher 
Reduktion: 


2q' 


=  ^y  +  (yi  +  {  ^y) 

v  =  s  siu  01.2 


(4) 


Diese  und  die  vorige  Formel  geben  ein  Mittel  zur  Berechnung  von 
s  und  Hl. 2  und  die  Formel  (4)  S.  119  giebt  dann  noch  It2.i;  welches 
aber  auch  durch  vorstehende  beiden  Formeln  nacl^  erfolgter  Yer- 
tauBchung  der  beiden  Punkte  bestimmt  werden  kann. 

Aus  den  Formeln  für  u  und  v  kann  man  auch  noch  Formeln  für 
^  und  tan  01.2  ableiten,  von  denen  aber  nur  erstere  bequem  ist  Sub- 
stituiert man  die  Ausdrücke  für  u  und  v  in  die  Gleichung  s*  =  u*  -f- 1;*, 

so  findet  sich,  wenn  man  y  »«  y  (y^  -f  ^2)  ^^^  ^y'^yt  —  J/i  anstatt 
y^  und  y,  zu  weiterer  Abkürzung  der  Formel  einführt: 


y  =■  Y  (y»  +  y«)- 


(5) 


Einige  Vereinfachung   der  Formeln  (3)   und  (4)   würde  sich   wahr- 
scheinlich noch  erzielen  lassen,  wenn  man  ausgehend  von  den  Gau/Mschen 
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Gleichungen  anstatt  der  zu  beiden  Punkten  unsymmetrischen  Gröfsen 
cos  fli.2  und  sin  01.2  die    symmetrischen   s  cos   fai.2  +  y  ^öj  und 

s  sin  fni.2  +  Y -^ä)  berechnen  wollte.     Indessen   ziehen    wir   obige 

Formeln  vor^  insofern  sie  im  oben  angedeuteten  Sinne  eine  Kontrolle 
gestatten^  und  begnügen  uns^  die  erwähnten  Ausdrücke  nur  bis  auf  die 
5.  Ordnung  genau  mittelst  der  bereits  entwickelten  Formeln  herzustellen. 
Zunächst  ist  in  einfacher  Entwicklung: 


s  cos  (öl. 2  +  ~-)  =  u  —  v^  +  qGI^ 
s  sin  (fli.2  +  ^)=t;  +  ti^  +  qGI^. 


Hieraus  resultiert  nach  Substitution  der  Ausdrücke  für  u  und  v,  sowie 
für  Ja: 


s  sin  («,.,  +  ^)  =  Jy(i-  ^^^  +  ^Gk 


ja  =  -  q"  ^  'J-  +  Gl,. 


in  Sek. 


(6) 


o^ 


§  7.  Übertragung  geographischer  Lunge  und  Breit«  mittelst 
horizontaler  Entfernung  und 
Azimut.  Auf  der  Kugeloberfläche 
denken  wir  uns^  insofern  sie  die 
mathematische  Erdoberfläche  reprä- 
sentirt,  nach  S.  7  einen  gröfsten 
Kreis  und  seine  2  Pole  bezw.  als 
Äquator  und  Nord-  und  Südpol 
angenommen,  femer  einen  Meridian 
als  1  .Meridian  gewählt  und  das  Koor-  West 
dinatensystem  der  geographischen 
Breiten  und  Längen  eingeführt. 

Den  Meridian  eines  durch  seine 
geographische  Breite  gegebenen 
Ausgangspunktes  P^  nehmen  wir 
für  den  Augenblick  als  1.  Meridian 
und  zählen  von  demselben  aus 
Längenunterschiede  in  demselben 
Drehungssinne  wie  Azimute  Ton 
seinem  südlich  Ton  P^  gelegenen 
Teile  aus.  In  der  Fig.  7  ist  die  Längendifierenz  Li,%  ostwestlich,  das 
Azimut  ai .  2  südwestlich  gezählt.  Der  Kugelradius  dient  als  Längeneinheit 


Fig.  7. 
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Die  Auflösung  des  Dreiecks  zwischen  Nordpol  N,  P^  und  P^ 
kann  mittelst  der  6rau/^ischen  Gleichungen  geschehen.  Dieses  über- 
gehend, wenden  wir  uns  sogleich  zu  einer  andern  von  Gaufs  gegebenen 
Methode,  welche  für  kleine  6  vorteilhaft  ist.  EUerbei  wird  zunächst  der 
grofste  Kreis  P,  F  rechtwinklig  zum  1.  Meridian  gelegt  und  das 
Dreieck  P1P2P  aufgelöst.  Die  Formeln  (1)  S.  76  geben  dazu,  wenn 
die  Ecken  F,  Pj,  P,  als  A,  P,  C  und  also 

P  =  ai.2  ß  =  v\  (1) 

C  =  270«  —  flj.  1  =  90«  ~  ni.2  -  z/a       y  =  6  I 

« 
genommen  werden,  nachstehendes  System   zur  Berechnung  von  rj,  | 

und  /4ü,  welche  letztere  Gröfse  dieselbe  Bedeutung  wie  bei  den  recht- 
winkligen Koordinaten  hat,  indem  ai,%  identisch  mit  dem  Richtungs- 
winkel 01.2  ist: 

sin  rj  =  sin  ö  sin  «1.2 
cos  12  sin  5  =  sin  ö  cos  ai.2  [  (2) 

cos  71  cos  I  =  cos  6 


sin  6  sin  («i.g  +  ^^)  =  sin  i^  cos  5 
sin  6  cos  («1.2+  -^fl)  =  sin  J. 


!         (S) 


^ 


Diese  Gleichungen  gelten  für  jede  Lage  von  P^  gegen  Pj,  vergleiche 
den  Schlufs  des  §  2,  S.  118.    Da  ferner  val.  abs.  i^  <  —  ist,  wird  die 

Auflösung  auch  ganz  bestimmt. 

Die  (2)  sind  für  die  Ermittlung  von  tj  und  |  sehr  geeignet;  die 
Gleichungen  (3)  aber,  welche  ^tt  geben,  wandelt  man  mit  Rücksicht 
auf  den  vorausgesetzten  geringen  Betrag  von  6  besser  um,  indem 
man  sie,  sowie  die  1.  und  2.  Formel  (2)  in  die  rechte  Seite  der  Iden- 
tität sin  ^ti  =  sin  («1.2  +  ^n)  cos  «1.2  —  cos  («1.2  +  ^ä)  sin  «1.2 
substituiert    Dies  giebt 

.  .     u    .        cos  {  CO8  17  —  1  •     V    •         t'os  a  —  1 

sin  ^a  =  sm  t  sm  ri .  -^ =  sin  tsinri  — .— = , 

'  '  8in*ö  '  '      sin'o      ' 

woraus  endlich  folgt,  indem  man  noch  für  sin  17  seinen  Wert  aus 
(2)  setzt: 

sin  z/a  =  —  sin  5  tan  ~  sin  «1.2 .  (4) 

Bei  beliebig  grofsen  ö  kann  diese  Formel  mit  den  (3)  natürlich  nicht 
konkurrieren;  sie  gestattet  dagegen  kleine  Jüj  die  kleinen  Werten 
von  6  entsprechen,  schärfer  zu  berechnen. 


§  7.  OberiraguDg  geogpraph.  Lange  tu  Breite  mitteht  horiz.  Entfern,  u.  Azimut    125 


(5) 


Dass  bei  dieser  Voraussetzung  über  6  auch  ^ü  klein  ist  und 
nicht,  wie  Formel  (4)  allein  zulassen  würde,  nahe  180^  betr^, 
zeigen  die  (3),  die  mittelst  der  (2)  reduziert,  übergehen  in: 

sin  («1.2  +  ^ü)  «»=»  sin  «1.2  cos  6 

> 

cos  («1.2  +  ^ü)  «==  COS  «1.2  sec  ij. 

Ist  nun  ö  klein,  so  sind  £  und  ij  kleine  positive  oder  negative  Werte, 
COS  I  und  sec  17  mithin  nahezu  4~  1;  ^^^  ^^  ^^^  daher  «1.2  +  /^  11  in 
gleichem  Quadranten  mit  ai.2  gelegen  und  wenig  von  ihm  verschieden. 
Das  grofse  rechtwinklige  Dreieck  zwischen  Nordpol  N,  F  und  P, 
giebt  nunmehr  nach  dem  Formelsystem  (1)  S.  76,  wenn  gesetzt  wird: 


/I—90» 

a 

B  -  Lt., 

ß 

cr  =  90« +  < 

Y 

t  <=»  aj.i  —  llj.i 

F 

J  — ^« 


J-^ 


(ß) 


die  nachstehenden  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  B^y  Li. 2  und  t^ 
welche  letztere  Grosse  Meridiankonvergenjs  heifst: 

sin  J?j    =       cos  ij  sin  F, 
cos  J?2  ^^^  iii.2  *»       sin  1} 

cos  J?2  cos  Li .  2  "=»       cos  ij  cos  F  '  (7) 

cos  jBj  sin  ^       =  —  sinij  sin  J" 
cos  B^  cos  t       =       cos  F. 

Diese  Gleichungen  gelten  ebenso  wie  die  (2)  und  (3)  ganz  allgemein 
und  insbesondere  auch  für  negative  Werte  von  ij. 

Die  2.  und  3.  der  Gleichungen  (7)  geben  tan  Li. 2,  die  4.  und 
5.  tan  tf  und  da  cos  B^  positiv  ist,  so  ist  Li. 2  seinem  Quadranten 
nach  völlig  bestimmt 

Was  nun  B^  anlangt,  so  empfiehlt  es  sich,  weil  F  —  B^  für  kleine 
Werte  0  auch  klein  ist,  diese  Differenz  direkt  herzuleiten.  Dazu  eliminiert 
man  aus  der  Identität  sin  {F —  ^2)  "=  ^^^  -Fcos  B2  —  cos  F  sin  B^ 
mittelst  der  1.  und  3.  Gleichung  (7)  die  Breite  B^  und  erhält  zunächst 
(den  Index  von  L  unterdrückend) 

sin  (jP  —  B^)  =  sin  F  cos  F  cos  ij     ~"    j — 

Multipliziert  man  dies  rechter  Hand  mit  cot  L  tan  tj  sec  Fj 
ist  soviel  als  1,  —  so  gelangt  man  zu  der  Formel: 


—  das 


sin  {F  —  2?,)  =  sin  rj  tan  -~-  sin  F. 


(8) 
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Hieraus  folgt  F  —  B^  unzweideutig,  da  bei  mäfsigen  Distanzen 
F  —  B^  ein  kleiner  positiver  oder  negativer  Wert  sein  mufs. 

Alles  zusammengestellt  und  mit  Benutzung  einiger  einfacher 
Transformationen  erhält  man  endlich  zur  Losung  der  Aufgabe  das 
Formelsystem: 

sin  7y  =  sin  <y  sin  «1.2 
tan  I  s=  tan  0  cos  ai% 

tan  Li, 2  =  tan  1^  sec  JP  =  sin  5  tan  «1.2  sec  F 
tan  ^  =  —  sin  1^  tan  F 


sin  {F —  B2)  =  sin  rj  tan    ^  -  sin  F  =  —  tan  t  tan  — ^-  cos  F 
sin  ^ö  =  —  tan  k\  tan  —  cos  ai.2  =  —  sin  g  tan  ^  sin  «i.j 


(9) 


k 


2 

«2.1  =  «1.2  +  180<^  +  z/a  +  «. 

Die  zweiten  Ausdrücke  rechter  Hand  sind  etwas  bequemer  als 
die  ersten,  weil  sie  tan  17  und  sin  F  nicht  enthalten  und  anstatt  dessen 
nur  sin  \  erfordern,  welches  indes  leicht  aufzuschlagen  ist,  da  auch  %  ge- 
sucht werden  mufs.  Die  Berechnung  beider  Systeme  von  Ausdrücken 
würde  einige  Kontrolle  bieten,  die  man  indes,  wie  sich  später  zeigen 
wird,  meist  auf  andere  Art  erlangt  —  ohnehin  ist  sie  keine  vollständige. 

Bei  der  Auflosung  der  (9)  werden  die  &  und  T  der  7zi£Prigen 
Logarithmentafeln  gute  Dienste  leisten,  so  lange  eben  solche  Tafeln 
eine  ausreichende  Genauigkeit  gewähren.  In  andern  Fällen  wird  man 
meist  Reihenentwicklungen  vorteilhaft  finden,  um  das  direkte  Auf- 
schlagen der  Logarithmen  trigonometrischer  Funktionen  kleiner  Winkel 
za  umgehen. 

§  8.  Reihenentwicklungen  zur  TOrlgen  Aufgabe.  Man  hat^ 
wenn  17,  |  und  F  vorläufig  als  bekannt  angesehen  werden,  aus  der 
4.  Formel  (9)  sofort: 

tanii.2  =  1?  (1  +  I  ij*  +  -^ij*  +  Grl^  sec  F.  (1) 

Entwickelt  man  hieraus  L\,%  mittelst  der  Arcustangensreihe  (2)  S.  29 
so  folgt: 

Lu%  =  ^'n  secF|l--i-ij^tan*-F+~'/*t.n»F[sun«F+i]  +  Gig  |  •  (2) 

in  Sek.  13»  I 

Dagegen  giebt  die  Einführung  von  tan  Li .  2  in  die  2.  Formel  (4)  S.  30, 
£1.2  für  u  gesetzt: 

log  Li. 2  =  log  (p '12  sec  F)  -  4  ^n^  tan*  ^ 

in  Sek.  ^ 

+  -1-  Jf  V«  Un»  F  113  Un»  F+  C|  +  6/^  .  (3) 


§  8.    ReiHenentwicklungen  zur  vorigen  Aufgabe. 
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Was  die  Brauchbarkeit  dieser  Entwicklungen  anbetrifipfc^  so  sieht 
man  leicht,  dafs  dieselbe  für  (1)  gesichert  bleibt,  so  lange  rj  nur  eine 
Gröfse  1.  Ordnung  ist.  Dagegen  fordern  (2)  und  (3),  insofern  sie 
Entwicklungen  von  Li, 2  sind,  dafs  dieses  eine  Gröfse  1.  Ordnung  sei. 
Nun  ist  aber  Li. 2  absolut  genommen  <  val.  abs.  17  sec  F.  Man  erhält 
somit  zu  (2)  und  (3)  als  Bedingimg  der  Brauchbarkeit:  Es  mufs 
71  sec  F  eine  kleine  Gröfse  sein.*) 

Die  6.  Formel  (9)  giebt  nun  femer  durch  Einflihrung  von  Reihen- 
entwicklungen rechter  Hand  (den  Index  von  L  einstweilen  unterdrückt): 

sin  (F  —  B;) 

Hieraus  folgt  mit  Benutzung  von  (2)  ohne  Schwierigkeit: 
sin  (F  -Bi)  =  \  ij*  tan  F 


12 


1+  "300  "i*  [*^  **°*  i^  +  15  tan*  F  +  i]  +  Gl,, 


FOhrt   man   dies  endlich  in  die  Arcussinusreihe  ein,   1.  Formel  (2) 
S.  29,  80  ergiebt  sich: 


F  -  B,  =^  i  q"  fi*  tun  F 


in  Sek. 


1-   V  ,"  [3  tan*  f  +  1] 

+  -j^>/*145t«n«F+30Un«/-+l|   +  G/j 


(4) 


Dagegen  giebt  die  Einführung  in  die  1.  Reihe  (4)  S.  30  sofort: 
log  (F-S2)  =  log  (I  Q'ri'  tan  f)  - -^  Mri'  [3  tan«  F  +  1] 

+  ^^  i^'/*  [135  tan*  F  +  90  tan»  F  -  1]  +  GIq  .  (5) 


in  Sek. 


Aus  der  5.  Gleichung  (9)  wird  durch  Entwicklung  von  sin  ij  in 
eine  Reihe  und  Anwendung  der  2.  Reihe  (2)  S.  29  auf  den  Über- 
gang von  tan  t  zu  t,  erhalten: 

"    ,  l-|i^M2tan«F+l] 

in  Sek.  1,1  t    ni  ^ 

Dagegen  giebt  die  Anwendung  der  2.  Reihe  (4)  S.30  die  Formel: 


*)  Auch  bei  unbeschrankter  Fortsetzung  gelten  diese  Entwicklungen  nur  filr 
Liingenunterschiede  bis  45  ^ 
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V 


log  t  =  log  {-(f'n  tan  F)  -  ~  Mti^  [2  tan*  F  +  1] 


in  Sek. 


H-^ir»;*[2nUn*F+20Uii»F-l]  -f  ß/^  . 


(7) 


Auch  diese   Entwicklungen   (4)   bis   (7)    gewähren   eine    genügende 
Konvergenz  nur  so  lange^  als  ri  sec  F  eine  kleine  Grofse  bleibt 

§  9.  Fortsetzung.  Um  nun  jetzt  auch  noch  zu  Reihen  für  % 
i  und  zia  zu  gelangen^  genügt  es  in  den  Formeln  (4)  und  (7)  S.  117 
und  in  Formel  (5)  S.  119  iJi  =  0  zu  setzen.    Man  hat  alsdann: 


«  =  s  cos  ai.2 
t;  =  s  sin  «1.2 


1 


(1) 


Ja 

in  Sek. 


(2) 


(3) 


Es  ist  aber  auch  jetzt  für  die  Benutzung  von  1]  und  i  bequemer, 
die  logarithmische  Form  herzustellen.  Dazu  dient  die  1.  Reihe  (1) 
§  5  S.  27  und  man  erhält  ohne  Schwierigkeit  die  nachfolgenden,  wie 
die  (2)  für  kleine  Werte  von  s :  q  brauchbaren  Entwicklungen: 

logU  =  logf-Jtf(-^  +  ^  +  ^)  +  öi, 

«8.1  —  «1.2  +  180^  +  Jü  +  t. 

An  Stelle  der  Formeln  (3)  kann  man  sich  aach  der  Auflösung  des  recht- 
wiakligen  Dreiecks  mit  den  Seiten  a,  17  und  £  nach  Legendres  Satz  (unter 
Berücksichtigung  der  hohem  Glieder)  bedienen.  Um  ebenso  genau  zu 
rechnen,  wie  die  (3)  es  gestatten,  sind  2  Annäherungsrechnungen  aus- 
zuführen. 

§  10.  Gegeben  geographische  Breite  und  Länge  fOr  2  Punkte. 

Um  in  diesem  Falle  Entfernung  und  Azimute  herzuleiten  ^  kann  man 
ebenfalls  sich  des  Systemes  rechtwinkliger  Koordinaten  als  Zwischen- 
gliedes bedienen.  Im  Anschlufs  an  Fig.  7  S.  123  und  die  Formeln 
(7)  und  (9)  S.  125  und  12G  erhält  man  leicht: 
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sini]  BS  cos  J9,  sin  Li,t 


sin  {F  — -  J?^)  ~      tanij  tan      '    sin B^ 


,  ^  sin*  seci;  sin2  J?) 


1.2 


(1) 


(2) 


tan  i=^  —  sini]  sec  Li. 2  tan  J?,  ==  —  tan  Li  2  sin  B^ . 

Die  (2)  und  (4)  auf  S.  124  geben,  wenn  ij,  F  und  t  gefunden  sind: 

sin  6  sin  ai,%  *»  sin  rj 
sin  ö  cos  ai.2  =>  cos  ij  sin  g 

6  -  5,  -  J' 

sin  ^ü,  =  —  sing  tan-r-  sin  «i.o 

a«.i  =  ai.2+180«  +  z/n  +  /. 

Bei  der  Anwendung  dieser  Formeln  ist  (wie  §  7  S.  124)  Voraus- 
setzung, dafs  0  klein  sei.  Für  beliebige  Werte  von  o  gelten  sie  zwar 
noch,  verlieren  aber  ihre  Brauchbarkeit  zu  scharfer  Berechnung  der 
unbekannten  Gröfsen. 

Eine  vollständige  Kontrolle  der  Rechnung  gewahrt  eine  2.  Auf- 
lösung mit  Vertauschung  der  Punkte. 

Erscheint  bei  der  Auflösung  die  Auwenduug  der  Forniehi  unbequem, 
weil  etwa  die  S  und  T  nicht  genügende  8eliilrfe  gestatten,  so  kann 
man  wieder  Reihenentwicklungen  vornehmen.  Die  Formeln  (1)  geben 
zunächst  durch  Entwicklung  der  rechten  Seiten  (und  mit  Unterdrückung 
des  Index  von  Li. 2): 

sini,  -  L  cos  B,   (1  -  J-  L'  +  J,^  V  +  Gl) 
8m(F-^,)  =  Jz*8in2^,(l-  ^^^  Z«  + -J - // +  67.,) 

X  (l  +  I  T  +   i-  t  +  ^'''o) 
tan  /  =  -  L8inB,(l  +  1  L«  +    ^^^  V  +  G})- 
Führt  man  dies  in  die  lleihen  (2)  S.  29  ein,  so  ergiebt  sich  weiter: 

1J  ==I,C0S2?J  f  1  —  -g-i*sin*  J?,—  -j^  i*iin'  /i.[8-9iin'ß,)  -j-  67,,) 
In  Sek.  * 


\  -^^ -^  U  \h'-Q^  %m^  B^\ 


-f-  J   /,*  cot»  ß,  [1-2  tin'  ÄJ  -h  Jiy  /^*  4-  Tr/^ 
1  +  4-  J^'  COS*  J?, 


^  =  —  p  L  sin  J?2 

Xj  2  in  Sek. 
Xy  = ,, —  -  • 

Helme rt|  mathem.  u.  pbytikal.  Tbooriecn  der  liüb.  Geodütie. 


(3) 


9 


sm 
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Was  insbesondere  die  Entwicklung  der  2.  dieser  Formeln  anlangt, 
so  wird  dabei  als  Zwischenglied  erhalten: 

in  {F  —  B,)  —  ^  i«  sin  2B,  (l  +  -^  L*  [5-6  sin«  5J 

+  -^  L*  cos«  B,  [4-9  sin«  B,]  +  -J^-  L'  +  Gl,)  • 

Zur  logarithmischen  Rechnung  bequemer  findet  sich  durch  Anwendung 
der  (4)  S.  30  auf  sinij,  sin  (F — B^)  und  tan  t: 

log  1^  «=  log  (L  cos  B^)  —  -^  ML*  sin*  B^ 


—  -7^  ML*  ■in*  Ä,  [18-11  iin«  ÄJ  +  Ol, 


log  {F-  J5,)  =  log  (4"*"^* sin  2-B,)  +  -^  3f L«[5-6sin«B,] 


in  Sek. 


+  ^^  IfX«  ["»-«0  iin«  B,  +  800  iin*  Ä,] -f-  6??^ 

log  ^  «8=  log  ( —  p"i  sin  JS,)  +  ^  JlfL*  cos*  B^ 


in  Sek. 


8 


+  -^^^*«««'^  [7-i8tin*iy  -f-  Gl,  ; 


(4) 


Vorstehende  Entwicklungen  (3)  und  (4)  gelten  sicher  und  genügen^ 
so  lange  L  nur  eine  Qröfse  1.  Ordnung  ist,  wie  unschwer  zu  ersehen. 

Die  den  Formeln  (2)  entsprechenden  Reihen  entnimmt  man  nun 
am  einfachsten  den  Formeln  (1)  und  (2)  für  t;  und  u  S.  122,  indem 
man  darin  y^  «s  0  -«  ^|  setzt  und  den  Index  von  y^  und  x^  unter- 
drückt Es  ist  danach,  sicher  ausreichend,  sobald  die  (3)  und  (4)  ge- 
nügen und  8 :  Q  eine  Ghröfse  1.  Ordnung  ist: 

«  Bin  ax.,  -  «.1J  (l +1 1»  -  If  ?  +  -^  f  +  öio)  ] 

t       (J.-.F)toBric  }  (5) 

jt  —  -J-  Q"iv  (i  +  -5-  <«•+''*'  +  <?0 

in  Sek.  a  \  / 

«..1  — a,.,+  180»+^tt  +  <, 


und  in  logarithmischer  Fonn  hieraus: 
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log  (s  sin  «,.,)  =  log  (pij)  +  \Mi*-^  «'.^^  +  ,1  «i'  +  Gl, 
log  (scosai.,)  =  log  (pl)  -^Mti*—  ^ifi'^-  jö  *•'*  +  <^^ß 
log  Ja  =  log  (-  I  q"u)  +  -I,-  u(;'  +  <^)  +  Gi, . 


in  Sek. 


(C) 


§  1 1.  Lösung  der  vorigen  Aufgabe  mittelst  Gaufs'  Oleichungen. 

Wir  bezeichnen  die  beiden  gegebenen  Punkte  wieder  mit  P^  und  P, 
und  wenden  die  Gleichungen  (10)  S.  79  an,  indem  wir  substituieren: 

ii.2für^  ötiXra 

«,.i  -  180«  „  B  l  -B,   ,   ß 


180'>-ai.2 


n 


}) 


-B. 


«    n 


(1) 


Es    ergeben    sich    dann   unmittelbar  folgende  Formeln  zur   Be- 
stimmung von  ai.2,  0^2.1  und  6: 


sin  —      2  -      sin  2  =  —  sm     '  ^     '  cos     ^ 


=  —  am  -  - 


1.2 


COS 


sin 


cos 


«2.1  +  «1.2    _,„    O  __   B^  +  B,       .        ^-1.2 


2 

«2 

.1 

2 

«1 

.2 

«2. 

1 

«1 

2 

Sin  ö=  —  cos  —^—k —    sin 


cos  —  «=  4"  cos 


B,-B, 


L 


cos 


1.2 


ff              ,        .      Bg  +  1?,       .       -^^1.2 
COS  Y  =  +  8^11  ~"2 **'' 


2  ^^'2 

sin 


(2) 


Hierbei  sind  von  den  genannten  Formeln  nur  die  oberen  Zeichen 
benutzt^  weil  die  Seiten  des  Dreiecks  bis  auf  die  eine  ö  immer  <  % 
sind.  6  selbst  kann  ^ic  genommen  werden;  in  der  Regel  interessiert 
aber  die  kürzere  Verbindung  <  n  und  hiermit  ist  die  Auflösung  der 
(2)  eine  ganz  bestimmte. 

Die  Anwendung  der  (2)  setzt  voraus^  dafs  die  Winkel  des  Dreiecks 
(1)  positiv  zwischen  null  und  360«  gelegen  sind.  Wenn  indessen 
-t'i.2>  180«  wird^  so  werden  im  Falle  6<x  die  Ausdrücke  (1)  für 
B  und  C  gleichzeitig  negativ.  Denkt  man  sich  daher  zu  B  und  C 
360«  addiert^  so  ergeben  sich  doch  wieder  die  Formeln  (2).  Mithin 
gelten  die  (2)  allgemein  für  jede  Lage  von  P^  Pg. 

Setzen  wir  in  vorstehenden  Formeln  (2)  zur  Abkürzung  ein: 


-B,  —  Pi  =  JB 

«1.2 +  «2.1 -1800 


B,  +  B, 
2 

=  a 


B 


a2.i  =  ai.2+180«  +  z/a, 


(3) 


9* 
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wo  ^a  nichts  anderes  als  ^H  -)"  ^  in  der  Bezeichnung  der  vorher- 
gehenden Paragraphen  ist,  so  erhalten  wir: 


cos  a  sm 


.       dB  -^1.2      ^ 

—  sin  -=-  cos  — -z — 


2 


sin  a  sin  —  =  +  cos  3  sin 


'1.2 


2 


da,  ö 

cos— COS  Y 

.     Ja  c 

sm  — COSy 


+  COS  -=-  cos  — ;r— 


—  sin  B  sin 


'1.2 


(4) 


«12  =  «  — 
«2.1  =  «  + 


da 
2 

da 
2 


+  180^ 


(5) 


Diese  Formeln  geben  eine  möglichst  scharfe  Auflösung,  die  auch 
für  kleine  gegenseitige  Entfernungen  der  Punkte  bei  Anwendung  der 
Hilfsgröfsen  S  und  T  bequem  isi 

Gaxifs  benutzt  (in  den  Unterstichungm  über  Gegenstände  der  höheren 
Geodäsie  Teil  1  (1844)  S.  33)  diese  Formeln  zu  einer  indirekten  Auf- 
lösung der  Aufgabe  des  §  7  dieses  Kapitels,  S.  123,  wobei  sehr 
stark  konvergente  Reihenentwicklungen  entstehen.  Wir  gehen  im 
Folgenden  nur  auf  diejenigen  Reihenentwicklungen  ein,  welche  der 
Aufgabe  dieses  Paragraphen  entsprechen. 

§  12.    Reiheneutwicklungeu  zur  vorigen  Aufgabe.    Man  hat 

zunächst  aus  den  (4)  die  ^<;persche  Analogie: 

tana 


,  1.2  dB  jy 

—  tan  —  -  CSC  —--  cos  JB . 


Diese  Formel  logarithmieren  wir  und  substituieren  darin  die  Reihen 
(3)  S.  29  für  log  tan    '^-  imd  log  sin  ~  •   Das  fQhrt  zu  der  Formel: 


log  tan  «  =  log  (-  ^'l'~)  +  ^M  [2V  +  JB'\ 

Xi^inSek.  ^^  ^B  In  Sek. 


(1) 


JB 


Hierbei  ist  Li .  i  als  kleiner  positiver  oder  negativer  Wert  voraus- 
gesetzt Zur  Bestimmung  des  Quadranten  fUr  a  hat  man  die  aus 
Fig.  7  S.  123  unter  Annahme  eines  kleinen  Wertes  fOr  Ja  ersicht- 
liche Bedingung,  dafs  a  S  18^  f^r  +  Zi.f . 
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Man  erhält  nun  weiter  aus  den  genannten  Formeln  (4): 
tan  -TT—  «=  -—  tan  — r —  sin  B  sec 


2 "^^     )i 

Rechter  Hand   setzen   wir   für    tan       '     die  Reihenentwicklung  und 

führen  dann  den  Ausdruck  für  tan  -  ^-  in   die  2.  Reihe  (2)  S.  29 
ein,  womit  sich  findet: 

^«  =  -  L6  (l  +  ^- ^  L^  +  ^'-^\^,  ^-"^^  L^  +  Gk) , 

wenn  sin  B  sec  -^—  vorübergehend   mit   6   bezeichnet   wird.     Unter 
Restitution  dieses  Ausdrucks  und  zu  Logarithmen  übergehend,  folgt: 


log  Ja  =  log  ( —  Z/1.2  sin  B  sec    „    j 

in  Sek.  ^       in  Sek.  ^     ^ 

+  -^  ML^  cos  B,  COS  J?2  sec*  -^  (l  -  .J^  l-  (13  .m'  /^-tj)  +  6r7, ,      (2) 

wobei  die  leicht  zu  verificierende  Identität  1  —  6*=cosjB|COsl?gsec*  —^ 

benutzt  und  im  letzten  Gliede  rechter  Hand  6*  =  sin*  B  +  Gl^  ge- 
setzt ist. 

Die  Entwicklungen  (1)  und  (2)  sind  brauchbar,  wenn  L  und  JB 
als  Gröfsen  1.  Ordnung  augeselien  werden  können  (die  Bedingung, 
dafs  ö  klein  sei,  genügt  somit,  ebenso  wie  bei  den  vorhergehenden 
Aufgaben,  allein  noch  nicht). 

Zur  Berechnung  von  a  und  s  geben  die  beiden  ersten  Gleichungen 
(4)  des  vorigen  Paragraphen  zur  Auswahl  die  Formeln: 


sm- 


/  ^'1.2  \     .        JB  f  ,.  .      .        ^1.2 

=  ( —  COS  — - —  sec  « )  sni      -  =  (cos  i>  esc  a)  sin  —  — 


Beide  haben  die  Gestalt  sin  --  =  p  sin  — .  Die  Anwendung  der  Sinus- 
reihe auf  sin  -^-  und  der  Ajrcussinusreihe  (2)  S.  29,  bezw.  der  Reihe 

für  deren  Logarithmus,  S.  30  (4),  auf  sin  y  giebt  aber  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  s  =  ap: 

lüg  s  =  log  {pqg)  -  -^  Mq^  [1  -  p"]  [l  +-^9^ii  +  iW)  +  Gl^. 
Hierbei  ist  zu  setzen: 


^1.2  JB  in  Sek.    \ 

«  =  —  COS  -  -r —  sec  a  q  = r, 

^  2  -^  Q 

oder 

|>  =       COS  ^  CSC  a .  2  =  — '—„ 


(4) 
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Die  schärfste  Rechnung  hat  man  (wie  bei  Berechnung  einer  Hypotenuse 
aus  den  Katheten)  mittelst  des  kleinsten  p- Wertes. 

Wäre  log  sin  y  erwünscht,  so  würde  man  die  Substitutionen  (4) 

in  die  Formel 


(5) 


log  sin  I  =  log  ^  -  ^^-  Mq^  -  ^  u,^  +  Gl, 

einzuführen  haben. 

Die  Entwicklungen  (3)  und  (5)  sind  bezüglich  ihrer  Brauchbar- 
keit an  dieselben  Bedingungen  wie  die  (1)  und  (2)  geknüpft. 


X. 


4  Kapitel. 

Der  vertikale  Schnitt  und  das  Selinendreieck  fiir  das 

abgeplattete  Rotationsellipsoid. 

§.  1.  Abweichung  gegenseitiger  Yertikalschnitte  von  einander. 

Indem  wir  uns  nunmehr  zu  der  Geodäsie  auf  einer  Niveaufläche  von 
der  Form  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoids  spezieller  wenden,  sei 
zunächst   hervorgehoben,  dafs  wir  von   der  Krümmung  der  Lotlinien 

absehen  y  dafs  also  in  den 
Fällen,  wo  Punkte  betrachtet 
werden  müssen,  die  nicht  auf 
der  zu  gründe  gelegten  Niveau- 
fläche selbst  liegen,  auch  deren 
Lotrichtungen  stets  als  Nor- 
Ort  malen  dieser  Niveaufläche  ge- 
dacht werden.*) 

Legt  man  von  einem 
Punkte  Py  eine  Vertikal- 
ebene, also  eine  die  Lot' 
liniePi-STi'  enthaltende  Ebene, 
durch  einen  andern  Punkt 
Pj,  der  Oberfläche  (Fig.  8),  so 
liegt  des  letztem  Lotlinie 
P^K%  im  allgemeinen  nicht  in  der  genannten  Vertikalebene,  weil  die 
Schnittpunkte  K'i  und  K2  der  Lotlinien  mit  der  Rotationsaxe  im  all- 
gemeinen nicht  zusammenfallen.    Nach  S.  41  (9)  ist 


We«t 


Fig.  8. 


*)  Diese  Annahme  wird  nicht  nur  in  Kapitel  4,  sondern  auch  in  allen  fol- 
genden Kapiteln,  welche  die  Geodäsie  anf  dem  abgeplatteten  Rotationsellipsoid 
betreffen,  beibehalten  werden. 


§  2.     Gleichang  des  Ellipsoids  und  des  Vertikalschnitts.  135 

K[ K:,  =  a,c' (  ^^^"^'-  .  -  -_ ^1^^— ^  =  a,e'  «infe-sinft 
^     Vy  1  _  e'*  sin*  1^,        l/l  -  c*  sin«  Bi  /  ®         l/T^T?"       ' 

mithin  genähert  für  kurze  Distanzen  PiP2,  und  JB  als  Gröfse  1.  Ord- 
nung, c^  als  Gröfse  2.  Ordnung  genommen: 

K[K2  =  «0^  (cos  ß  sin  z/I/  +  Gl,)  (1) 

für 

^1^  =.B,^u,      jy  =  J  (Ä.  +  j;j.  (2) 

Haben  beide  Punkte  gleiche  geographische  Breite  2/,  so  fallen  die 
beiden  Punkte  K[  und  K^  zusammen;  alsdann  haben  1\  und  Pg  auch 
eine  gemeinsame  Vertikalebene.  Ebenso  ist  dies  der  Fall,  wenn  sie 
in  einem  und  demselben  Meridian  liegen.  In  allen  andern  Fällen  er- 
zeugen aber  die  von  einander  abweichenden  Vertikalcbenen  von  P^ 
nach  1\  und  von  P^  nach  P^  auf  der  Oberfläche  zwei  VefiiJcnlschnUtc, 
die  in  Pj  und  Pj,  sich  unter  kleinen  Winkeln  schneiden. 

Zeigt  sich  nun  bereits  hier  ein  wesentlicher  Unterschied  gegen 
die  Kugel,  so  bemerkt  man  sogleich  einen  andern,  wenn  man  sich 
die  Punkte  P^  und  P,  in  ihren  Lotlinien  emporgehoben  denkt;  dann 
tritt  Pg  aus  der  Vertikalebenc  von  P^  nach  der  Anfangslage  von  Pg, 
und  P,  aus  derjenigen  von  Pg  nach  der  Anfangslage  von  P^  heraus. 
Oder  mit  andern  Worten: 

Die  Höhe  des  Objekts  über  der  zu  gründe  gelegten  Niveaufläche 
hat  einen  Einflufs  auf  die  astronomischen  Azimute  der  Vertikalebenen 
(S.  7)  und  also  auch  auf  die  Horizontalwinkel. 

§.  2.    Gleichung  des  EHipsoids  und  des  Yerlikalschnitis. 

Dieselbe  lautet  in  rechtwinkligen  Koordinaten,  bezogen  auf  den  Mittel- 
punkt als  Ursprung  und  die  Rotationsaxe  als  z-Axe: 

5j  +  ^  +  aj  (1  -  O  ^  ^'  ^^^ 

Denken  wir  uns  nun  die  Meridianebene  von  P,  als  x;?- Ebene,  in 
90^  westlichem  Längenunterschied  dazu  die  yz-l&hene  und  nehmen 
positive  z  nach  Norden,  dann  folgt  mit  Bücksicht  auf  die  Formeln 
des  §  2  S.  39  und  mit  Beachtung  von  Fig.  8: 


^  Co  cos  J9,  . 

Xi  =  a«  cos  ßi  =  -r-  ^        _J-_ 
*  0         ^1        |/i  _  tf»  sin»  B, 

^,  =6^8inft=^L-J42.?^^; 


(2) 
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X. 


8 


a^  008  jB,  cos  L^  I 

Oo  COS  B,  sin  7^^  ^ 

"^    l/l  —  ««"sin«  JJ, 
Oq  (1  —  e*)  sinB, 


y^  =  aoC08/Sj,  sin  Li.  2 
^2  =  *o  sin  /Jg 


(3) 


N. 


yi  —  «*  sin«  B, 

Bezüglich  der  Bildung  von  x^  und  y^  ist  zu  bemerken,  dafs  a^  cos  ß^ 
(d.  i.  das  o;  auf  S.  40)  in  der  Äquatorebenc  gegen  die  rc-Axe  die 
Neigung  Z1.2  besitzt. 

Wir  denken  uns  ferner  in  der 
a;^- Ebene,  wie  es  Fig.  9  zeigt, 
eine  Axe  der  £  als  Tangente  der 
Meridiankurve,  positiv  nach  Süden, 
und  normal  dazu,  also  in  der  Rich- 
tung der  Lotlinie,  eine  Axe  der  {;, 
M  positiv  nach  dem  Innern  des  Ellip- 
soids.  Legen  wir  endlich  eine  Axe 
der  ri  durch  Pj  parallel  zur  y-Axe, 
so  ergeben  sich  für  einen  be- 
liebigen Punkt  P  des  Raumes  fol- 
gende Relationen  zwischen  den 
Koordinaten  xyz  imd  ^i^g: 

Fig.  0.    Projektion  auf  die  x  «-Ebene. 

5  =  (JJ  —  3Ci)  sin  i)*j  —  (^  —  rj  cos  Bi 

n  =  y  (4) 

1^=  —  {x  —  x^)  cos  B^—  {z  —  z^)  sin  B^ , 
x  =  a;^  -j-  g  sin  i^j  —  f  cos  B^ 

y  =  n  (5) 

z  =  z^--  l  cos  -Bi  —  5  sin  2?j, 

wie  man  leicht  durch  Projektion  auf  die  verschiedenen  Axen  findet 
Substituiert  man  die  (5)  in  die  Gleichung  (1),  so  geht  sie  über  in: 

l\\—cHm^B,)  +  ri\\ - c«)  +  g«(l  -  c^cos*!^,)  +  266c« sinP, cosU^ 

+  2l(x,{\  —  ^)smB^  —  z^(io^Bi)-2t,(x,{\  —  e')coBB^  +  z^wLnB^ 

=  al(^^c')^x\{l-i^)-^z\, 

was  sich  mit  Rücksicht  auf  die  (2)  wesentlich  vereinfacht,  wie  folgt: 
I»  (1  -  c'  sin*  B^)  +  »j*  (1  -  c*)  +  g''  (1  -  c*  cos»  £,) 


*^ 


+  2|gc»  sin  B^  cos  B^  —  2i-  '^_^.V~^1 


Vi  -  e*  sin*  B, 


0. 


(6) 


§  2.    GleichuDg  des  EllipsoidB  und  des  Vertikalschnitis. 
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Setzt  man  hierin  wie  S.  58  für  |  und  tf  die  Ausdrücke  in  Polar- 
koordinaten: 

I  B=3  #  cos  a        ij  =  -d"  sin  a,  (7) 

so  ergiebt  sich,  falls  a  konstant  bleibt,   eine  Gleichung  zwischen  d* 
und  ^  allein ;  die  Gleidiung  des   VertiJcalsclmittes,  welcher  von  P^  im 

Azimut  a  ausgeht: 


^«  (1  —  c«  +  c»  cos*  B,  cos«  a)  +  g«  (l  —  c«  cos«  B,)  ] 
+  2d'ie^  sin  B,  cos  B^  cos  a  -  2g  --^^'^£}-^- 

y  1  —  e*  sin*  J?, 


=  0.    (8) 


Diese  Schnittkurve  ist  eine  Ellipse,  weil  die  Gleichung  vom 
2.  Grade  und  die  Kurve  geschlossen  ist;  die  kleine  Axe  liegt  in  der- 
jenigen Meridianebene,  welche  normal  zur  Schnittebene  steht  und  die 
grofse  Axe  liegt  in  der  Aquatorebene,  wie  mit  Rücksicht  darauf 
folgt,  dafs  jene  Meridiauebene  des  Rotationsellipsoids  und  ebenso  die 
Aquatorebene  Symmetrieebenen  sind,  die  grofse  Axe  aber  jedenfalls 
nur  in  der  Aquatorebene  liegen  kann. 

Die  Meridianebene,  welche  normal  zur  Schnittebene  steht,  ist 
auch  die  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Rotationsaxe  zur  Schnittd)ene, 
den  wir  mit  90^  —  U  bezeichnen. 

Um  denselben  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  um  Ki  eine  Kugel 
vom  Radius  1  gelegt  und  zu  allen  interessierenden  Linien  Parallelen 
durch  Ki  gezogen.  Dann  geben  die 
gröfsten  Kreisbögen  zwischen  den  Durch- 
schnitten der  Linien  durch  Ki  mit  der 
Kugeloberfläche  die  Neigungswinkel  der 
Linien  an.  Fig.  10  zeigt  die  entstehende 
Figur  auf  der  Kugelfläche.  N  entspricht 
dem  nördlichen  Teile  der  Rotationsaxe,  P^ 
der  Lotlinie  von  P^,  NP^  der  Meridian- 
ebene  durch  P^,  PqP^P^  der  Vertikalebeue 
P1P2  und  NPq  derjenigen  Meridianebene, 
welche  normal  zu  jener  steht. 

Das  sphärische  Dreieck  NPqP^  ist  in     -* 
Pq  rechtwinklig.     Der  Winkel  bei  P^,  das 
astronomische  Azimut  der  Vertikalebene  von  Pj  nach  Pj,  soll  jetzt 
mit  ai.2  bezeichnet  werden.     Man  hat  dann  nach  dem  Siuussatz 


-<'', 


A  \ 


Fig.  10. 


cos  JJ  =  cos  Pj  sin  ai,j. 


(9) 


Auf  die  licktifikation  der  Bogenlänge  gehen  wir  hier  nicht  ein,  da  wir 
dieselbe  spüter,  für  den  beabsichtigten  Zweck  besser  passend,  mit  der 
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Sehne  in  Beziehung  bringen  werden.    (Vgl.  überdies  über  die  Rektifikation 
Hansen,  Geodät,  Untersuchungen  S.  66.) 
Hier  notieren  wir  nur  noch  die  Gleichung  des  Vcrtikalschnitts,  dargestellt 

mittelst  der  Polarkoord inaton  K\  P  ^  r  und  -^  ( ^ ,  )  «=  ö;  sie  lautet: 

,.(l_c«  +  e«cos«t;cos«ö)-r^.?L5??.^^ 

Vi  — (5«  sin«  Bi  l-e^sin^B, 

wie  man  durch  die  folgenden  Substitutionen  aus  (8)  herleiten  kann: 

^  =  r  sin  («  -  e,)  und  J  ^  (-=^^===-  -  r  cos  {9  -  9,)) . 

Vyi  —  c'  sm*  ^1  / 

§  3.  Uas  astronomische  Azimut  als  Fuiilctioii  der  geo- 
graphischen Positionen.  Für  die  Vertikalebene  von  1\  nach  1\ 
ist  das  astronomische  Azimut  ai,i  durch  die  Formeln  gegeben  (vergl. 
(7)  und  (4)  des  vorigen  Paragraphen): 

cotai.2  =  ^  1 

^  =  (x^  —  Xi)  sin  Bi  —  (xfj  —  Zi)  cos  I/j  I  ^^^ 


V2  =  y%} 

wobei   man  für  x^y  z^y  x^,  y^  ^^^  ^2  "^^^*  ^i®  Formehi  (2)  und  (3) 
des  vorigen  Paragraphen  zu  benutzen  hat. 

Wendet  man  die  Ausdrücke  an,  welche  die  reduzierten  Breiten 
enthalten y  so  ergiebt  sich: 

(cos  p,  cos  L^  ^  —  cos  Pi)  sin  B^^  —  (sin  (3,  —  sin  (J,)  cos  J^,  |/l  -    c* 
cot  ai.2  = 


cos  ß^  sin  L^  2 
Wird  hierin 


sin  B^  =  sin  ßi :  yl--  e*  cos*  /J^ 
und 

cos  Bi  =  cos  ßi  yi  — c* :  )/l  —  c*  cos  /jj 
gesetzt^  S.  40  (5)^  so  geht  dieser  Ausdruck  über  in: 


im-~--c< 

cot  «12  = 7  —  ,    ("^^ 

cos  Pj,  sin  Lj  2  yi^  —  «*  cos*  ßi 


(cos  p,  sin  Pi  cos  L^  ^  —  '^^^  ft  ^^^  Pi)  +  2  c'*  sin  -—•  cos  p  cos  Pj 


Indem  wir  für  cos  Li,t  schreiben  ( 1  —  2  sin*  -i  *) und  |/l  —  c*  cos"  /S, 

wie   früher   mit   U'j   bezeichnen,   ergiebt   sich    folgende   zu    scharfer 
Rechnung  geeignete  Transformation: 

cot  a, . , ~~  ( -,  J"  fA-y  (l  -  c*  cos  /»,  cos  ß  sec  ^)  +  sin  ß,  tan  ^ }  •  (4) 
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Für  a^.i,  (1.  i.  das  astronomische  Azimut  des  Vertikalschnitts  von 
P^  nach  Pj,  bedarf  es  einer  besondem  Formel  nicht,  denn  es  geht 
cot  02.1  aus  cotai.8  hervor,  wenn  man  der  Vertauschung  der  Punkte 
entsprechend  die  Indices  1  und  2  mit  einander  vertauscht  und  daher, 
wenn  ^ß  immer  noch  ß^  —  ß^  bedeuten  soll,  es  negativ  nimmt.  Auch 
kann  man  noch  hervorheben,  dafs 

i'« .  1  =  —  Li,%. 

Wir  geben  nuntnehr  den  Ausdruck  für  cot  ai.^  mittelst  geo- 
graphischer Breiten.  Derselbe  läfst  sich  am  bequemsten  direkt  durch 
Substitution  der  passenden  Werte  für  üq  x,  y  und  z  in  die  Gleichung 
(1)  herstellen.    Es  findet  sich: 


cütai.2= 


(cosI^ysinjBj  008 1/|  «  —  8in-Bj,co8Bi)+c*co82?|(  sinB,  — sinB,  -- __  —  ) 

\  }/l— c'8in*J9,  /      ,-v 

-^ : p ;    (O) 

COS  jBj,  8in  X/j    2  ^    ' 

und  hieraus  geeigneter  zu  scharfer  Rechnung  und  mittelst  Einführung 
von   W  iürVl  —  c^sin^^: 

cot  ai .  2  =  —  { -.—7*^^ 5-  +  sin  jB.  tan  -1,  -  +  ^-  ,— -   -x>-(  »iii  ^iiir — »ii^i^«  )  1 '  (6) 

Die  Formeln  (4)  und  (6)  lassen  «1.2  um  180®  unbestimmt,  jedoch 
ist  das  unwesentlich,  weil  beide  Werte  von  «1.2  dieselbe  Vertikal- 
ebene bezeichnen.  Aufserdem  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafs  die 
Sehne  P1P2  immer  westlich  vom  Meridian  durch  P^  liegt,  wenn  die 
tccstlicJie  geographische  Länge  von  P^  gegen  P^  <  180®  ist;  hingegen 
östlich,  wenn  sie  >  180®  ist. 

Demgemäfs  wird  man  setzen: 

dfti  güdwotl.  Aximut  ai.2  <  180®  für  die  wesUiche  Länge  L1.2  <  180® 

"     ai.2>180®  „    „       „  „    7.,.2>180®. 


n  »1 


(7) 


§  4.  lleihcnentwicklungen  zur  vorigen  Aufgabe.  Die  Formel 
(6)  kann  man  noch  dadurch  weiter  entwickeln,  dafs  man  das  in  c* 
multiplizierte  Glied  in  folgender  Weise  transformiert.    Es  ist  zunächst 

yr^~e^8l^'~B,  =  ]/l  -  -J  4_  jj.  cos  (2B,  +  2JB) . 
Löst  man  den  Cosinus  auf,  so  ergiebt  eine  einfache  Reduktion: 


Die  Reihenentwicklung  nach  dem  binomischen  Satze  giebt  hieraus 
in  endlicher  Form  (2.  Formel  (3)  S.  27  §  4): 
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Vi- 


*  »in«  Jg,        .         1  f  <'  mn  2B  sin  z/g  ^  /  J^f      |j %  i  .  \*\/|x 

worin  X  einen  echten  Bruch  bedeutet.  Führt  man  Vorstehendes  in 
die  Formel  für  cotai.2  ein  und  betrachtet  e^  wie  bisher  als  Gröfse 
2.  Ordnung^  so  resultiert: 


cotai.2= — 


sin  dB 


%mljy  jCOsB^ 


1 — c*cos5i  cos  JBsec—  j^  qi 

g^8in2^t8iD  2B  / .     ,    ^In  9BtinJß\ 

4(1 — c*8in«Bj  V   '  *  (1-^ ■in«Ä,)/_ 


+sinBitan- 


l.t 


Diese  Formel  giebt  stets  eine  fttr  die  Anwendung  lOziffiriger 
Logarithmen  ausreichende  Schärfe.  Es  betragen  nämlich  mit  Ver- 
nachlässigung einiger  Faktoren  im  Nenner,  die  jederzeit  nahezu  1 
geben,  die  Gl^  in  der  eckigen  Klammer  nur 

+  -y  xe»  sin  2B,  sin»  2B  sin«  JB , 

das  ist  weniger  als  1:16000  000000.  Der  Einflufs  auf  den  Loga- 
rithmus der  eckigen  Xlammer  ist  somit  <  M:  16000  000000  d.  i.  nur 
2  Einheiten  der  11.  Decimalstelle. 

Ist  zfB  eine  kleine  Gröfse  1.  Ordnung,  so  föUt  das  klein- 
gedruckte Glied  in  (2)  auch  noch  weg,  weil  alsdann  der  kui*zen 
Distanz  wegen  ai.«  nicht  so  scharf  berechnet  zu  werden  braucht,  wie 
f&r  gröfse  Distanzen. 

Die  Formel  (2)  läfst  sich  mit  Vorteil   noch  weiter  umformen, 

wenn  man  kleine  Werte  für  ^B  und  Lt.%  voraussetzt. 

.  ^^ 

Wir  führen  in  die  eckige  Parenthese  von  (2)  anstatt  B^  und  B 
eine  Breite 

(») 


B' 


SB,  +B^         7?     i     ^^ 
— 4~  -  =  ^1  +  "T 


ein,  sodafs  zu  substituieren  ist  B^^^B^ r—  und  2f«==JB*  -| — ^• 

Löst  man  dann  die  betreffenden  Cosinus  und  Sinus  auf,  so  ergiebt 
sich  für  die  eckige  Klammer: 

dB 


[^]-=  l-e»  sec  -/(cos'^'-  sin«^)  - ';-,--.-j„.^--*-  +  Gl, . 

Im  letzten  Nenner  rechts  kann  man  für  B^  einfach  B'  setzen; 
denn  der  dahei  begangene  Fehler  ist  von  der  7.  Ordnung.  Hiermit  und 
durch  einige  einfache  Reduktionen  erhält  man: 


(2) 
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.  ,  dB 
Bin' 


7 


Das  erste  dieser  Glieder  ist  in  Strenge  (1  —  c*) :  TT*,  TT  für  die 
Breite  *Jß';  denn  man  hat 

woraus  sofort  jenes  1.  Glied  folg^  Führt  man  dies  und  die  Reihen 
für  Secante  und  Sinus  ein,  so  folgt: 

oder 

.  1  -  l  e'JB^Uos  2B'  Fl  +  -^^-B^l. 

-  e^  sin«  B'  [2  +  cos  2B'])  +  G/^ 

wobei  neuerdings  nur  Glieder  8.  Ordnung  vernachlässigt  worden  sind. 
Für  kleine  Werte  von  ^B  und  ii.2  können  wir  nun  femer  setzen^ 
den  Index  von  L  unterdrückend: 


Multipliziert  man  rechts  aus  und  führt  den  entstehenden  Ausdruck, 
sowie  (4)  in  (2)  ein,  so  folgt  endlich: 

wobei 

f  -=   (  1  -  I  [JB'^  -  i*]  (l   -  i  r»^«'  -  7 /.'])  -±r^  JS^  CO.  « fl.  +  Gl, ) 

-  7,  dBhn  Sek.  ^  -'^1.2  *»  8«*f- 

Die  grofsten  hierbei  vernachlässigten  Glieder  sind  folgende  Glieder 
6.  Ordnung  der  geschlungenen  Parenthese  F: 

+  -^  ^  JB^  sin«  B'  [2  +  cos  2-B']  +  "2^6-^*  ^^*  cos  2B' 

-;^e^JB^Vcos2B^+  J^^^LK  (6) 


(r>) 
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Multipliziert  man  dieselben  in  üf,  so  erg^ebt  sich  der  Einflufs 
auf  den  Logarithmus  der  geschlungenen  Parenthese.  Den  gröfsten 
Einflufs  haben  das  1.  und  3.  Glied.  Er  ist  im  Maximum  in  Einheiten 
der  7.  Decimalstelle  des  Logarithmus  naherungsweise  gleich 

13  z/JB«  bezw.  300  JB^D ,  (7) 

sodafs  selbst  für  /1B  =  0,1  xmd  L  =  0^1  erst  die  8.  Decimalstelle 
der  geschlungenen  Parenthese  in  (5)  (und  zwar  nur  allein  wegen 
des  1.  Gliedes)  um  1  Einheit  irrig  wird. 

Wendet  man  (5)  auf  ^i?  «=  0,02  und  L  =  0,08  an,  so  ist  der 
Fehler  des  Logarithmus  der  geschlungenen  Parenthese  in  (5)  mit 
Rücksicht  auf  alle  vernachlässigten  Glieder  im  Maximum  8  Ein- 
heiten der  10.  Decimalstelle. 

§  5.  Sehne  und  Azimute  aus  der  geographischen  Lage  zweier 
Punkte  mittelst  Benutzung  der  reduzierten  Breiten.  Bisher  wurde 
angenommen,  dafs  nur  ein  Azimut  zu  berechnen  sei.  Sind  aber  beide 
Azimute  und  auch  die  Sehne  zu  ermitteln,  so  wird  man  die  Formeln 
zur  Berechnung  des  Azimuts  angemessen  abändern.  Zunächst  be- 
trachten wir  die  Sehne  PiP^  =  k-  Für  diese  hat  man  unmittelbar 
die  Gleichung: 

k«  ==  {x,  -  x,y  +  (y,  -  y,y  +  {0,  -  0,y. 

Substituiert  man  die  Ausdrücke  der  Koordinaten  mittelst  der  re- 
duzierten Breiten  nach  (2)  und  (3)  S.  135  u.  136,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

Jl»=aj{(cos/J,cosZri.t  — cos/Ji)*+cos*/}jsin*jLi.2+(l— c*)(sin/Sg— sin/Si)*}  , 

was  nach  einiger  Reduktion  und  insbesondere  nach  Einführung  der 
halben  Winkel  übergeht  in: 

k'  SS  4a2  ^sin«  _i  cos*  — Y^  +  cos*  ß  sin*—^ — e*sin*  -^cos*/Jj.  (1) 

Diese  Formel  wird  zur  Vermeidung  der  Rechnung  mit  yielziffrigen 
Zahlen  zweckmäfsig  dadurch  transformiert,  dafs  man  setzt: 


^  =  sin  -^  cos  a  j 

(2) 


—  Sin  — ^  cos    a     ™  sm  y  cos  a 


+  a  1.1  .      <F        •  / 

COS  p  sm  — r—  =  sm  y  sin  a 


/  e  dß  a 

sm  q  «= ,  sm  -~-  cos  p .  /« x 
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Es  geht  damit  die  Formel  (1)  über  in  die  weit  einfachere: 

k  «=  2aQ  sin  -^  cos  q. 


(4) 


Die  Bedeutung  der  Hilfsgröfsen  a  und  tf"  ergiebt  sich  aus  der 
Betrachtung  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  nachstehenden  Seiten  und 
Winkeln : 


ff' 
Li., 


oi.i  -  180» 


•i 


180»  — ai.2. 


(5) 


Setzt  man  nämlich  zugleich 

a;.,  =  o;.,  +  1800 +  z/o' 

2 ° 


(6) 


80  geben  die   Grau/Aschen    Gleichungen    für    dieses   Dreieck,   vergl. 
S.  131: 


cos  a    sin  y 


sin  a    sin  -x- 


Ja         c 
cos -g- cos  Y 

.    Ja  a 

sm  — cos- 


.     JB         ^i.% 

—  sm  -f-  cos  —^ 


'1.2 


'i.2 


Z//J  =  ft  —  /?! 

Ja 


«1.2  «=  ö    


2 


+  cos  ß    sin 
+  cos  -g^  cos     2 

•        />         •  1.2 

—  sm  p    sm  —  -    ; 

ß-l  (fii  +  ßi) 

th.i  = 


o'  +  ^+180». 


(7) 


Denkt  man  sich  hieraus,  den  (2)  entsprechend;  ö',  aufserdem 
aber  auch  noch  al.«  und  Os.i  berechnet^  so  lassen  sich  nun  damit 
auch  die  astronomischen  Azimute  ai.s  und  a^.i  finden.  Offenbar 
nämlich  geht  die  Formel  (2)  S.  138  in  eine  Formel  für  cotai.s  über, 
wenn  man  e »» null  setzt.  Damit  aber  läfst  sich  jene  wie  folgt 
reduzieren: 


Bin  -^  cos  ß  008  ft 


cot  ai.8 


cot  a\  ,  +  2c» ,—f — 

*•"  Bin  ij   j  008  ^ 

Vi  —  e"  cos"  ft . 


Setzen  wir  den  2.  Teil  des  Zählers  gleich  tan  «i.t  und  benutzen 
die  Bezeichnung  w^  =  YT~—  c*  cos*  ßi ,  so  wird 
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tan  ai .  2 


tTj  8IU  Ol   2  <^^S  ^1.2 

co8(a;,2-«j,j) 


tan  £1 


2e' 


8in  —  -  008  ß  008  ft 


(8) 


sin  X|  2  CO8  ^2 


Die  Vertauschung  der  Indices  1  und  2  giebt  hieraus,  da  Z« .  1= — -^i .  2  ist, 


tan  a^ 


w, 


*  sinoj  i008f^ 
CO8  (a'j  1  —  ^2.1) 


tan  €i 


2e^ 


8in    ^ 
9  2 


008  ß  008  ß^ 


sin  X^  2  ^^^  ^1 


(9) 


Die  gesamte  Auflösung  ist  nunmehr  in  den  Formeln  (7),  (3), 
(4),  (8)  und  (!))  enthalten.  Zu  (7)  ist  noch  zu  bemerken,  dafs  man 
&  stets  <  n  zu  nehmen  hat,  damit  die  Azimute  der  Lage  der  Sehne 
entsprechen  (vergl.  S.  139  §  3),  Hierdurch  ^vird  die  Auflösung  der 
(7)  eine  ganz  bestimmte. 

Wendet  man  die  Formeln  dieses  Paragraphen  auf  2  Punkte  in 
geringer  Entfernung  von  einander  an,  so  wird  es  miter  Umstönden 
passend  erscheinen,  an  die  Foimeln  (7)  Reihenentwicklungen  zu 
knüpfen.  Da  nun  die  (7)  völlig  den  (4)  S.  132  entsprechen,  so  kami 
man  mit  ganz  geringen  Änderungen  in  der  Bezeichnung  die  Formeln 
des  §  12  S.  132  auf  vorliegenden  Fall  übertragen,  wobei  nun  auch 
Formel  (5)  daselbst  zur  Anwendung  gelangt. 

Die  e,  zu  deren  Bestimmung  7zifFrige  Logarithmen  (event.  unter 
Anwendung  der  Hilfslogarithmen  T)  immer  ausreichen  dürften,  können 
aber  wie  oben  ermittelt  werden,  nur  wird  man  in  den  Ausdrücken 
für  tan  £  mittelst  der  ersten  beiden  Gleichungen  (7) 


sm 


jß 


L. 


2  /        1  -■''1  2  \ 

-.  -f —  ersetzen  durch  ( —  -zr  sec*  —zr-  cos  ß  cot  a  )  • 
8inZf|  2  \      2  2  '  / 

§  G.  Sehne  und  Azimute  mittelst  der  geographischen  Breiten 
und  des  LSugenunterschieds  zweier  Vunlcte.  Wir  betrachten  zu- 
nächst das  sphärische  Hilfsdreieck  mit  den  nachstehenden  Seiten  und 
Winkehi: 


0) 


Für  dasselbe  ergeben  sich  wie  im  ähnlichen  Falle  des  vorigen 
Paragraphen  die  zur  Bestimmung  von  er',  a^.i  und  ai.2  geeigneten 
Formeln: 


d' 

n 
2 

-lii 

2        -"« 

Li, 2 

«2.1 

180» 

180« -0;.,. 
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cos  a   sm  y 


sin  a    sin  Y 
cos  -Y  cos  Y 

.    Ja         0 
sin  — cos  y 


.    JB         -^'i.f 

—  sm  -r-COS 


8 


-|-  COS  B  sin 


2 


'1.« 


4? 

2 


+  COS  -::-  COS 


2 


'1.» 


—  sin  £    sin 


2 


'i.« 


2 


B-i(^.  +  ^i) 


«1.« 


a  — 


ö«.i 


2 


a'  +  :^+180^ 


(2) 


In  diesen  Formeln  bedeuten  ai.s  u.  s.  f.  nicht  dieselben  Gröfsen 
wie  im  vorigen  Paragraphen.  Dagegen  ist  ai.s  identisch  mit  dem- 
jenigen Wert  von  ai.j,  welchen  Formel  (6)  S.  139  för  e*  =  null 
ergiebt.    Man  hat  daher 

cot  a,,,  =  cot  a\,,  +  -j-^??^^  (sin  B,  -  ^'  sin  B,).    (3) 

Setzt  man  den  Zusatz  zu  cotai.s  gleich  tancl.s,  so  folgt  leicht 
f&r  ai.s  und  zugleich  durch  Vertauschung  der  Indices  1  und  2  auch 
fbr  Os.i: 

■in  Ol  2  008  f  I  I  ^  sin  o^  ^  cos  t^  ^ 


tan  Gl, 2 


tan  £i. 


cos  (ai  ,-«;,) 
e'  cos  B| 


tanot 


.1 


co«(«i.i-»i.i") 


^.  .:, 


sm 


S-  cos  2f,  /    •        T>  »^f       •        T>  \ 

j-^-^^  (sm  B,  -  ^  Bin  B,) 


e'  cos  J3, 


>*".   .:, 


>^, 


tan  «2.1  =  — — 7 ^-^-(sm  jB«  —  üt    ^^^  BAj^^- 

sin  Lj  j  cos  -Bj  \  *        TTi  ^  W^ 


(4) 


Für  die  Sehne  k  erhält  man  ähnlich  wie  zu  Beginn  des  vorigen 
Paragraphen  die  Gleichung: 


/C0sJ9,C0sZj   2 


cosB,  sinL|  2\* 


/  COSi^,  cos  JLrj   2  COSB,  Y    t_(  ^*     «  ■"*     1  • «  \ 

Hieraus  folgt  mit  Beachtong  des  Umstandes,  dafs  fSr  e  =>  null 


k*  in  ial  sin*  7p  fibergehen  mufs: 


8 


k  —  20o8in^  cos  q'iYV^W, 


(5) 


2Bin  1^  sin g'  «l/S  |/«»(2-e»)  (sin^.-^JsinB,)*-  (l  -^)*.(6) 


Helmert,  nuithem.  iL  pbyiikaL  Tlieorieen  der  hOh.  G«odiaie. 


10 
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Die  letztere  Relation  für  sin  q  schreibt  man  mit  Rücksicht 
darauf^  dafs  der  2.  Teil  im  Radikanden  unter  dem  grofsen  Wurzel- 
zeichen immer  e*  als  Faktor  hat,  der  erste  aber  nur  e*,  während  in 
Bezug  auf  z/JS  die  Ordnung  die  gleiche  ist,  besser  wie  folgt: 


•      / 


sin  2   =  — 


e  1/2  -  e»  (»in  B,  -  ^  Bin  B.)        ,^ 


COS  9 


tt 


2  8in  — 


sin  <i'  =  (l ^'-)  :  c  ]/2  —  c*  (sin  B^ ^  sin  B,). 


(7) 


Es  kann  vorteilhaft  sein,  einige  der  Ausdrücke,  welche  in  den 
obigen  Formeln  vorkommen,  durch  Reihen  zu  berechnen.  Nach 
S.  140  (1)  ist  aber,  und  zwar  mit  einer  in  allen  Fällen,  wo  zehn- 
ziffrige  Logarithmen  zur  Berechnung  von  k  genügen,  ausreichenden 
Genauigkeit: 

TT,  f  e«  sin  2 J?  sin  JB  \  f  ^    .     1    f  e«  sin  25  sin  dB 


1  — 


^1 


1 


2Tr,« 


K'+t| 


2>F,» 


)+Gi,). 


Man  hat  hieraus: 

log(l 


E 


logE+^E+Ol,  ' 

f'  sin  2B  sin  JB 
2HV 


(8) 


Die  6^4  haben  die  4.  Ordnung  wegen  des  Faktors  ^.  Da  noch  der 
Faktor  sin^^B  vorhanden  ist,  erhalten  sie  die  6.  Ordnung  für 
kleine  ^B.    Nach  S.  140  (1)  folgt  nun  weiter: 

8in-B,--^sinJBi=2sin^co8jB+JE;sinJBi(l  +  yi;+(?i4) 
und  durch  Logarithmieren  hieraus: 

log  (sin  J?2 — ^  sin  B^j 


D  =  2sin-5-  cos  B, 


(9) 


wobei  jetzt  die  Gl^  zum  Teil  auch  für  kleine  ^B  ihre  Ordnung  nicht 
ändern,  da  ihnen  der  Faktor  sin'^J?  fehlt. 

§  7.    Beihenentwicklnngen  zur  yorigen  Aufgabe.    Wir  be- 
trachten von  jetzt  ab  k  als  Gröfse  1.  Ordnung,  sodafs  auch  </  und 
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^£  Gröfsen   1.  Ordnung  sind^   während  L  beliebig  grofs  sein  kann, 
insoweit  nicht  jene  Bedingung  für  k  ein  kleines  L  erfordert. 

Wir  knüpfen  an  die  Formel  (3)  S.  145  an,  wonach  man  schreiben 
kann: 

cot  »1.2  =  cot  ai.2  +  A 


Ä . 


e*  cos  J?i 


bin  L^  2  cos  ^ 


r(" 


sin  Bc 


El. 


sin  Bi  \ 


> 


(1) 


Nach  S.  140  (1)  und  in  weiterer  Entwicklung  nach  S.  146  ist  aber 
auch 


le'sin  —-- 


COB^COSB, 


%\xiL^^Qo%B^ 


e'sinJSsinJS,  cos 


JB 


^+        1-^eHva-B  —  V  +  ^  i^l  - eHin- B;)  +  ^^^)    '  ^"^^ 


wobei  nach  S.  140  das  Restglied  Gl^^  für  jeden  Wert  von  ^B  uner- 
heblich ist,  also  umsomehr  für  Werte  jdB  im  Betrage  von  Grofsen 
1.  Ordnung,  weil  es  dann  wegen  seines  Faktors  sin'^f  in  Bezug 
auf  die  geschlungene  Parenthese  von  (2)  die  8.  Ordnung  hat. 

Setzen  wir  nun  im  vorstehenden  Ausdruck  (2) 

=  1  +     er-  sin*  B.      +  -    ~  t-^^-ö    f 

•  *         '      1  —  e*  sin*  Bi   ' 


1  —  c«  sin«  -B, 


(1  —  c*  sin»  B,)« 


l  +  T^ 


e'sin'B, 


+ 


c*  sin*  i?, 


«sin*-»,     *     (1  — e*8in*B,) 


s    > 


ferner  zur  Abkürzung 


2  cos 


2  sin 


JB 
2 

JB 


sin  B  =  sin  jB^  +  ^^^  ^i  =  ^^ 
cos  B  =  sin  ^2  —  sin  B^=  D 


(3) 


und  beachten,  dafs  sin z/jB  sin  22?  =  SZ)  wird,  so  ergiebt  sich: 


e*Dco8B, 
sin  X/j  2  cos -Bj 


1+2  e*-Ssin5, 


•(4) 


Dabei  zeigt  sich  deutlich,  dafs  der  in  x^e^sin^^   zusammengefafste 
Rest  ein  kleines  Glied  ist,  dessen  grofster  Bestandteil 

\o^S  sin'^  J5,  :  (1  —  (?  sin*  B,) 


10* 


i 
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von  e^  sin^  B  nur  unerheblich  abweicht^  sodars  X|  sehr  nahe  gleich 
1  ist. 

Um  mit  Hilfe  des  Vorstehenden  jetzt  den  Unterschied  von  ai.2 
und  ai.s  herzuleiten,  benutzen  wir  die  Entwicklung  S.  30  für 

cot  ai  .8  •»  cot  ai .  s  +  & 
und  erhalten: 

«1  2=ai.2~Ä8in*ai.2|  1— Asinai.2Cosai.s— iÄ*sin*ai.8(l— 4cosVi.«)| 

\      '  (5) 

+  -  Ä*sin*aV.2  sin  4a'i'.2, 

und  zwar  entspricht  im  letzten  Gliede  ai.s  einem  Winkel,  dessen 
Cotangente  gleich  cosai.«  -|~  ^^  ^^^j  ^  ^üi  positiver  echter  Bnich. 
Das  sphärische  Dreieck  (1)  S.  144  giebt  aber 

sin  ai.s  sin  </  «s  sin  Xi.s  cos  B^. 

Mittelst  dieser  Relation  findet  sich: 

«'D  cos  Bi  cos  B^  sin  L^  ^ 


h  sin'  ai.2 


Bin'  c 


X  (l  +  ^  e«/S  sin  jB,  +  I  6*S  sin  B^  (3  sin«  B,  +  sin«  B^)  +  x,  c«  sin«  B^ 

und 

Ä/  c'D  cos  B,  ( ^    I    c'S    .     x>     I        -1*4  T>\ 

sin  ai.2  =      gj^^.      V    "^  "2"  "^  "^^  +  **^  ^^  -^j' 

worin  x,  eine  Zahl  bezeichnet^  die  wie  x^  sehr  nahe  gleich  1  ist.    Dies 
g^ebt  in  (5)  eingesetzt: 


,  t^D  cos  B^  cos  B^  sin  Xj  2 

öl. 2  =  öl. 2 :^~i — J •  F 

Sin"  a 

I     1  M    ^  4    "       '    Ä-                     D  cos  B,  sin  a;  j      | 
+  -  Ä*  sm*  ai.2  sm  4ai.2  —  xi.26® ^^. ,   j 


(6) 


l+e»(fsin5,.^^?!^^ 

^  TDÄsinB,  cos^i  cosai  ,       D'cos^^i  (1— 4co8*ai  ,)! 

Dabei  sind  die  Glieder  mit  e®  u.  s.  f.,  welche  von  Ä,  A«  und  ä' 
herrühren,  in  den  Term  vereinigt,  welcher  xi.2  als  Faktor  enthält. 
Dieser  Eoefficient  ist  im  Maximum  rund  gleich  1.  Nun  ist  hinreichend 
genau   zur  Substitution   in   die   Restglieder  2):'sin  </  »=  cos  B  cos  a\ 

daher  der  Maximalwert  des  in  xi.2  multiplizierten  Gliedes  rund  ~(^, 
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Um  auch  das  in  h^  maltiplizierte  Glied  za  schätzen;  beachten 
wir  zunächst;  dafs  nach  S.  31  a/.g  in  hinreichender  Annäherung 
gleich  ai.2  oder  a  gesetzt  werden  kann.  Setzt  man  überdies  fQr 
2) :  sin  </  den  oben  angegebenen  Wert,  so  geht  das  Glied  in 

—  e®  cos®  B  cos*  a  sin  4  a 

4 

über;    dessen    Maximalwert    noch    erheblich    unter    demjenigen    des 
vorher  behandelten  Restgliedes  bleibt. 

Die  Restglieder  8.  Ordnung  betragen  hiernach  im  Maximum,  in 

Sekunden  ausgedrückt,  rund  ^  p'V  d.  i.  nur  0,0002". 

Vertauscht  man  in  Formel  (6)  die  Indices  1  und  2,  so  mufs  auch 
jD  mit  —  D  und  Zi.g  mit  —  Li. 2  vertauscht  werden.  Subtrahiert 
man  sodann  beide  Formeln  Glied  für  Glied,  so  ergiebt  sich: 

e*  7)  cos  B^  cos  B^  sin  L^  , 
a2.i--ai.8  =  ai.i— ai.2 ^^^» ^(^i  +  ^2  +  ^3);   (7) 

T^  ^S    ,    cos  ^t  cos  a'g  1  +  cos  Bi  cos  a\  ^\ 
A,=D\^-+  WT -) 


A=ej« 


^  J  S  (3  sin^  i?jj  —  3  sin»  B,  +  sin«  B,  sin  B^  —  sin«  JB,  sin  ^,) 

sin  7>^  008  B^  cos  a'^  |  -f  sin  ^^  cos  ^^  cos  a\  ^ 

•4-  BS '— . ; '— 

'  sin  a 

cos'  B^  — -  cos*  -B,  -—  4  cos*  JS^  cos*  «^  ^  +  4  cos*  B^  cos*  «j  ^ 

3  sin*  a 


-D* 


^1  und  A^  reduzieren  wir  durch  Elimination  der  a'  mittelst  der  Rela- 
tionen: 

cosfjCosai  2sin<y'=cos(y'8inZ?^ —  sinl?g  =  —  D  — 2sin2?, sin*-.- 

cosf.cos  oi  .1  sin  <y  =s  cos  6  sinB^—  sin  JB^  =  +  -^  "~  2  sin  JBgsin*— , 

ZU  welchen  der  Cosinussatz  im  sphärischen  Dreieck  führt.  Eine  längere; 
jedoch  nicht  schwierige  Rechnung  giebt  schliefslich: 

^,  =  -i2)Stan«J, 

;         (9) 
^  —  -  I  d'BS  ((sin«  B,  +  sin«  B,)  tan«  |  +  ~  B'). 

Was  nun  die  Gröfse  A^  anlangt,  welche  aus  den  Restgliedern  in 
(6)  hervorgeht,  so  ist  deren  Einflufs  auf  02.1  —  «1.2  ohne  Zweifel 
noch  weit  kleiner  als*  0,0002";  dem  Maximalwert  jener  Restglieder. 
Denn  sobald  ^B  eine  kleine  Gröfse  ist;  also  Bi  und  B^  wenig  von 
einander  verschieden  sind;  werden  auch  voraussichtlich  die  Restglieder, 
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welche  nach  (6)  zu  den  Formeln  für  ai.a  und  Os.i  gehören,  sich  teil- 
weise vernichten  müssen.  Die  Substitution  von  (9)  in  (7)  giebt 
nunmehr: 

in  Sek.  in  Sek. 

,  e^D^S COS B.  COS B^ainL,  9/       ^a  r        ^  a        \       n  \ 

+  ^ ain'«'- -(tan«  J+c»[(sin'P,+8in«£,)tan»|+  ^2)*]+  ••.) 

ziB 

D  =  sin  jBj  —  sin  i^^  =  2  sin  —  cos  B 
S  =  sin  B^  +  sin  B^=2  cos  —  ^^^  ^* 

§.  8.  Dalbys  Satz.  Die  Formel  (10)  zeigt,  dafs,  wie  Ddlhy 
annahm,  für  kleine  Werte  der  Distanz  die  Azimutaldifferenz  rein 
sphärisch  berechnet  werden  darf.  Denn  das  beträchtlichste  Glied, 
welches  hierbei  vernachlässigt  wird,  ist  nach  einfacher  Reduktion  in 
Sekunden: 

+  g-  (>"e*  sin  Li. 2  cos  B  sin*  JB  sec  -r-  sec*  -^  sin  2B  cos  B^  cos  ^2  >    0) 

worin  der  Wert  von  sin  2B  cos  B^  cos  B^y  alle  B  gleich  grofs  an- 
genommen, im  Maximum  etwa  0,65  ist;  das  Glied  (1)  wird  daher 
im  Maximum  nahezu  gleich 

-j  sin* ^2?  •  sin  Li.g  cos  B  sck. 

Setzt  man  hierin  sin  Li.«  cos  JS  «=  sin  <^  sin  d  und  sin  JB  «»  sin  6' 
cosa ,  was  völlig  ausreicht,  und  beachtet  den  Maximalwert  von  cos*a  sin  a , 
welcher  rund  0,4  beträgt,  so  folgt  als  Maximalwert  von  (1) 

0,3"  sin»  </.  (2) 

Es  ist  daher  selbst  für  sin  ^  =>  0,2  der  Fehler  der  Formel 

(h.i  —  «1.«  ™  (h.i  —  ai.«  +  •  •  •  (3) 

nur  einige  Tausendstelsekunden.  (Übrigens  gilt  der  Ausdruck  (2)  nur, 
80  lange  d  klein  ist  Man  darf  ihn  daher  auf  wesentlich  grofsere 
Werte  von  sin  d  als  0,2  nicht  anwenden.) 

Die  von  e^  abhängigen  Glieder  in  (10)  geben  nur  etwa  1  Prozent 
des  Betrags  von  (1).  Lassen  wir  sie  weg,  berücksichtigen  aber  die 
in  e^   multiplizierten    Glieder    nach    Formel    (1)    und    setzen    darin 

sec  -r-  =  1,  sec*  «^  =  1  tmd  cos  J?i  cos  B^  =  cos*  B,  wodurch  nur 

Bruchteile  2.  Ordnung  des  Betrags  von  (1)  vernachlässigt  werden,  so 
findet  sich: 
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02.1  —  «1.«  =  ö^2.i  —  öt'i.2  4"  T  ^  •*  •*"  ^*»  ■*"*  ^^  '^  ^  ®°**  ^  H (4) 

'  in  Sek.  in  Sek. 

Diese  Formel  giebt  erst  für  ^dB  und  sin  Zri .  2  cos  J?  gleich  0,2  eine 
geringfügige  Unsicherheit  der  Zehntausendstelsekunden. 

Das  DoZ&j^sche  Problem  wird  mittelst  geometrischer  Betrachtung  in  dem 
Hauptwerke  der  englischen  Vermessung  Ordnance  Survey,  Principal  Trian- 
gtUaiion  S.  286  untersucht.  Dasselbe  besprachen  bereits  Ivory  und  Tiark 
im  Phü.  Magazine  von  1828  (Vol.  4  p.  241,  364  u.  432)  und  1829  (Vol.  5 
p.  24, 52  u.  106),  sowie  1831  Änger,  Astronom.  Nachr,  Nr.  212  Bd.  9,  S.  369). 
Neuerdings  ist  es  auch  im  3.  Bande  der  Dänischen  Gradmessung  durch 
Ändrae  untersucht  worden,  S.  324. 

Dolby  wandte  schon  1790  und  1795  in  den  Phil,  Transactions  die  Formel 
(3)  dazu  an,  um  aus  den  geographischen  Breiten  imd  Azimuten  einer  geo- 
dätischen Linie  den  Längenunterschied  mittelst  rein  sphärischer  Rechnung 
zu  finden,  vergl.  die  3.  und  4.  Formel  (2)  S.  145.  Dabei  werden  noch  die 
fdr  kurze  Distanzen  geringen  und  für  beide  Azimute  beinahe  gleichen,  sich 
daher  aufhebenden  Unterschiede  der  astronomischen  Azimute  und  der 
Azimute  der  geodätischen  Linie  yemachlässigt. 

Es  sei  noch  erwähnt,  dafs  bei  Anwendung  der  reduzierten  Breiten  ein 
ähnlicher  Satz  wie  der  DalhyBche  nicht  existiert;   hier   ist   die  Differenz 

{(«2.1  —  «i.»)-(«2.i  — «i.»)} 
von  der  Ordnung  ^c, 

§  9.   Fortsetzung  der  Entwicklungen  für  kleine  Distanzen. 

Nachdem  im  Vorigen  eine  Formel  für  Oj.i  —  «1.2  aufgestellt  worden 
isty  liegt  es  nahe,  auch  noch  eine  Formel  für  Os.i  -|-  ai.2  herzuleiten. 
Zu  dem  Zwecke  benutzen  wir  wieder  Formel  (6)  S.  148,  wenden  sie 
wie  früher  durch  Yertauschung  der  Indices  auch  auf  09. 1  an  und 
addieren  beide  Formeln.    Dann  folgt: 

c*  D  cos  B,  cos  J?«  sin  L,  u 

a«.i  +  ai.»=«i.i+o..« ^rr -{2+e'A'  +  c'A"  +  GQ,{\) 

wobei  die  Eoefficienten  Ä'  und  Ä"  nachstehende  Werte  annehmen: 

^'  =  i  S«  +  D  ^<>«  -^«  ^«  «2.1  -  CO«  ^1  CO«  «1.2 

2        "■  sin  <f'  ' 

I  S  (3  (sin«  B,  +  siu*  B^)  +  S  sin  B,  sin  B,) 


I" 


< 


+  DS 


sin  jB,  cos  B^  cos  «j  j  —  sin  Bj  cos  Bi  cosa'j  g 


sin  a 


>• 


cos*  B^  +  cos*  .B,  —  4  (cos*  B^  cos"  a\  ^  +  cos'  JB,  cos*  a^  A 


3  sin'  a 


Wir  benutzen  nunmehr  die  Relationen  (8)  S.  149 ,  um  durch  Eli- 
mination der  cos  a  die  beiden  Hilfsgröfsen  Ä  zu  vereinfachen.  Dabei 
hat  man  aufserdem  zu  beachten,  dafs  nach  (10)  S.  150 
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S  =  2  COS  -r-  sin  B  und  D  =  2  sin  -z-  cos  B 


i^) 


ist,   mit  Rücksicht  auf  die  1.  Formel  (2)  S.  145  aber  auch  gesetzt 
werden  kann: 


sm 


.      O  ,  -"1.2 

—  sm  --  cos  a  sec  — r— 


(3) 


Zunächst  ergiebt  sich  für  A   die  Formel: 

Ä  =  2  ( sin^  B  cos*  -r — [-  cos*  B  sec*  -—  cos*  a). 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  S.  145  geben  aber  auch: 

^^^  -  dB   . 


cos  B  cos  a  tan 


'i.x 


—  sm  -g-  sm  a 


(4) 


und  hiermit  erhält  man  anstatt  des  vorigen  Ausdrucks,  darin  zunächst 
sec*  =  1  +  tan*  setzend: 


-4'  =  2  (sin*  JB  cos*  -^  +  co8*  B  cos*  a  +  sin* 


dB   .  g 


2 


sm' 


«')•     (5) 


Bei  der  Reduktion  des  Ausdrucks  für  A '  führen  wir  vorerst  für 
sin  B^  und  sin  B^  die  Gröfsen  S  und  D  ein,  wozu  nach  S.  150 
(10)  die  Relationen  dienen: 


sin  2/^ 


2 


sin  B^ 


Es  folgt  hiermit 


I " 


(6) 


worin  wir  unter  Beachtung  von  (2),  (3)  und  (4)  nun  Bir  S,  DS  und 
D  die  Substitutionen  einführen: 


S  '=2  sin  B  cos 


dB 


BS  «=  sin  ^B  sin  2B 


D' 


Bin'  <j 


COS*  B  cos*  a  sec*  ^  +  sin* 


dB       •     9       t  9   O 

-r-  sm'  a  sec*  — 


ir 


äin^ 


4  cos*  5  cos*  a  -j-  4  sin*  -^  sin*  a. 


m 


W 


Dabei  zeigt  sich  aber,  dafs  die  2.  Parenthese  des  Ausdrucks  (6)  ein 
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Glied  2.  Ordnung  ist,  das  sich  (mit  einigen  kleinen  zulässigen  Ver- 
nachlässigungen) auf 

i  sin«  z/2?  (-  sin«  2B  +  2  cos*  B  cos*  a)  (8) 

reduziert   Bedenkt  man  nun,  dafs  der  Faktor  von  Ä'  höchstens  —  c*  q" 
oder  -T  Sek.  und  das  Maximum  des  Yorstehenden  Ausdrucks  (8)  gleich 


34 

-   sin*  z/ 2?  wird,    so  ist   hiernach   dessen    Einflufs  auf  a«.i  +  ai.i 

für  JB  «=  0,1  höchstens  0,000025''  und  mithin  zu  vernachlässigen. 

Für  Ä"  wird  mit  Berücksichtigung  dessen  nach  Einführung  der 
(7)  erhalten: 

Ä"  =  2  (i  -  cos*  B  sin*  a  )*  -  |  cos^B  sin*  2a  +  Gl^.       (9) 

Die  Restglieder  2.' Ordnung  nehmen,  abgesehen  von  den  (8),  näherungs- 
weise die  Gestalt  an: 

^B* (—  sin* B  sin* a  —  sin* jB  +  ~  sin*2 JB  sin*a  —  -  sin*  a  —  g  cos* 2?  cos  4a  j,  (10) 

wobei  zur  Elimination  von  6'  die  Relation 

JB^  cos*  2?  =  <!'*  cos*  a  cos*  B  +  Gl^  (11) 

benutzt  ist,  welche  aus  der  3.  Formel  (7)  bequem  abgeleitet  werden 
kann.  Die  Vergleichung  von  (8)  und  (10)  zeigt,  dafs  der  Einflufs 
von  (10),  wie  aus  der  Betrachtung  seiner  ersten  beiden  Glieder  (den 
hauptsächlichsten  aller)  hervorgeht,  wesentlich  gröfser  als  derjenige 
von  (8)  ist;  dennoch  kann  man  A'  nach  (9)  beibehalten,  ohne  mehr 
als  etwa  0,0002^'  Fehler  in  Os.i  4~  ^i.s  befürchten  zu  müssen. 

Indem  wir  jetzt  Ä  und  A"  in  (1)  oben  substituieren,  reduzieren 
wir  noch  den  Faktor  der  Parenthese  von  (1)  mittelst  der  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  (2)  S.  145  folgenden  Relation 

D  sin  L, .  X  =  2  sin*  ^  sin  2a  (12) 

und  erhalten 

«2.1  +  «1.«  =  (h.i  +  ai.2+p'VcosJBiC082?^sin2a'sec*|^  •  F.  (13) 

in  gek.  in  Sek.  2  '    v      / 

jl+C*[l  — COS*-BsinV  +  .üi'^^(.lu»a'-.in«/<)] 

(     -j-  ««  hl  —  CO«'  B  iin«  a')»  —  ^  cot*  ß  iin«  2a'l  +  GIq 

welche  Formel  für  JB  <=  0,1  nur  einige  Zehntausendstelsekundeu 
Fehler  giebt. 
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Schreiben  wir  einfacher 

if'e^  cos  Bi  cos  B,  sin  2  a  sec"  — 
'^■L.t/**  ■=  ^''  \ot.'*'^*  +       I  -  eMl  -  CO,'  B  Bin'  aT  +  ^^«'  ^^^^ 

SO  ist  der  Fehler^  insoweit  er  von  den  Gliedern  6.  Ordnung  abhängt, 
näherungsweise  gleich 

q"  e*  cos*  B  {{  ^i?«(8in*a'  —  sin«^) sin2a  -  ^e»cos*Bsin»2a  ).(15) 

Beide  Teile  dieses  Ausdrucks  sind  am  gröfsten  für  B  "»  null.  Die 
Differentiation  nach  a  zeigt,  dafs  für  diesen  Wert  von  B  und  für 
^B  =  0,1  der  1.  Teil  den  Maximalbetrag  0,015"  annimmt,  während 
der  2.  Teil  unabhängig  von  ^B  den  Maximalbetrag  0,005"  hat 

Da  die  Beträge  beider  Teile  sich  einigermafsen  kompensieren,  so 
kann  man  den  Fehler  von  (14)  auf  rund  0,01"  im  Maximum  ansetzen. 
Ist  JB  =  45^,  so  giebt  der  1.  Teil  mit  JB  =  0,1  nur  0,003"  und  der 
2.  weniger  als  0,001"  im  Maximum. 

Es  kann  nach  all'  dem  die  Formel  (14)  in  vielen  Fällen  als 
ausreichend  angesehen  werden.  Sie  ist  bequemer  als  (13).  Ihr  Nenner 
insbesondere  läfst  sich  leicht  logarithmisch  behandeln  mittelst  der 
Substitution 

cos  JB  sin  a  =  cos  w,  (16). 

wodurch  er  in  TT*,  W  mit  Argument  u,  übergeht 

§  10.  Fortsetzung.  Die  Sehne.  Die  Sehne  wird  wohl  immer  am 
bequemsten  nach  den,  sich  für  kleine  Distanzen  nicht  unerheblich  ver- 
einfachenden allgemeinen  Formeln  des  §  6,  S.  145  berechnet.  Nichts 
desto  weniger  wollen  wir  doch  hier  auch  in  kürze  eine  andere  Art 
der  Berechnung  anfahren  und  zwar  mit  Benutzung  des  Krümmungs- 
radius im  mittlem  Azimut  und  in  der  mittlem  geographischen 
Breite« 

Wir  schreiben  zu  dem  Zwecke 


k«  =  4a«  sin«  ^  f,  ,       -J 

2   1  V(l  —  «"  wn»  B,)  (1  —  e«  Bin«  B, 


) 


g«(2,-e«)(8inB,yi~g'8inrB,--Bm.P^Vl  — e'8in«JB,)«--(l/l---e«ain«B,--yi— e'gjn'j,)« 


j 

0 


48in«  Y  (1  -  c*  «n«  B,)  (1  —  e»  sin»  B.) 

und  entwickeln  die  Olieder  der  geschlungenen  Parenthese  in  Reihen 
mit  Vemachlässigung  aller  Terme,  die  von  höherer  als  6.  Ordnung  in 
Bezug  auf  e  oder  jdB  sind.    Der  Minuend  giebt: 


1 
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1  +  e*  sin^  B  +  ( -cMJS»  -  ^  ^JB^)  cos  22f  +  e*  sin*  B 

+  c«  sin«  J5  +  ^JB^  sin*  i?  (l  -  J-  sin*  b)  +  GZ^. 

Der  Subtrahend  giebt: 

dB  { 

2  c*  sin*     „     cos'' B   I  /.  ^v 

:f  ?-    —  j   1  +  e^  ({  sin*  B  -  I) 

sin«  2  1 

-  y  c*z/2f*  (7  sin*  J5  -  2)  +  y  c*  sin*  B  (3  sin*  J5  -  1)  +  GZ«  ) , 

worin  noch  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (3)  und   (4)  S.  152  zu 
substituieren  ist: 

dB 

■i    =  cos*  a  ( 1  +  tan*  — j 


sin«     2 


sin«  -jj 


=  cos*  d  +  sin*  a  sec*  J5  (|  z/2f*  -  ~  JB^  +  Gl^) . 

Wird  dies  eingeführt,  so  ergiebt  sich  folgender  Ausdruck  für  die 
geschlungene  Parenthese: 

1  +  c*  (sin*5  —  2 cos*  J? cos* a)  +  c*  (sin*5  —  cos*  JB cos* a  (5 sin*  JB  -  1))    ' 

+  c«  (sin«JB  —  3cos*J5cos*a'(3sin*J5— sin*jB))  +  |  e*  JB^  (cos25  —  28in*a ) 

—  ^  c*  JB^  (cos  22f  -  28in* a)  +  c*2/2f*  j  —~  sin*2f  (1  +  6  sin*  B)  ) 

+  c*z/.B^j|sin*i^cos*a'(l  +  cos*JB)  +  |(l  — 3cos*a')j  +  G/^. 

Diesen  Ausdruck  multiplizieren  wir  mit  der  rechten  Seite  der  nach- 
stehendeU;  aus  Formel  (1)  S.  58  folgenden  Gleichung: 

_L  —  (^  —  g'  Bin'  -B)  (1  —  «_•_+  g'  cos«  B  cos«  o')« 

^,  — --  ----a2"(i-o«  y 

welche  dem  Krümmungsradius  im  Azimut  a  und  in  der  Breite  B  ent- 
spricht.    Dadurch  ergiebt  sich  endlich: 

k  =  2psin y{i  +  -g-e*cos*58in*2a +|**^Ä*(coi«Ä-«iin«a')  +  r\  (1) 
wobei 

2J  =  i  «•  C08«  B  sin«  Sa'  (3  —  2  cot«  B  -|-  coi«  i?  co«»  a)  —  .4  «*  -^^  («<>•  ^^  —  «»in*  «') 
4  "6 


+  —  e«  Jß*  (1  —  i  sin*  ^  —  X  CO!  8  ^  cot«  a'  —  S  cos«  /?  cot«  a  +  4  ooi*  B  coi«  a)  +  (?/«; 

8 


(^) 


V 
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es  umfafst  mithin  R  die  Glieder^  welche  in  Bezug  auf  e  und  JB  die 
6.  und  höhere  Ordnung  haben. 

Wenn  aber  die  ganze  Transformaidon  eine  Erleichterung  gewähren 
soll;  mufs  man  B  vernachlässigen  können. 

Der  Einflufs  von  B  auf  log  k  ist  gleich  B  mal  dem  Modulus  M. 
Hiemach  giebt  das  1.  Glied  in  B  fUr  B  ^=^0^  im  Maximum  4  Ein- 
heiten der  8.  Decimalstelle  des  Logarithmus  ^  welcher  Betrag  aber 
für  zunehmende  Breite  sich  vermindert  und  bei  B  «»  45^  bereits  nicht 
mehr  2  Einheiten  ausmacht.  Das  2.  Glied  in  B  beeinflufst  für 
JB  f=  0,1  nur  die  9.  Stelle  ein  wenig;  das  3.  Glied  giebt  im 
Maximum  rund  7  Einheiten  der  8.  Stelle,  doch  trifiFt  dieses  Maximum 
auf  einem  Nullwert  des  1.  Gliedes,  wie  sich  überhaupt  diese  beiden 
Glieder  nicht  ungünstig  kombinieren. 

Die  Vernachlässigung  von  B  entspricht  mithin  einer  Genauigkeit, 
wie  die  Rechnung  mit  Tziffrigen  Logarithmen  unter  Beibehaltung  der 
8.  Stelle  aus  den  Proportionalteilen  gewährt.  Ebenso  genau  ist  die 
folgende  logarithmische  Form: 

logk  =  log(2psinY)  +  yJtf  {3^cos*5sin*2a +**^fi*(co.«Ä-2rin'fl')}  +  G/^    (3) 

^  sa  den  Argumenten  B  und  a'. 

Da  Formel  (3)  die  Berechnung  von  q  zu  dem  spMrischen 
Azimut  a  als  Argument  voraussetzt,  so  liegt  es  nahe,  auch  noch  das 
entsprechende  astronamisdie  Azimut  einzuführen. 

Nach  Formel  (14)  S.  154  können  wir  aber  setzen,  wenn 

«1.«+«,. 1-180^  (4) 

mit  a  bezeichnet  wird: 
a=a'  +  -^-e«cosJBiCosB,sin2a  sec«y  { l  +  c»(l— cos«J?sinV)  +  Gi,  }  • 

Hieraus  folgt: 
a'  =  a-yC«sin2ajcos«2?[l+e^(l~cos«J5co8«a)  +  ''^-]-|^JS«^^ 

Führt  man  dies  in  den  Ausdruck 
log  (q  för  a)  =  log  y^^-'^i-^  _  log  (1  _  e«  +  e»  cos» B  cos» a) 

ein,  80  folgt  mit  Rücksicht  auf  (11)  S.  153: 

log  (p  für  a  )  >=  log  (p  fftro) 

—  |c*cos«B8in»2a  (l  +  c*(2-  3cos»Bco8»a+  yCos'B)) 

—  4-  c*  ^B*  cos»  B  sin»  a  (cos»  B  -  cos»  a)  +  Gig .  (5) 
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Behalten  wir  zunächst  nur  die  Glieder  4.  Ordnung  bei,  ent- 
sprechend der  Formel  (3)^  so  folgt  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks 
für  log  (q  für  a)  in  dieselbe: 


log  k  =  log  {2(f  sin  y) 


+  *-3f{  — c*cos*J5sin^2a  +  «»-^ß^(co«2Ä-28in»«)}  -{-Gl^^ 

{f  sa  den  Argumenten  B  und  a. 


8 


(6) 


Die  Formel  giebt  dieselbe  Genauigkeit  wie  Formel  (3).  Dies 
erkennt  man,  indem  man  bei  Substitution  von  log  (q  für  a)  die  Glie- 
der G.  Ordnung  beibehält,   und  in   den  Gliedern  4.  Ordnung  von  (3) 

-      e*  sin  2a  cos*  B-f"  ö?4  setzt.     Alsdann  ergeben  sich,  ab- 


a 


a 


gesehen  vom  Faktor  M  nachstehende  Glieder  des  Uestes  von  (<)): 

—  -  «*  CO««  B  «in*  8  a  (l  —  co«»  B  co««  <i)  —--*»//  Ä*  (cot  Sf  ß  —  2  sin*  «) 
4-  *   *«/fÄ»{  — 8  4-«tln*«/?  +  co«»tf  (2-|-co»*/?-f  4co«»/?»in»«)}  • 


(7) 


Diese  Glieder  haben  angenähert  denselben  Einflufs  wie  früher 
die  entsprechenden  in  (2).  Jedoch  ist  immerhin  der  Vorteil  bei  An- 
wendung des  astronomischen  Azimuts  vorhanden,  dafs  die  von  der 
Distanz  unabhängigen  Glieder  kleiner  als  früher  sind  (um  ungefähr 
die  Hälfte),  so  dafs  für  Werte  Jli,  wesentlich  kleiner  als  0,1,  die 
Formel  (6)   genauer  als  (3)  wird. 

§  11.   Zasammenstellaug  der  Foriiielii  filr  Disf4inzeu  <  0,1  a^. 

Gegeben  B^,     I)^  und  Li. 2. 


cos  a  sin  -^ 


JB 


-sin- 2 -cos    2 


^1.2 


sin  n  sin  —  =  -(-  cos  H  sin    - 


1.2 


cos  -  2     COS  y 


,  JB  ^^1.2 


4  '  ' 

sm  -       cos  —  =  —  sm  ^  sm 


/. 


1.2 


(1) 


«2.1  -ai,2--l^Ö"        da 


2 

in  Sek. 


-  =  ^  +  r;/,. 


2 

in  Sek 


(2) 
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r 

-      -!.„  iftn»  1  cos  B,  C08  B,  sin  So' sec»  |- 

««..  +  «1.2-180    _  „'  _^   1     "  ^ ?.  +  g-^ 

ia  Sek.  I 


(3) 


COS  u  =  cos  JB  sin  a  ,    u  Argument  für  Wu  . 
logk=log(2psin  Y)  +  yJlf  I  3e*co8*-B8in*2a +««^Ä«(co.2a-stin*a')|  +  Gl^ 


.  T^         dB  in  Sek. 


— TT 


^  MU  den  Argumenten  a   und  S. 

Nach  S.  59  hat  man  zur  Berechnung  von  q: 

log  Q  =  log  Oq  —  log  TT  +  2  log  cos  7i 
tan  h  =  )/d  cos  5  cos  a 

W  sum  Argument  B. 


(») 


fflr  Einheiten 
*  der  7.  Decimale  des 
Logarithmuf  k. 


(4) 


Mit  Bessds  Dimensionen  <}es  Erdellipsoids  sind  die  Logarithmen 
der  im  Vorstehenden  auftretenden  Konstanten: 

log  (1  p"  e«)  =  2,8378056  log  p"  =  5,31443 

log  (y  M .  3c*)  =  1,86064 

log  (yJMr.c*)  — 3,55910 

log  a^  =  6,8046434.637     log  Yd  =  8,9136593.9  -  10 

Für  jdB  =  0,1  und  k  =  0,1  ist  im  Maximum  der  Fehler  der 
Azimute  <  0,01",  derjenige  von  log  k  aber  <  1  Einheit  der  7.  De- 
cimalstelle.    Über  die  Genauigkeit  im  speziellen  vergl.  die  §§  8—10. 

§.  12.  Zahlenbeispiel  I.  Wir  nehmen  für  B^,  B^  und  Li. 2 
folgende  Zahlwerte  {Bremiker,  Studien  über  liohere  Geodäsie,  sowie 
Förster  und  Tiefen  j  Berliner  Astronomisdies  Jcihrhuch  1880): 

Berlin  B,  =  52«  30'  16,7" )     ^  ^.  ,„  ,, ,,,, 

Königsberg  B^^ÖA  42  .W,«  )    ^-  =  7^^^  «/^  ^^ 

Die  sphärische  Rechnung,  wobei  anstatt  §.  6  (2)  S.  145  die  Reihen- 
entwicklungen S.  132  angewandt  wurden,  führt  zu  nachstehenden 
Zahlen: 

Li,  »= —25560,00000       log =4,4075608.495,.      log    L=9,0931357.163«  — 10 

in  Sek. 

^B=+  7953,90000  3,9005801.265        log  ^JB= 8,586 1549.933  —10 

in  Sek. 

B— 53^36' 33,65"  logcosJB=9,7732652.484— 10  logsin  2? =9,9057908.074  — 10; 

log 2^  =  5,2575731    und    log^         =3,l784fflrKinli.cler7D«'o. 


S  12.    Zahlenbeispiel  I. 
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Formd  (1)  S.  132  giebt  insbesondere: 

LcoaBx  ^     0,2802459.714 


+  2^0^-^^='  + 


5557.436      log  =  3,7448745 


269.081 

4.977 

.003 


2,4298831 
0,6970 


0,52  -  3 


log  tan  o'  =      0,2808291.211      a  =  242"  21'  14,9790". 

Da  L^  voraussichtlich  auf  die  10.  Decimale  des  Logarithmus  ein  wenig 
Einflufs  hat,  so  ist  d  um  etwa  eine  Einheit  der  4.  Decimalstelle  der 
Sekunden  unsicher. 

Formd  (2)  S.  133  entsprechen  die  Zahlen: 

logsec-^*-=     0,0000807.294     logco85,=9,7844013— 10 

logcos58=9,7616703— 10 
log  (—  Li.t  sin  B  sec  -,- )=     4,3134323.863-10        log Jf=  6,6377843 

\       .    ».  ^    /  for  Einh.  der  7.  De«. 

log =3,291 1076 
0,3237 
0,2433 


In  Sek. 


(^lf.L*cosB,cosB,sec»^j  =  +         1954.824 


2.107 
1.751 


log  ^a  ' 

in.  Sek. 


Ja 


4,3136278.331    ^,    =  2«  51'  34,3241". 


Es  wird  nunmehr: 

o',.,=»  239«  29' 40,6549 


ai.i  =  65»  12' 49,3031". 


Formel  (5)  S.  134  giebt,  wenn  q  =  JB  und  |)  •=>  —  cos 

genommen  werden: 
L 


1.8 


seca 


log  cos  -^  =  9,9991658.506  - 10     log  cos  a  —  9,6665225.564,  — 10 

log  ^  =.      8,6177682.918  —  10 


—  iiM.dB*=  — 


M.JW'  =  — 


2880 


269.081 
.003 


schon  oben 
berechnet. 


log  sin  ^  =  —  8,6177413.834  -  10. 
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Setzt  man   aber  q  •=  L  und  p  -=  cos  B  esc  a',  so  hat  man,   da 
log  sin  a'  =  9,9473516.775»  -  10  ist: 

log^  i«       8,6180192.915  —  10 
-  ^  M.L'  —  —  2778.718 


•obon  oben 
b«reobnet. 


log  sin  J  =       8,6177413.842  -  10. 

Die  Differenz   beider   Werte    von   log  sin  -  läfst  sich  schon  durch 

nicht  ganz  0,0002"  Zuwachs  in  a  erklären.  Der  2.  Wert  ist  als  der 
schärfere  beizubehalten,  oder  noch  besser  ist  unter  Annahme  dieses 
Zuwachses  zu  setzen  als 

Resultat   der  (  »-«  «^  ¥  "  8>6177413.840  -  10 

sphärischen  l  ai,t^  239^  29'  40,6549" 

Rechnung: 

V  oi.i—    65n2' 49.3031". 

Es  ist  notwendig,  zu  Vorstehendem  hinzuzuf&gen,  dafs  im  vor- 
liegenden Falle  die  Anwendung  der  Formeln  (2)  S.  145,  ohne  Reihen- 
entwicklung, bequemer  gewesen  wäre.  Wenn  jedoch  ^B  und  L  noch 
kleiner  als  oben  werden,  kann  bei  10 stelliger  Rechnung  die  Be- 
nutzung der  Reihen  doch  vorzuziehen  sein.  Jetzt  kam  es  überdies 
nur  darauf  an,  die  Reihenglieder  in  Zahlen  vor  sich  zu  sehen. 

Für  Formel  (8)  S.  146  hat  man: 

loge«— 7,8244104— 10         log  (|  sin  2b)  —  7,6790560  -  10, 

—log  TTi— 0,0009143  logsin^JS  —  8,5860473  -  10, 

letzteres  aus  log  ^B  in  s«k.  mittelst  des  Hilfslogarithmus  8. 

log  E  —  6,09134  -  10 

+  ^M.E=  3 


log  (l  -  ^)  _  6,09137  —  10. 


Für  Formel  (9)  S.  146  erhält  man: 


I 
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log  (28iii  ^)  =  log  sin  ^B  +  log  sec  ^ — 8^861280- 10 

log  M  -»  6,63778  nr  Slnh.  dar  7.  Dee. ,        log  SÜl  ^Bj  —  9,89949—10 

logD         —8,3593932-10 
+  I  ^  sin  B, )  =  +    18588  log  —  4,26922 

log  (sin  B,  -  ^  sin  B,)  =  8,3612481  - 10 . 

Zu  den  Formeln  (7)  S.  146  hat  man: 

log  e  y2^  —  9,0619943-10 
log  sing"  =  8,66813    —10         log  cos  g"  —  9,9995285       -10 

log  Wt     =  9,9990321—10         log  V^  =  0,0000268 

log  sin  q   =  8,5040263^  10  log  cos  q  —  9,9997786.761— 10 . 

Hiermit  geben  die  Formeln  (5)  und  (6)  S.  145,  da 
log  2oo  =  7,1056734.594  und    \ 

log  W^  =  9,9990857.480—10,    !    log  k  =  5,7241345.725. 
log  W^  =  9,9990321.461—10:   j 

Die  Formeln  (4)  S.  145  fuhren  zu  folgenden  Zahlen: 

log  sin  i, . »  =  9,0920237«  - 10  log  -5^'-  =-  0,02273 10 

COS    X>a 

log  tan  «',.,  =  7,1163658»— 10  |logtan«i.,  -=  7,0709574«— 10 

T  =  4,6855751  -K)  I T  —  4,6855751  —10 

log  ei. ,  =  2,4307907.  log  «i . ,  -=  2,3853823, 

in  Sek.  ia  Stk. 

f',., 4'  29,6440"  eil  «=  -    4'   2,8747 

o,.,  -  i'i.t  =  239«>  34'  10,2989"  «i.,  -  ei.i  —  65»  16' 52,1778 

f  log  sin  a'i .  t  =  9,9352963.933. — 10 

log  cos  c'i . ,  =  9,9999996.289  — 10 

log  cos  (o'n  —  t'i.,)  —  9,7045729.476.-10 
log  tan  ai .  j  —  0,2307230.746 

flog  sin  oi.i  —  9,9580273.552- 10 

log  cos  ei. 1  =9,9999996.989—10 

logcos(oi.i- t;.i)  =  ^6213484891—10 
log  tan  at  .i  —  0,3366785.660 . 

Uelmert,  nath«in.  u.  phjaikal.  Theorieen  der  höh.  OeodfttU.  11 


// 


// 
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Hiermit  gelangt  man  zu  nachstehendem 

(  log  k  =  5,7241345.725 
«1.2  =  239^33' 0,9324" 
02.1=    65^6' 9,5806" . 


Resultat: 


Bremiker  giebt  in  seinen  Studien  u,  s.  w.  S.  37  bezw.  0,9325" 
und  9,5809",  S.  28  aber  0,9326"  und  9,5800"  als  Sekunden  der 
Azimute.  Für  log  k  ist  nach  ihm,  S.  28,  der  Wert  der  3  letzten 
Stellen  .730.     Diese  Übereinstimmung  dürfte  genügen. 

§  13.  Fortsetzung  des  Zahlenbeispiels  I.  Zu  Formel  (3)  S.  158  ist: 
log  cos  JBi  cos  Bsj  =  9,5460716—10         log  sin  2a  =  9,9149042-10 

log  cos  u  =  9,72062n-10  log  sec*-|-  =  0,0007475 

u  =  58^  17',7  2  log  Wn  =  9,9978969-10 


cos^i  cosjB,  sin  2  a  sec'  — 
log  1  Y  P"ß* yiTf 


=  2,3016320. 


Es  geben  daher  Formel  (2)  und  (3)  S.  157  u.  158: 

"*** 'i— ^  =    92^ 51'  34,3241" 

«2.1  +  «1.1 


-  332<>  21'  14,9790"  +  3'  20,2774 
=  332«  24'  35,2564". 


Hieraus  folgt  als 


^ai.,  =  239<>  33' 0,9323 
Resultat 


(«1.1 
los.i 


65M6' 9,5805". 


Diese  Werte  weichen  von  den  strengeren  Ergebnissen  des  vorigen 
Paragraphen  nur  um  0,0001'^  ab,  da  die  vernachlässigten  Glieder,  die 
in  der  Summe  (h.i-\-<^i.%  ioi  den  Zehntausendstelsekunden  merkbar 
werden  könnten,  sich  zufallig  kompensieren. 

Zu  Formel  (5)  S.  158  erhalten  wir: 

log  Yd  —  8,9136593.9  - 10       /       log  a^  =  6,8046434.637 

log  cos  B  =  9,7732652.5  - 10  log  TT  =  9,9990587.885-10 

log  cos  a  =9,6665226.61,— 10       |21ogcos/i=  9,9997789.106-10 
Tog  tan  ä"=  8,3534472.0*— 10         '      log  q  =  6,8053635.858 . 


§  13.    Fortsetzung  de«  Zahlenbeispiels  I. 
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Bremikers  Tafel  in  seinen  ßsteiligen  Logarithmen  giebt  6,8053635.9, 
welcher  Wert  vollkommen  ausreichen  wQrde,  wenn  wir  nur  einzig 
und  allein  Formel  (4)  S.  158  benutzen  wollten  und  demgemäfs  7  bis 
Sstellig  rechnen  würden.  Indessen  sollen  schliefslich  noch  die  hohem 
Glieder,  die  dort  vernachlässigt  sind,  angebracht  werden. 

Zu  Formel  (4)  8.  158  hat  man,  da  log  cos  2B  •=  9,47132.-10  ist: 


M 


log(2(»  8in-|^)  -=  5,7241349.655 

+  6.074 


+  Y.3c*cos*B8in»2o'  = 
+  ye»^JB»co8  2B  = 
—  y-2c»z/.B«8in»o'  = 


-  1.594 

—  8.456 


log  k  =  5,7241345.679 . 

Formel  (2)  S.  155  giebt  fttr  die  drei  Glieder  des  Restes  R 

+  146,  +  3,-47 

Einheiten  der  10.  Decimalstelle.  Für  log  h  ist  noch  mit  M  zu  mul- 
tiplizieren, womit  sich  als  Verbesserung  vorstehenden  Wertes  von 
log  k  -|-  44  Einh.  der  10.  Stelle  ergeben.    Es  wird  hiemach  das 

Resultat:    log  k  ->  5,7241345.723 , 

welcher  Wert  mit  dem  8.  162  gefundenen  so  gut  übereinstimmt,  als 
es  die  Rechnungsunsicherheit  der  letzten  Stelle  zulafst. 

Zu  Formel  (6)  S.  157  erhält  man: 

a  =  242«  24'  35,2564"     log  q  =  6,8053644.048 


log  (2  p  sin  ^')  =  5,7241357.845 


M 


—  =;  •  c*  cos*B  sin»  2a  =  —  2.019 


+  ^.  c»^B»  co8  2J5  = 
-j-  2e»^B»sin»a  = 


—  1.594 

—  8.464 


log  k-»  5,7241345.768. 

Die  vernachlässigten  Glieder  6.  Ordnung  (7)  8.  157  geben  in  Ein- 
heiten der  10.  Stelle  Jtf (—  56  -f  3  —  41)  d.i.  ...  —41;  es  wird  daher 
das  Resultat:     log  k  —  5,7241345.727 , 

was  ebenfalls  in  guter  Übereinstimmung  mit  der  strengen  Rechnung  ist. 

11* 


logcosJB, -=  9,7616703.379  - 10 
2  log  W  =  9,9981444.626- 10 


\ 
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Die  Formel  (5)  S.  141  zur  direkten  Berechnung  eines  einzelnen 
Azimuts  giebt  für  ax.s: 

^'=  53«  3' 25,175"    logcos2JB'=9,4433,-10    logsin»5'=9,80— 10 

j       log  ^  -=  9,4930192.770»  - 10 

|log(l-e^  ■=»9,9970916.405 

Summa  =.9,4901109.175«— 10  Summa  =  9,7598148.005—10 

log  (-  ^y,l'j^^^ß  )  —  9,7302961.17—10;  num.  =  0,537398088 

*°8  (-  TF^Xcol  J. )  -^- 1*»«  (-  ^)  =  6,124455,-10;      num.  =  -      133185 
log  (--tSJ;7^|;)  + log  (^)  =  7,1384163-10;  num.  =.  +    1375360 

^«8  (-  -ihxkrB. )  + 1*»«  (—6 6Ö )  -4,32900-10; 

num. «-  +         2133 

l«g  (-  #^i)  +  ^°g  (-  T,e^^ 3*^0^23')  =  2,966-10; 

num.  =  +  93 

1«8  (-  W^^Lc^l, )  + 1*»«  (u  ^ ^^  «^*  ^'  (2  +  «>8  2B'))  -=  1,39- 10; 

num.  =  +  2 

.log  (-  -#^Sälr) + 1<'8  S  -  i'60-io;  «u«-.  =  +         4 

log  (_  ^  sin  5,)  =  8,6915993.5—10;  num.  =  +  49158582 

log  (_  ^  sin  Bi)  +  log  ^  =  5,79869-10;  num.  =  +        62906 

log  (-  j  sin  5,)  +  log  ^  =  2,986- 10;  num.  =  +  97 

i^g  cot  Ol.  1  =  9,7692769.24—10  cotai.2  =  0,587864080 

Man  hat  daher  als 

Resultat:    a. .  i  —  239<»  33'  0,9326". 

Bei  dieser  Rechnung  sind  die  beiden  gröfsten  Glieder  6.  Ordnung 
mit  zugezogen,  da  sie  ai.t  um  0,0009"  ändern.  In  den  Fällen,  für 
welche  die  Formel  aufgestellt  ist,  und  wo  sie  allein  Vorteil  gewährt, 
ist  selbstverständlich  dieses  Herbeiziehen  überflüssig. 

§  14.    Zahlenbeispiel  IL   Gegeben: 

5,  —  57»    B,  —  Se»  13'  49,02186" 
Zi.,  "-  1"  22'  6,03270"  ».tucb. 
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Anf  diese  Zahlen  wenden  wir  die  Fonneln  des  §  11  S.  157  an 
und  rechnen  mit  Sziffrigen  Logarithmen.  Es  wird  zunächst  unter 
teilweiser  Anwendung  der  Hilfslogarithmen  S  aus  den  Tafeln  TzifFriger 
Logarithmen: 

^j-^  =  - 1385,48907"        log  sin  =7,827 1747.0. -10  log  cos  =9,9999902.0  —10 

_1J— 180»- 2463,01 635"  log  sin  =8,0770318.4  —10  log  cos  =9,9999690.4. -10 
B  =56»  36'  54,51093"     log  sin  =9,9216830.0  - 10  log  cos  =9,7405680.1  —10. 
Die  Formeln  (1)  S.  157  geben  nun: 

cos  a  sin  y  =  [7,8271437.4,— 10] 

sin  a  sin  j'  =  [7,8175998.5  -lOJ 

cos  ^1^  cos  y  =  [9,9999592.4.-10] 

sin  ^  cos  g-  =  [7,9987148.4,-10] 
a  =  135«  37'  46,216"     log  sin  =  9,8446606.3- 10    log  cos  =  9,8542045.2,  -  10 

log  sin  2  =  7,9729392.2 

^  =  180''34'  16,678"    logsin  =  7,9987340.1,-10    logcos=  9,0999784.1.-10 

log  cos  y  =  9,9999808.3 . 

Für  die  Formeln  (2)  und  (3)  S.  157  u.  158  hat  man: 
log(^Q'e^)  =  2,837806  rlog  cos  B  =  9,74057- 10 


{ 


log  cos  2?,  =  9,736109  —10  llog  sin  a  =  9,84466—10 

log  cos  Bt  =  9,744963  —10  log  cos  it  =  9,58523^0" 

log  sin  2  a'  =  9,999895,  — 10  f»  =  67»  22',2 

log  sec*  y  =  0,000038  log  W„  =  9,998702-10 

2  log  W„  =  0,002476 


Summa  =  2,.32 1287,  .    .    .  num.  =  — 209,550 ' 

"'•'  "-"''-  =  270«  34'  1(!,()78" 
"it  +  °i.i 


,*i»,*" 


=  225»  34'  1G,(JG() 
fli,  ,  =  136»  "8' 33,344" 
rt,^  =  314  59  59,988. 
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Zu  den  Formeln  (5)  und  (4)  S.  158  findet  sich: 


log  }/*■=  «,913659  -10 
log  cos  i?  =  9,740568  -10 
log  cos  a  =  9,854205»  — 10 

log  tan  A  =  8,508432n  — 10 


log  ao  =  6,8046434.6 
-log  TT  =0,0010128.5 
2  log  cos  A  =  9,9995487.4  — 10 

log  Q  =  6,8052050.5 


log  (|jf.3e*)  =  1,861 

log  cos*  5=8,962-10 
l  log  sin«  2  a' =0,000 


log  (]Me*)= 3,56 

log  z^i/*  =6,26 
llogcos2i?=9,60»— 10 


log  (|jfc«.2)  =3,86 

6,26 

log  sin«  a  =9,69-10 


Summa =0,823 
num.  «=  +  6.65 
logk 


Summa  «=  9,42n  Summa 

num.  =  —  0.26  num. 

5,0791742.7  +  6.65  -  0.26  -  0.64. 
5,0791748.5. 


9,81-10 
:  +  0.64 


Resultat: 


Es  treten  hiernach  die  folgenden  Zahlen  auf  als 

logk  =  5,0791748.5 
ai.,  =  314«  59' 59,988" 
oj.i  =  136     8  33,344  . 

§  15.  Übertragung  der  geographischen  Lage  mittelst  Sehne 
und  astronomischen  Azimuts. 

Gegeben  sei  für  P^  die  geographische  Breite  JB^,  ferner  die  Sehne 
k  nach  dem  Punkte  P,  und  das  Azimut  ai.2  des  Yertikalschnitts 
von  Pj  nach  P,.  Gesucht  werden  JB,,  Li,%  und  oj.i.  Wir  be- 
zeichnen den  Neigungswinkel  von  k  gegen  die  Horizontalebene  von 
Pj  (Ebene  6ij  S.  136),  den  sogenannten  Depressionswinkel,  mit  ^i.g. 
Die  Projicierung  von  k  giebt  nun  mit  Rücksicht  auf  §  2  S.  136 
sofort: 

k  cos  fii.g  cos  ai.j  =  gj  =       (a:^  —  x^)  sin  Bi  —  (z^  —  2^)  cos  B^ 
k  cos  j*i.8  sin  ai.2  =  172=       Vi 

k  sin  j*i.2  =  £2  =  ~  (^8  —  ^1)  cös  -^1  —  (^i  —  ^i)  81^1  ^1  • 

Hieraus  folgt  unter  Anwendung  einfacher  Reduktionen: 


^ 


Vi  —  e«  sin'^^"" 
008 jB,  sin  X^  2 
Vl-e«8in«B7 

C08£,C08L^  ^COisBi 

yi  —  e»  8inT^ 


-(1-e 


2\   sin  jB|  cos  B^ 


l/l-e«sin«B, 


—  C08ftl.2COSfli.2+     , ^—=- 


=  —  cosfAi.2smai.2 


a 


+(1- 


«s   «in  Bt  sin  B, 
'^  |/l-e«»iii'B, 


üiTs^  =  —  :r  8"»  f»» » 


-\-yi-ehm%. 


(1) 
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Diese  3  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
B^,  Li. 2  und  /Lti.2.  Der  Versuch,  die  beiden  ersten  Unbekannten  mit 
Übergehung  von  fii.2  herzuleiten,  führt  zu  komplizierten  Formeln. 
Wir   eliminieren   daher   umgekehrt   zuerst  B2  und  Li. 2   und   leiten 

fti.2  ab. 

Aus  der  1.  und  3.  der  Gleichungen  (1)  folgt  durch  Elimination 
von  cos  Bg  cos  Li, 2  bezw.  von  sin  B^: 

sin  B,  sin  fi 


Vi  —  c*  sin«  JB,  Vi  —  e«  sin*  B, 

""  wiHT»)  (^^^i^i  •  2  ^^s-^i  ^^8^1  •  2  +  sin  |üi  .2sin  jBj) 
und 
cos  B,  cos  L^  2  cos  jB, 


(2) 


yi  — c»sin«B,  1/1—  «*  sin*  B, 


+      (cos  fii .  2  sin  B^  cos  ai .  2  —  sin  fii .  2  cos  B^) . 


«0 


Quadriert  man  die  2.  Gleichung  (2)  und  fügt  sie  zum  Quadrat  der 
2.  Gleichung  (1),  multipliziert  die  Summe  mit  (1  —  c*)  und  addiert 
dazu  das  mit  (1  —  e^Y  multiplizierte  Quadrat  der  1.  Gleichung  (2),  immer 
Seite  für  Seite,  so  folgt: 

2I1  (1  —  c*)  sin  ii,  „         b«  ^  „         „       „    , 

a^yi  —  e^Bur  B^  ''0 

wobei  gesetzt  ist: 

cos  X  ==  cos  fii. 2  cos  Bi  cos  ai.2  +  sin  fii.2  sin  B^ .  (3) 

180®  —  X  ist  der  Winkel  zwischen  Erdaxe  und  Sehne  P^  Pg,  wie 
leicht  zu  erkennen  ist,  wenn  man  sich  durch  P^  eine  Parallele  zur 
Erdaxe  gelegt  denkt  und  die  Ecke  zwischen  dieser  Parallelen,  der 
Sehne  und  der  Lotlinie  betrachtet. 

Sieht  man  cos  x  ^^^  bekannt  an,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  fii. 2  die  Formel 

8mfii.2=  ,^^ L(^i  +  _^_fj 

=  ^^  (1  +  *  cos»z)  =  !^  sec^ti,  (4) 

wenn  Yö  cos  x  =  tan  u  gesetzt  wird. 

Da  nun  x  nicht  bekannt  ist,  sondern  fii. 2  zu  seiner  Berechnung 
erfordert,  so  mufs  man  sich  successiver  Annäherungen  bedienen,  um 
fii. 2  kennen  zu  lernen.     Wir  setzen: 
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cot  h  =  cot  lii  cos  ai.a 

C08a:-"COs(/ii.2~  A)      .       * 


sin  h 


(5) 


und  nehmen,  falls  eine  Tafel  der  g  mit  B  und  a  als  Argumenten 
vorliegt,  in  erster  Annäherung: 

li 
sin  fii.2  = -g-;     Q  für  B^  und  «1.2,  (6) 

andernfalls  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (1)  S.  58  für  q: 

log  sin  fti.2  =  log  -z — -  +  Md  cos^-Bj  cos^^/i.»  +  •  •  • .      (6*) 

Um  nun  B^  zu  finden,  geht  man  von  der  1.  Gleichung  (2)  aus 
und  benutzt  am  besten  die  reduzierte  Breite  als  Zwischenglied  (vcrgl. 
S.  40),  indem  man  setzt: 

1/f ~ e*  sin  B^  • 


sin  ßi  = 


sin  /Jjj  «=s  sin  ß^  — 


k  cos  X 


iV 


(») 


Hieraus  kann  man  noch  ableiten: 

Jß  k  cos  r  -       \ 

sm  -:r-  •=  —    — ;  ■  - —  sec  p       ) 

und  endlich: 

sin  ^ JS  = sm  ~  cos  -zr ,  (9) 

welche  letztere  Formel  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  Identität 

sin  -^JB  =  sin  B^  cos  B^  —  cos  JB,  sin  B^ 

rechter  Hand  mittelst  der  Formeln  (5)  bis  (7)  S.  40  u.  41  die  redu- 
zierten Breiten  einführt. 

Die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  beginnt  mit  einer  näherungs- 
weisen Bestimmung  von  ß^  aus  (7),  soweit  es  mit  Bequemlichkeit 
unter  Anwendung  Gaufsischer  Logarithmen  möglich  ist.     (8)   giebt 

durch  successive  Annäherungen  sin -^,  (9)  alsdann  sin  z/jB. 

Man  hat  nun  weiter  zur  Berechnung  von  Li.i  aus  der  2.  For- 
mel (1): 

sinZ/1.2  =  — cositi.2Bec/J,8inai.2=  cos fii. 2 sec £281001.2.  (10) 
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Um  endlich  noch  a^,i  zu  finden,  ist  im  allgemeinen  Formel  (4) 
S.  138  anzuwenden;  in  der  Regel  genügt  es  jedoch  nach  §  6  (2)  S.  145 
und  §  8  (4)  S.  151 


tan  -r tan  _«-.  gm  £  sec  -^ 

und 


ZU  berechnen,  wodurch  «2.1  noch  für  Werte  von  k  «=  0,2  a^  um  nicht 
mehr  als  0,0001"  unsicher  erhalten  wird. 

Die  vorstehenden  Formeln  gestatten  nicht  in  allen  Fällen  eine 
befriedigende  Lösung,  insbesondere  weil  fti.a,  B^  oder  ^B  und  Li,% 
aus  dem  Sinus  hergeleitet  werden.  Indessen  wird  das  Bedürfnis,  in 
praktischen  Fällen  wenigstens,  sich  immer  nur  auf  mäfsig  grofse  Werte 
von  /X1.2  und  JB  erstrecken,  die  durch  den  Sinus  bestimmbar  sind. 
Dagegen  kann  Li, 2  auch  bei  kleinen  Distanzen  grofs  werden,  wenn 
die  Punkte  den  Polen  nahe  liegen.  Alsdann  ist  aber  auch  die 
Bestimmung  von  B^  aus  (7)  bis  (9)  ungünstig,  und  man  wird 
JBg  und  Li, 2  besser  aus  der  2.  Formel  (1)  und  aus  der  2.  Formel 
(2)  ermitteln. 

Reihenentwicklungen  werden  zu  Vorstehendem  zunächst  in  Frage 
kommen  können  bei  der  indirekten  Ermittlung  von  fii.2  und  zfB, 
Für  /X1.2  geben  wir  die  Reihe  weiterhin;  ziemlicher  Komplikation 
wegen  ist  sie  zur  Rechnung  wenig  geeignet  und  da  für  ^^  "dies  in 
noch  gröfserem  Mal'se  gilt,  übergehen  wir  hierfür  diese  Entwick- 
lung ganz. 

Sind  ^B  und  Li, 2  klein,  so  kann  eventuell  die  Anwendung  der 
1.  Reihe  (4)  S.  30  auf  sin  ^B  und  sin  Li, 2  nützlich  sein,  für  die 
1.  Formel  (11)  aber  die  Entwicklung  (2)  S.  133. 

Vertauscht  man  in  Formel  (10)  die  Indices  1  und  2  und  setzt 
dann  beide  Ausdrücke  für  sin  X1.2  einander  gleich,  so  folgt  die 
interessante  und  für  später  wichtige  Gleichung: 

sin  ai.2  cos  ß^  cos  fii.2  =  sin  («2. 1  --  180^)  cos  ß^  cos  ^,1,     (12) 

welche  überdies  auch  zur  Berechnung  von  02.1  dienen  kann,  sobald 
fi2.i  aus  Formel  (4)  (worin  nur  B^  mit  B^  zu  vertauschen  ist,  indem 
X  unverändert  bleibt)  hergeleitet  wird.  Indessen  gehen  wir  weder 
hierauf  noch  auf  die  notwendigen  Umformungen,  damit  ch.i  stets 
hinlänglich  scharf  erhalten  werde,  ein.  (Vergl.  Bremiker,  Studieti 
u.  8.  w,y  S,  34.) 
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§    16.     Zahlenbeispiel    I.      (Umkehrung    des    Zahlenbeispiels 
S.  158  u.  ff.)   Gegeben:      Bi  =  52»  30'  16,7" 

log  k  =  5,7241345.725       o, .  g  =  239«  33'  0,9324". 

Zu  den  Fortndn  (4),  (5)  und  (6*)  des  vorigen  Paragraphen  hat  man: 

^'og^o_^J.1056734.594 

log  —  =  8,6184611.131  —  10 


log  TTi  =  9,9990857.480  - 10 


log  ?LEi  ^  8,6175468.611  —  10 


log  Md  =  7,47  -  10 

log  cos* Ol. 2  =  9,41  —  10 

log  cos«  B,    =  9,57  —  10 
[6,45— 10]  =  0,00028 Summa  =  6,45  —  10 

-Wi    a,.,  =  2»22'38". 


2  a. 


l.Annäherung:log8infti.s=  8,61783 

logco8ai.s=  9,7048214.896,-10 
log  cot  B,  =  9,8849076.665  —  1 0 
log  cot  A  =     9,5897291.5611^10 

h 68<*  45' 13,6416" 

^,,_A  =     71«    7' 52" 

1.  Annäherung 


log  sin  a,.g  =9,9355445.641«  — 10 
logsinJBi  =9,8994936.333  -10 
log  sin  Ä      =  9,9694307.477, — 10 


I       (inB, 
°  sinA 


9,9300628.856,-10 


{ 


logcos  (jiti .  8  —  Ä)  =  9,509745  — 10 

Änderung  fttr  1"  gleich  —  6,l£inh.derfi.Dec. 

log  COS  X  =  9,439808n         -  10 
log  Yd    =8,913659  -10 

log  tan  u  =  8,353467n         — 10. 


Hierzu  gehört  log  sec  w  =  0,0001105.55  mit  0,51  Einheiten  der  9.  Stelle 
Zuwachs  filr  jede  Einheit  der  6.  Stelle  in  log  tan  u. 
Nunmehr  wird  in  2.  Annäherung: 

log  sin  fii.2  =  log  !^^  +  2  X  0,0001105.55  =  8,6177679.71  —  10, 

fii.2  =  20  22' 36,9242" 

mit  0,00ib020"   Zuwachs   für  jede  Einheit  der  9.   Decimalstelle   in 
log  sin  fii.2. 

Es  ist  jetzt  schärfer  als  oben  (fti.»  —  Ä)  =  7P  T  50,5658".  Der 
Abnahme  dieses  Winkels  im  Betrage  Yon  1,43"  entsprechen  9  Ein- 
heiten der  6.  Stelle  Zuwachs  in  cos  (fti  .t  —  ä),  femer  2  x  9  x  0,51  =»  9 
Einheiten  der  9.  Stelle  Zuwachs  in  sin  fti.s,  endlich  0,0002"  Zuwachs 
in  (ii,t.     Man  hat  daher  definitiv: 

fi,.2  =  2o  22'  36,9244"         ^i.^— ä-=71«  7'  50,5660" 
logcos(|Xi.8  — Ä)=9,5097537.572— 10  logcos x= 9,4398166.428,—  10. 
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Man  hat  nan  weiter  zu  den  Formeln  (7)  und  (8): 


log  sin  /3,  =  9,8989537.055  - 10       log yT—  c*  =  9,9985458.202  —  10 

( log  JL^f  =8,360762,        -10    log    ''°°!^.  =  8,0597319.357;  -  10. 

Die  beiden  linker  Hand  durch  eine  Klammer  verbundenen  Loga- 
rithmen geben  mittelst  6ziffriger  Gau/Bischer  Logarithmen  (da  Tziffrige 
dem  Verf.  nicht  zur  Hand) 

log  sin  /Sjj  =  9,äll353  —  10  und  ß^  =  54<>  37'  25". 

Andrerseits  ist  aus  log  sin  ßi  der  Wert  von  ß^  =  52®  24'  43,0115", 

genügend    übereinstimmend    mit    dem    S.   43    abgeleiteten   strengem 

Werte: 

iJi  =  52«  24' 43,01137", 

falls  man  Formel  (9)  benutzt.  Wir  können  aber  diese  Formel  nicht 
bequem  anwenden,  da  eine  Tafel  der  \ogw  auf  10  Ziflfem  fehlt,  und 
wir  gehen  daher  von  dem  mittelst  (8)  gefundenen  /^^  zu  B2  über. 
Dann  aber  mufs  für  ß^  der  strenge  Wert  zur  Anwendung  gelangen. 
In  erster  Annäherung  wird  nun  ß  =  53®  31'  4",  log  sec  ß 
=  0,2257945.702  mit  28.472  Zuwachs  für   1"  in  ß]  ferner: 

log  sin  ^  =  8,2855265  -  10;      ^^  —  P  6'  20,875". 

Hiermit  folgt  in  2.  Annäherung  ß  =  53®  31'  3,886",  log  sec  ß 
=  0,2257942.456  und 

log  sin  ^  =  8,2855261.813  -  10;     -^  =  1®  6'  20,87257". 

Eine  Änderung  von  0,00001"  in  -^  ändert  den  log  sin  um  11  Ein- 
heiten der  10.  Decimalstelle;  da  nun  bei  der  vorigen  Rechnung  ß  um 
0,00206"  zu  grofs  genommen  worden  ist,  also  log  sec  ß  und  log  sin  -^ 

um  59  Einheiten  zu  vermindern  sind,  ist  auch  ~~  noch  um  0,00005" 
zu  vermindem.     Man  hat  daher  definitiv: 

log  sin  ^  =  8,2855261.754  —  10;     ^  =  P  6'  20,87252"; 

ft  =  54»  37'  24,75641". 

Der  Übergang  von  ß^  zu  B^  nach  den  Formeln  des  §  3,  S.  41  u.  fiP. 
liefert:  B,  -  /J,  =  5'  25,84361";   hiermit  ist 

B,  =  54«  42  50,60002". 
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Zu  Fornvd  (10)  hat  man  endlich  log  cosft  =  9,7626381.919—10 

logco8fii.2  — 9,9996261.786  — 10      log  sin  L,. 2=9,0920236.596»— 10 

Li  g  =  7^6'0,00000"ö,üich. 

Es  bleibt  nun  noch  ^i.i  zu  berechnen,  was  wir  indes  unterlassen, 
da  die  Formeln  (11)  schon  8.  159  u.  162  behandelt  sind. 

§  17.  Zahlenbeispiel  II.  (Umkehrung  des  Zahlenbeispiels  S.  164.) 
Gegeben:  B^  =  57^ 

log  k     —5,0791748.5         a^ .,  —  314^  59'  59,988". 

Zu  den  Formeln  (4),  (5)  und  (6*)  S.  167  und  168  hat  man: 

log  2ao  =7,1056734.6  -  10 

log  ^  =7,9735013.9-10 

log  Fi  -=9,9989781.9  - 10  (         log  Md  -=  7,4651  -  10 

r^ log  cos»  B. -=  9,4722  —  10 

log  V^  =7,9724795.8- 10      ,  ,  '    _-      ,_ 

*  So»         '  \  log  C08*  Oi.t  —  9,6990  —  10 

[6,6363  - 10]  =-0,0004328     .    .    .  T~rSümma  — 6,6363  —  lÖ 
I.Annäherung: logsin/ti. ,=7,9729124  — lÖ;  (n.t  =  0«  32'  17,96". 

log  cos  a, . »  —  9,8494849.8  —  10  log  sin  o, , ,  =  9,8494850.3.  — 10 


log  cot  B^  =  9,8125173.6  —  10 
log  cot  h  =.  9,6620023.4  —  l6 

A  — 65»20'    7,403" 

Ä_^,  j  =  64  47  49,443  .   . 

1.  Annäherung 


log  sin  JB,    =9,9235914.0  -  10 
log  sin  Ä      —9,9584521.3  - 10 

log?2L§      =9,9651392.7  -10 

llogco8(;t,.,  — Ä)=9,629232       —10 

log  cos  X  «=9,59437 1       — 10 
logyä"    =8,913659      —10 


V 


log  !LEi  =,  7,9724795.8  —  10  log  tan  t«  =8,508030      — 10 

2  log  sec  u  —  0,0004504.2 log  cos  u  =9,9997747.9  — 10 

fogsin  iii,i  =  7,9729300.0  —  10  2.  Annäherung: 

S  =  4,6855684.7  —  10  (Sl«  glebl  dtflnltlTe  Wane.) 

~"  log  1^1 .,  =  3,2873615.3  .    .    .     .    .    .     fii, —0^32' 18,035" 

In  Sek. 

h  -  ^1.,  —  64^  47'  49,368"    .     .  logcos(fii.,-Ä) =9,6292321.0  - 10 

log  cos  X  =9,5943713.7  — 10. 

Man  hat  nun  weiter  zu  den  Farmdn  (7)  und  (8)  S.  168: 
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log 


log  siu  ßi 
kcoBz 


a«Vl 


9,9231590.3—10 
.7,870357     —10 


Durch        \ 

(hui/AMohM    \  loiT  sin  /3, 

Logftritbmen  J      °         '^' 


9,919296     —10 


logVT-e»=     9,9985458.2   -10 

k.COB  X 


log 


2aoVl-c« 


/3i=560  54' 44,315" 
/3,=56ö    8' 29,6" 

1.  AnnihaniDg  /3  -«56®  31'  37,0" 

t.  Ann&bening  ß  «=56®  31'  37,002"  . 


log8ec/3< 

1.  Annihertuig 


=     7,5693269.4«  - 10 
=     0,2584192.3+51.8  rar 


log  sin 


2 

S 


log-f 


7,8277461.7 1.— 10 
4,6855715.9  —10 

3,1421745.8» 


8 


^P- 23' 7,313". 


Da  ß  um  0,002"  gewachsen  ist,  so  ändern  sich  log  sec  ß  und  log  -  .- 
um  -fr  0.1.    Es  geben  nun  die  Formdn  (9),  (10)  und  (11)  8.  168  u.  169: 


log  sin  -^  =     7,827  7461 .8«  - 10 
log  cos  ~?  =     9,9999901.8  - 10 


I 


8 

log  2  TT, 
—  log  w, 

log  sin  ^i^ 

S 


log 


kVT-e« 


0,3000081.9 
0,0004503.4 


8,1281948.9«—  10 
4,6855618.0  -10 


—  log  Wi  = 
log  cos /tj.  2  = 

log  sec  B^    <= 
logsinoij  = 

log  sin  1-1.8  = 

S  = 


8,2730772.1  —10 

0,0004503.4 
9,9999808.3  — 10 
0,2550374.5 
9,8494850.3«— 10 

8,3780308.6«  —lÖ 
4,6855335.8  -10 


log  Jli  =     3,4426330.9. 

iu  8<k. 

JB 0»  46' 10,9781 


logZ,.j=     3,6924972.8. 

in  Sek. 

i,.,=_  10  22' 6,0326". 


B^  =     56«  13'  49,0219" 

L,.s  =  +  2463,0163"    .    .    . 

('»<-¥)- 

3,3914672.9 

T= 

4,6855955.1 

-10 

5=     56»  36' 54,511"  .   .  . 

log  sin  B  = 

9,9216830.0 

10 

^j^=           23'    5,49"    .   .   . 

log  sec  -g-  = 

0,0000098.0 

^a  kann  gleich  Ja  gesetzt  werden, 
daher  ist: 


jfi 


=  +  0"  34' 10,6782 
Ja=     l"   8'33,;3r)(i" 


o" 


log  tan  -^  -=  7,9987556.0  -  10 

T=  4,6855892.6—10 

.     log  ^g-  =  3,3131663.4 

in  Sek. 

.    .     08.,=  13G»  8' 33,344". 


V 


«  ..  Vw,«ii.  '.Vi  x<M:tiW«:$duttttit.<iS«hneiidreieokf.d.abgepl.Rotation8ellip8. 

j    Bj—    56»  13' 49,0219" 
KMotteW:       Z.t.t—      1  22    6,0326  ««tuch 

I  o«  I  —  136     8  33,344. 

^  ts.  IMtMMM^utwtcklttiig  fttr  den  Depresslonswiiikel  {i.  Nach 

CO«  X  —  cos  fii.i  cos  J?i  cos  ai.8  +  sin  fii.t  sin  Bp  (2) 

AulWrtiom  hat  man  nach  S.  58  (1): 

1  _  ^  (I  +  d  cos«  JB,  cos«  «1.0,  (3) 

woiiu  (f  den  Krümmungsradius  des  Vertikalschnitts  im  Azimut  ai.s 
fflr  den  Punkt  P^  mit  der  geographischen  Breite  B^  bedeutet  Augen- 
Hcheiulich  ist  es  vorteilhaft^  (ii.%  mit  Benutzung  von  q  zu  entwickeln, 
weil  bei  unendlich  kleinem  k  jedenfalls  sin  f(i.s""fii.8'=*k:2(>  werden 
mufs.     Es  ist  nun  nach  (1)  und  (3): 

oder 

Durch  Umwandlung  von  (2)  findet  man  aber  leicht: 

cos*  X  —  cos*  JBj  cos*  ai .  2  «=»  sin*  fii .  a  (sin*  jBj  —  cos*  B^  cos*  ai . ») 

-|- 2 sin fii.8 cos fii.s cos B^^ sinBi  cosai.g .  (5) 

Entwickeln  wir  hierin  cos  ^i,%  nach  Potenzen  von  sin  fii.i  und  setzen 
vorübergehend  zur  Abkürzung: 


*A 


____^i____  (sin»  B,  -  cos»  5,  cos«  a,.,)  =  c. 


*A 


*   I  «      t-D^zii sin  2Ä  cos  ai.«  —  c« 


(6) 


so  folgt  nach  einfacher  Reduktion  durch  Einführung  von  (5)  in  (4): 

(1  —  Ci)sinfii.2  =  ^  +  Ci  sin*  ^1.2  —  ^  c,  sin*  fii.t  H (7) 

Der  vernachlässigte  Rest  ist^  wenn  wir  k  und  also  auch  sinfii.«  als 
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kleine  Gröfse  voraussetzen,   im  Maximum  nahezu  ^  c^sin^  [ii.i  d.  h. 

eine  Grofse  von  der  8.  Ordnung.     Multipliziert  mit  (f'  giebt  dies  für 
k  =  0,lao  als  maximalen  Einflufs  auf  (I1.2  nur  0,000003''. 
Dividiert  man  die  Gleichung  (7)  mit  (1  —  Cj),  so  folgt: 

k  1 

sin  fti.2  =  2q(i-'^)  +  ^1  ^^^  f*i.8  —  2  ^  ^^^*  ^^'*  +  ^^8' 

welche  Formel  im  Vergleich  zu  (7)  hauptsächlich  noch  ein  Glied 
Ci  Cj  sin^  fti .  2  vernachlässigt,  welches  auch  von  der  8.  Ordnung  ist  und 
höchstens  in  den  Hunderttausendstelsekunden  merkbar  wird.  Wenn 
man  nun  noch  rechter  Hand  für  sin  |[ii .  2  das  Hauptglied  linker  Hand 
setzt  und  schreibt: 

"°  »»'•»  =  2»  (1  -  0  (1  +  *=>  a"^  -  ¥  4r)'  +  ^^  1 
oder 

log  sin  ni.2  -=  log  2^i4rc;)  +  ^ ^^  (<=i  -  ¥  <=»  ^1  +  ^^'     (8) 

SO  bleibt  die  Genauigkeit  unverändert,  da  die  hierbei  neuerdings  be- 
gangenen Fehler  noch  eine  Ordnung  hoher  sind,  als  die  bis  dahin  zu- 
gelassenen. Die  zur  Berechnung  nach  (8)  erforderlichen  Ausdrücke  (6) 
für  C|  und  c^  gehen  mittelst  der  Formel  (3)  über  in: 

Cj  =  d  -^— ^  (sin*  Bi  —  cos*  B^  cos*  ai  2)  ] 

kW    .  (9) 

c«  =  d  -^— ^  sin  2  JS,  cos  ai  %. 

Indem  wir  nun  auf  den  oben  gefundenen  Ausdruck  für  sinfti.2 
die  1.  Reihe  (4)  S.  30  mit  u  es  |tt^ ^  anwenden,  findet  sich  direkt 
für  fii.2  selbst: 

Die  hierbei  vernachlässigten  Glieder  7.  Ordnung  haben  in  fii.2  wie 
bisher  nur  auf  die  Hunderttausendstelsekunden  Einflufs.  Vernachlässigt 
man  auch  noch  die  Glieder  6.  Ordnung: 

deren  Einflufs  auf  fii.^  in  Sekunden  gleich  ist  dem  vorstehenden  Aus- 
druck  mal— r--,  so  wird  der  Fehler  für  k  «=  0,1  a^  im  Maximum 
gleich  0,00014",  was  indessen  in  der  Regel  ohne  Belang  bleibt. 
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Wir  erhalten  nun,  indem  wir  auch  noch  den  Nenner  (1  —  Cg) 
des  1.  Gliedes  rechter  Hand  der  Formel  (10)  in  eine  Reihe  entwickeln: 

Q  mu  den  Argomenten  Bi  und  ag.«  . 

Diese  Formel  giebt  erst  für  k«=0,lao  die  Zehntausendstelsekunden 
von  fii.s  nicht  mehr  ganz  scharf. 

Setzen  wir  endlich  in  weiterer  Vereinfachung: 

9"k   .    ,wi/k\« 


Q  in  den  Argomenten  Bg  und  at . ,  ^ 


(12) 


SO  ist  der  Fehler  in  dem  hiermit  berechneten  fti.2  für  11  =  04^0 
zwar  einige  Tausendstelsekunden,  er  sinkt  aber  für  k  «»  0,02  a^  auf 
weniger  als  0,00001''  herab,  wie  die  Betrachtung  der  im  Vergleich  zu 
(11)  yemachlässigten  Glieder  zeigt. 


§  19.    Zahleiibeispiel  I^  vergl. 
(9)  und  (11): 

log  cosai .  2  =  9,7048215« — 10 

log  cos  B,  =-  9,7844013  -10 

logVJ       ==  8,9136594  -10 
log  tan  h'  =  8^4028822; -10*) 

I  log  sin*  B,  =  9,798987  - 10 


S.   170,   giebt  zu  Formd  (3), 


log 


klFj 


logsec^V 
log  p" 


8,6175468.611—10 

0,0002775.938 
5,3144251.332 


log 


29 


=  3,9322495.88-10 


llog cos» JB|Co^'ai. 2=8,978446— 10        log  a         =7^827319       —10 


Bfittelst 


log*^  =  6,444865  -10 


2  a, 


(TonriUcber  Logmrithmen:    [log(sin»JB^  —  C0S»g^C0s'ai.2)  =  9,727809    —10 

log  c,  =  6,172674  — lOT 

AndnneiU  iit  hiermit    log  slu  2jß|  COS  Oi.s  =  9,689747«  — 10 

bg~(^  =  6,1346127^107 

Mittelst  des  auf  Einheiten  der  7.  Decimalstelle  reduzierten  log  Jlf  =  6,637784 
erhält  man  nun  weiter: 

log  ^  —  3,9322495.88-10 
+  ^  (iL)*  =     +  1245.32  log  =  3,095282 

*)  /*'  besteichnet  hier  den  S.  6?  (2)  zur  Berechnimg  von  q  angewandten 
HUfowinkel  h. 


§  so.   Rektifikation  des  Vertikalichiiitts. 
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6  W     * 

+         .17 

0,230-1 

+  3f<?,  = 

-    692.09 

2,77239« 

+^C)''i- 

+     26.81 

1,4283 

'     180    \2^/ 

+         .79 

0,895-1 

+  3f^- 

+            4 

0,60-2 

logfii.«-» 

in  8«k. 

3,9323176.92 

^1  ,  —  8556,9243", 

was  mit  der  Berechnung  auf  S.  170  hinreichend  übereinstimmt. 

Zahleilbeispiel  n  giebt  im  Anschlufs  an  S.  172  nach  Formel 
(12)  S.  176: 


für  Sinb% 


(logfJf  =  5,8596  ,„,„., 
l«g  (rj*  -  5,9458-10 


log  q" 


7,9729124-10 
5,3144251 


I 


log  (mö  ^)  -  2,4376 

log  sin»  Bi  —  9,8472—10 
log(co8«.B,co8«a,.8)  =  9,1712—10 


log-^==    3,2873375 


Durch 

aaHfii 

•cb«Log 


[1,8054] 

[2,2478] 

l  [0^549] 
log^i.t 

In  8«k. 


+ 
+ 


63.9 
176.9 


+  1'* 

3,2873617 


^i.,  —  32*  18,035". 


SS?5. 1  log(8in*Bi-co8»jB,co8''o,.0=9,7444-10 

log  sin  2-Bi  cos  ai.«  =9,8102—10 
log  itfci— 2,1820 
log  3fc8  =  2,2478 

log  (jlfer,^-)=  0,1549 


§  20.  Rektifikation  des  Yertikalschnitts.  Für  einzelne  An- 
wendungen ist  es  erforderlich,  die  Beziehung  zwischen  den  Längen 
der  Sehne  und  des  Yertikalschnitts  bei  kleinen  Betragen  der  Ent- 
fernung kennen  zu  lernen.  Diese  Beziehung  läfst  sich  aber  mit 
Benutzung  der  S.  175  fOr  sin  fii.x  gefundenen  Formel  aufstellen, 
welche  lautet: 

8in^...--,-^^  jl  +  c,^--^c,(,^)*  +  ß/,).        (1) 
Hierbei  erscheint  fii.x  als  Funktion  von  k,  B^  und  e/i.^.    Für  den 

Helme rt,  niathemut.  u.  phyiik.  Tbi'orieen  der  höh.  Oeodätie.  VZ 


V 
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Zweck  der  Rektifikation  betrachten  wir  nun  h  als  Radiusvektor  und 
fii.3  als  Anomalie,  mithin  beide  als  variabel^  alle  andern  Grofsen  als 
konstant.  Zu  diesen  letztern  zählt  auch  q  (Argumente:  B^imd  ai,S), 
während  c,  und  c^  die  Variable  k  als  Faktor  enthalten.  Wir  trennen 
daher  von  r^  und  c^  (vergl.  die  (6)  S.  174)  die  konstanten  Teile 


,  S  (sin'  B^  —■  cos*  B^  cos*  a,  g) 

^1  = 


1  +  tf  fus*  B^  CO«*  a^  ^ 

^  ^  sin  2  By  COS  Oj  ^ 

-  1  +  d  cos*  By  cos*  «1  jj 


(2) 


ab  und  erhalten  nun  aus  (1),  indem  wir  noch  den  Nenner  (1  —c^)  auf 
der  rechten  Seite  in  eine  Reihe  entwickeln,  sowie  ein  Glied  7.  Ordnung, 
welches  von  d^  h^  abhängt,  vernachlässigen: 

8inp,.,=2^  1 1 +<  (^)  +<  (^J  - 1  '•;  Q-)' +Gh]- 

Hieraus  folgt  mittelst  der  1.  Formel  (2)  R.  29: 

Bezeichnet  man  aber  das  Bogendifferential  des  Vertikalschnitts  mit 
ds,  so  ist  nach  bekannter  Formel  ftir  Polarkoordinaten: 

Man  hat  nun  durch  Differentiation  des  Ausdnicks  (3)  für  fti.2  und 
durch  Multiplikation  mit  k: 

Damit  erhält  man  leicht: 

...-a-l . + (t)'+  (f/+  ©*+4.;  (iy'+a<  {l-)'+oi,  1 

und 

Hieraus  folgt  durch  Integration  von  k  =  0  bis  k  der  über  der  Sehne 
k  liegende  Bogen  Si,i  des  Vertikalschnitts  von  P^  nach  P,: 


^  XU  dwk  ArgninciitoB  Bg  nnd  Ot^ , 


(4) 
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Um  Si.2  aus  k  und  q  als  Kreisbogen  berechnen  zu  können,  mufs 
man  die  in  c\  und  c\  multiplizierten  Glieder  vernachlässigen  dürfen. 
Das  Maximum  des  ersteren,  grofsern,  hat  auf  log.<?i.3  den  Einflufs 


i«*(ir, 


was  für  k  =  0,04  Oq  in  log  Si.2  eine  Einheit  der  8.  Decimalstelle 
ergiebt. 

Bei  gleicher  Genauigkeit  vereinfacht  sieh  diese  Formel  etwas, 
indem  man  anstatt  q  das  geometrische  Mittel  der  beiden  q  mit  den 
Argumenten  B^  und  ai.2  bezw.  B^  und  a^A  einführt. 

Nennen  wir  diese  beiden  f  für  den  Augenblick  q^  und  p^,  so  hat 
man  nach  S.  58  (1): 


''  "'  }  (5) 

1  =  y^-  «'  ■^"•j..  (1  +  tf  cos«  5,  C08«fl,  .)  . 


Qt  a. 


0 


Hieraus  folgt  mit  ßflcksicht  auf  die  Relation  d  <=  r- :  ( 1  —  e*)  und 
unter  Vernachlässigung  von  Gliedern  mit  d^  zunächst: 

i  =  ^  (l  +  *  (l  -  I  sin* B,  -  cos« 5,  sin« Oi,*)  +  •  ■  •) 

1  =  ^(1  +  *(l  -  I  sin«B,  -  cos«i;,  sin«a..,)  +  •••), 
und  weiter: 
p  —  —  =  —A^sm^B^  —  sin^jB,)  +  (cos^JSgsin-ai.,  — cos^J5iSin*ai.2))  +  •  • 

Nach  (6)  S.  148  unterscheiden  sich  aber  die  Azimute  ai.2  und 
«2.1  von  den  daselbst  eingeführten  Azimuten  a'i  ,2  und  rti.i  nur  um 
Gröfsen  der  Ordnung  c*  oder  d.  Nun  ist  nach  dem  Sinussatz  im 
sphärischen  Dreieck  (1)  S.  144: 

sin^oi.i  cos*  J5,  =  sin* ai.2  cos*  B^ , 

folglich  ist  sin*a2.i  cos*  B^ —  sin*  ai . 2  cos*  ^i   nur  eine  Gröfse  der 
Ordnung  d.    Mit  Vernachlässigung  von  d*  wie  bisher,  ist  daher: 

Der  Rest  der  Entwicklung  rechter  Hand  ist  als  Glied  5.  Ordnung 

angesetzt,  da  er  aufser  ^*   noch  den  Faktor  k  enthalten   mufs,  um 

mit  k  =  null  zu  versehwinden. 

12* 
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Auch  sin'^2  ~~  sin'JS|  enthält  den  Faktor  k;  es  ist  nämlich 
nach  S.  167  (2)  und  (4)  ohne  Schwierigkeit  zu  finden^  dafs  man 
setzen  kann: 

sin*  jBj  —  sin*  B,  «= sin  B  cos  %  +  Gl^ 


«0 


und  hiernach  aus  (6): 


k» !^  =  _  ?.^'^' 


,  -rr- -:;:-smBcosx  +  Gl,.  (7) 


k 


Bezeichnen  wir  jetzt  p,  q^  kurz  mit  q\  so  ergiebt  die  Einführung 
von  (7)  in  Formel  (4)  mit  einigen  weiteren  leicht  zu  ersehenden  Ver- 
nachlässigungen 

«.  .-Mi+ ;  ©'+^(^,)'+i(Ar-'-=-«(i)' 

Die  in  der  Parenthese  vernachlässigten  Glieder  7.  Ordnung  hängen 
von  d  l—j    und  d*  (r-j    ab  und  dürften  kaum  filr  k  =  0,1  a^  in  der 

9.  Stelle  des  log5i.2  merkbar  werden. 

Man  kann  nun  mit  Beibehaltung .  dieser  Genauigkeit  jedenfalls 
auch  in  c\  und  c\  die  Glieder  mit  d*  vernachlässigen.  Die  3  letzten 
Glieder  rechter  Hand  in  (8)  gehen  dann,  abgesehen  vom  Faktor  k, 
wenn  man  noch  fttr  cos  x  substituiert 

cos  X  =  cos  Bi  cos  «1.2  +  ^  sin  JB,  +  ö^ ,  (9) 

in  den  Ausdruck  über: 

d  (r-j  {  —  sin  J?  cos  Bi  cos  ai.«  +  sin  Bi  cos  JB,  cos  «1.2 

—  —  (sinBsinJBi  —  ysin*-Bj  +  -r-cos*jBiCos*flri.2)} +ö/^. 
Es  ist  aber  nach  (2)  S.  167: 

sin  B2  =  sin  B^ cos  x  +  Gl^ ; 

da  ferner  sin  B^  -|-  sin  B^  ^=^2s\n  B  cos-r-  ist,   so  erhält   man    mit 
Rücksicht  auf  (9): 

sin  B  ■=  sin  JS,  —  r-  cos  B^  cos  ai.2  +  ö^^ ; 

wodurch  sich  der  obige  Ausdruck  für  die  3  letzten  Glieder  von  (8) 
unter  Verschwinden  der  Glieder  5.  Ordnung  reduziert  auf 


§  20.    BekUfikation  de»  YerUkalichnitte. 
T*  \r)  (*<"** -^  co8*a  —  sin* 5)  +  •••• 
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(10) 


Hierbei  ist  a  iu  der  Bedeutung  (4)  S.  156  genommen. 

Der  Einflufs  von  (10)  auf  log^i.s  ist  Jlfmal  so  grofs  und  für 
k  «t=B  0,1  Oq  und  0,05  o^  noch  keine  Einheit  der  8.  bezw.  der  9.  Decimal- 
stelle.  Wir  haben  demnach  mit  Benutzung  einiger  weiteren  leicht 
zu  ersehenden  Reduktionen  und  geringfügigen  Vernachlässigungen, 
wenn  zugleich  der  Index  1.2  von  s  wegbleibt: 


|-M'+T('i)'+^(*)'+«''ll 
==2pjarc8in  j^+Gi,)  ; 


log  ^=5,8596331  u.  log 


11  Jf 
180  ' 


5,4239 


fllrEinli. 
d«r7,Dee.j 


(11) 


DiSse  Formeln  geben  erst  bei  k  =»  0,05  Oq  nicht  mehr  die 
10.  Decimalstelle  des  Logarithmus  richtig,  bei  k  =  0,1  a^  aber 
wenigstens  noch  8  Decimalen  sicher. 

Zur  Berechnung  des  in  (11)  auftretenden  q  erhält  man  aus  (5): 


logQ 


-  (l  +  dtos^Bcos^a  +  Gi;) 

'og  ^0  —  '^8  W—  Md  cos*  B  cos* a  +  Grh 

W  «un»  Argument   B  «a  — -  (^S^  -|-  ^2) 

«  =  v(oi.«  +  a,. 1—180«). 


(12) 


Von  der  Richtigkeit  der  1.  Formel  (12)  überzeugt  die  Ent- 
wicklung (9)  S.  26,  wonach  offenbar 

W,  W,=  W'  +  Gh 
( l  +  *  cos*5i  cos*ai .  2)  ( l  +  d  cos*  JBg  cos^öhj .  i)  =  1 4- *cos*-B  co8*a + G/4 . 

Die  Gl^  sind  abhängig  von  e*  -^  und  zwar  Meine  Glieder  auch  noch 

für  die  Nähe  der  Pole,  wie  a  priori  zu  erwarten  ist  und  durch  ein- 
gehendere Betrachtung  bestätigt  wird. 

Die  Formel  (11)  ist  nicht  nur  dadurch  interessant,  dafs  sie  die 
Möglichkeit  zeigt,  mit  grofser  Annäherung  die  Länge  des  Vertikal- 
Schnittes  ans  der  Sehne  hei  geeigneter  WM  von  q  wie  die  eines  Kreis- 
bogens berechnen  zu  können;  sie  zeigt  aufserdem,  dafs   die  Längen 
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der  Vertikalschnitte  von  P,  nach  P^  und  von  Pg  nach  Pj  nur  um 
Glieder  sehr  hoher  Ordnung  von  einander  abweichen.  In  v^elcher 
Ordnung  die  Differenz  hervoiiritt,  läfst  sich  aus  (11)  noch  nicht 
erkennen;  man  müfste  zu  dem  Zwecke  die  Entwicklungen  weiter  treiben. 
Dazu  ist  aber  jetzt  keine  Veranlassung;  umsomehr  als  jene  Differenz 
später  bei  andrer  Gelegenheit  sich  nebenher  ergiebt. 

Schreibt  man  (11)  in  der  Form  log  k  =  log  2q  +  log  sin  —  und 

beachtet  die  Formel  (6)  S.  157,  so  folgt 

lognin^,*-  •=  log  sin  ^   -  -r-  3fe*cos*£sin*  2a+  -^  Me^/iB^  {co82B  —  2sin*a)  -}-  Gl 


und  hieraus 


8 


6 


log  s  ««  log  (6(f)  —  -g-  Me^  cos^B  sin^  2a  +  l  »/«'  Jn^icoB2B~2%in^a)  -|-  Gl^y     (13) 

wobei  Q  nach  (12)  zu  berechnen  ist  und  ö'  sich  auf  das  sphärische 
Dreieck  (1)  S.  144  bezieht.  Berechnet  man  q  (anstatt  mit  a)  mit  a, 
80  sind  die  kleinen  Glieder  in  (13)  mit  denen  von  (3)  S.  156  zu  ver- 
tauschen. 

Diese  Formel  (13)  ist  wie  (6)  S.  157   in  der  8.  Decimalstelle, 
unabhängig  von  der  Entfernung^  nicht  ganz  scharf. 

§.  21.     Zahlenbeispiel  I,    vergl.  S.    170  und    176,   giebt  zu 
Fonnel  (11)  S.  181  bei  strenger  Berechnung   der  Krümmungsradien: 

log  Q  «-  6,8053644  für  B  =  53«  36'  34"       und  a  =  242«  24'  35"  nach  S.  163 

(6,8052801  für^i  =  52  30  17         und       a,.,  =239  33    I    nach  S.  176 
6,8054409  für  JB,  =  54  42  51  und       ag.i  =   65  16  10;  hieraus  folgt 


log 


a^'  6,8053605  ,  genau  j/p^  q^  S.  1 80  entsprechend. 

Die  Anwendung  der  Formel  (12)  S.  181  bezw.  (3)  S.  59  zur  Be- 
rechnung der  drei  log  q  ftihrt  zu  Werten,  die  kaum  um  1  Einheit 
der  7.  Decimalstelle  abweichen. 

Man  erhält  nun  zu  der  3.  Forffiel  (11)  S.  181: 


mit  log  Q  =  6,8053644 
log  A  =  8,6177402-  10 
log  k  =       5,7241345.725 
1^(2-/=+  1244.840 

1^0^©  =  +  0.785 


mit  6,8053605 

8,6177441  —  10 
5,7241345.725 
+  1244.862 

+  0.785 

5,7242591.372. 


k 


log  5  -=      5,7242591.350 

Berücksichtigt  man  fSr  den  2.  dieser  Werte  die  Glieder  6.  Ordnuug 
nach  (8)  S.  180  bezw.  (10)  S.  181,  so  ergiebt  sich . . .  5,7242591.353. 


§  22.    Azimutalunterschied  der  VertikaUchnitte.  183 

Es  wird  sich  später  zeigen ,  dafs  dieser  Wert  bis  zur  10.  Stelle 
incl.  richtig  ist.  Dies  vorausgesetzt,  findet  man  aus  der  Vergleichung 
mit  dem  1.  Wert  von  log  s  (welchen  log  q  mit  den  Argumenten  B 
und  a  giebt),  dais  derselbe  auch  ohne  Berücksichtigung  der  Glieder 
6.  Ordnung  sehr  genau  ist. 

Zahlenbeispiel  II,  vergl.  S.  172,  giebt  log  p  =  6,805  und 
log  s  =  5,0791748.5  +  64.0  +  0.0  =  5,0791812.5, 

welcher  Wert  sich  später  ebenfalls  bestätigen  wird. 

§.22.  Aziiiiiitaliinterschied  derVertikalHcbnitte.  ImAnschlufs 

an  die  Entwicklungen  der  Paragraphen  1  und  2  dieses  Kapitels  S.  134  u.  ß. 

stellen  wir  die  Gleichung  der  Vertikalebene  von  P^  nach  P^  auf.     Da 

diese  letztere  durch  den  Koordinatenanfang  geht,  ist  ihre  Gleichung 

von  der  Form: 

Äi  +  V,l  +  Ct  =  0.  (1) 

Denkt  man  sich  die  Koefficienten  A,  B  und  G  bereits  ermittelt, 
so  dient  alsdann  zur  Bestimmung  des  Azimuts  a\,%  des  Vertikalschnitts 
von  Pg  nach  Pj  in  Pj  die  Beziehung: 

cot  ai .  2  =  —  2*  (^) 

Die  Gleichung  (1)  wird  dadurch  bekannt,  dafs  man  sie  auf  Pg 
und  K'i  (Fig.  8  S.  134)  anwendet.     Nach  (4)  S.  136  ist  für  P^: 


5ji  ==       (^2  ""  «^i)  sin  -Bj  —  {z^  —  z^  cos  B| 

£2  "==  {^t    ~"   ^1)  C^S  ^1  ^  (^2  "~   ^1)  ^^^  ^V 


(3) 


Es   ist  femer  mit  Beachtung  des  Umstands,  dafs  filr  Ki  die  Koor- 
dinaten X2  und  1/2  gleich  null  sind: 


Si  =  —  Xj  sin  jBi  —  (4  ---  x^i)  cos  JB, 

lyi-       0 

Si  ==  +  »1^1  cos  Bi  -  (4   -  z^)  sin  B^, 


(4) 


Die   Werte  x^,  j/2   >ui<l  «ü  '^^^^  i"  (3)  ^>  136  angegeben;  ferner  ist 
nach  (9)  S.  41: 

Man  hat  nun  durch  Anwendung  von  Gleichung  (1)  auf  die  Punkte 
P,  und  Kt: 

Ai,  +  Bn,  +  cg,  =  0 
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und  kann  hieraus  die  Verhältnisse  (B:Ä)  und  (C:Ä)  bestimmen.    Es 
wird  insbesondere: 

cor  Ol.  2  ■=  —  -T  «=  —p ~?-r- 

und  hieraus  mittelst  (3)  und  (4): 

•'''*  "'■'  "  y.  (*,  CO»  B,  -  (/,  -  *.)  Bin  2».) "  W 

Wenn  man  hierin  den  Wert  von  et  nach  (5)  substituiert  und  femer 
Xif  Zi,  Xj,  tff  und  «I  mittelst  nachstehender  Relationen: 


«1  —  «0  cos  S^:W^  \ 

;»,  _  Oo  (1  -  e»)  sin  J?, :  PF,  |  ^  '^ 


(8) 


eliminiert,  so  ergiebt  sich  durch  einfache  Reduktionen  der  Ausdruck: 

P    .    , h^'cotXi  2(^81115,-81051) 

cotal.2= ■ j^ -. (9) 

1  +  e*  sin  B|  l^ tiuB^  —  sinB,  j 

Aus  dieser  Formel  kann  man  al.s  bei  gegebener  geographischer 
Lage  der  Punkte  bestimmen.  Ebenso  läfst  sich  aus  derselben  im 
Verein  mit  der  Formel  (6)  S.  139  für  cotai.t  das  gegenseitige  Ver- 
halten der  Vertikalschnitte  im  allgemeinen  erkennen,  noch  einfacher 
indes  geometrisch  aus  der  Betrachtung  der  relativen  Lage  der  Punkte 
K[  und  Ki  zur  Sehne  P^  P,  in  Fig.  8  S.  134.  Man  bemerkt  auf  die  eine 
oder  andere  Art  leicht,  dafs  für  nahezu  diametrale  Punkte  die  Differenz 
von  ß\,s  und  ai.%  auf  +  180^  steigen  kann.  Klein  ist  die  Differenz 
im  allgemeinen  nur  bei  kleinen  Entfernungen  und  für  solche  mag 
dieselbe  jetzt  noch  dargestellt  werden. 

Bezeichnen  wir  entsprechend  dem  sphärischen  Dreieck  (1)  S.  144 

C08  B^  8in  Bi  C08  L,  »  —  8in  B»  cos  B, 

_ Ulli;     cot  öl     2 

COS  JB,  sin  I/j  2  *•' 

und  ferner  vorübergehend 

sin  ^2  ~"  uT  sin  B^  mit  p^ 


yyr  mit  q^ , 


(10) 


§  82.    Azimatalttnierschied  der  Veriikalschnitte. 
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80  ist  nach  (9)  bezw.  nach  (3)  S.  145: 

cot  Oj  2  +  c*  cot  L|  g .  Pi  9i 


cot  al 


1        +  «' sin  Bi  .pigj.    ? 


.  ,     ,        ,         «"  CO«  Bi 

cot  Ol.,  =  cot  Ol.,  +  eo.B,,ini,,*>- 


(11) 
(12) 


Indem  wir  beide  Gleichungen  von  einander  subtrahieren ,  sowie  unter 
Anwendung  der  Relationen: 


und 


cot  Li.%  sin  a'i.2  —  cot  ö'  cos  B^  «=  sin  B^  cos  al.» 
cos  B^  sin  Zfi.s  *»  sin  6'  sin  a'1.2 , 


(13) 
(14) 


welche  sich  auf  das  schon  oben  erwähnte  sphärische  Hilfsdreieck  be- 
ziehen, einige  Vereinfachungen  vornehmen,  erhalten  wir: 


cot  al.s  —  cot  ai.s 


e'Pi  cos  B| 


sin  0^  sin  a\ 


%-(-l  +  _-V2Ll.       y  (15) 

i.,\  ^  1  +'*Pi9,  »mBJ    ^     ^ 


Zur  weitem  Vereinfachung  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
erinnern  wir  an  die  Formeln  (1)  S.  140  und  (9)  S.  146,  wonach 


9i 


und 


Pi 


1  +  4-  e*  sin  2B  sin  JB  +  GL 


JB 


2sin  — ^-  cos  B  (l  -{-  e^  sin  Bj  cos  B  +  Ö/4) , 


2 


(16) 


wenn  dB  als  Gröfse  1.  Ordnung  betrachtet  wird.     Hieraus  folgt 

iin  A  Bin  4V  \  •  *  i  •/  7 


Bin  0 


Sin  <r 


man  hat  aber  sin  B^  =  sin  B^  cos  ij'  —  cos  B^  sin  tf'  cos  ai.j,  womit 
der  vorstehende  Ausdruck  für  p^  :  sin  tf'  übergeht  in 

-A-»a=  —  (cosi?iCosai.2  +  sin-Bitan-|-)(l+e*sinjBiC085  +  6ri4).  (17) 

Es  ergiebt  sich  weiter  mittelst  der  (16),  wenn  auch  <^  als  Gröfse 
1.  Ordnung  betrachtet  wird: 


1- 


gi  cos  a 


1  +  «'  Pi  Qi  sin  B, 


2sin^  V  -  2e»  cos»  jB  sin»  ^r  +  ^h  •     (18) 


Die  Gleichung  (15)  nimmt  daher  für  kleine  Werte  von  6'  die 
Form  an: 

cotal.,  — cotai.2  =  ^^^j^^--^(cosBiCosai.2  + ysinJBi)  +  Gl^.   (19) 


\ 
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Für  sinai.2  im  Nenuer  darf  man  nun  noch  sinai.s  setzen^  denn 
es  ist  mit  Rücksicht  auf  (12)  uud  (14) 

esc  ai.2  =  l^l  +  cot*  «1.2 


=  esc  a'i  2 1/ 1  +  2^  cos  B,  cos  ai  2  -r^  +  e*  cos^Ä    F\  , 
V         '  *  •    Bin  tf     '  *  sin*  a 

und   daher  jedenfalls  esc  a'1.2  =  esc  «1.2  (1  +  öQ,  so  lange  6    klein 
ist.     Ebenso  können  wir  mit  Beibehaltung  der  Genauigkeit  von  (19) 

darin  für  cosal.2  i^nd  6   bezw.  cos  ai  g  und  —  setzen.     Damit  wird 
cot  Ol .  2  —  cot  (ti .  2  -=  ^    o  • ^  (cos 2^,  cosai  2  +  0    '»in -Bi  1  +  GL  .  (20) 

2a,78inaj  2\  ^a^  V  «     v      / 

Hieraus  aber  folgt  nach  (2)  8.  31  unmittelbar: 
Ol. 2 — Ol. 2^=  —  -j()V^^cos*B,sin2rei.2  +  -^  ji«in2//,tiDa,., j  -f-  Tx/g.  (21) 

Durch  Yertauschung  der  Indices  1  uud  2  folgt  hieraus  weiter: 
02.1  —02.1==  — 7(>V-^^cos*jßjj8in2a2.i  +  Y;^"°'^^'»*°'^' )  +  ^'e-  (22) 


in  Sek. 


Diese  Formeln  kann  man  noch  anders  und  zwar  einfacher  schreiben^ 
indem  man  ein  mittleres  Azimut  und  eine  mittlere  Breite  einführt. 
Es  ist  nämlich 

cos  jBj  sin  ai.2  =  —  cos  B^  sin  oi  i ,  ] 

,  [  (23) 

—  cos  jBi  cos  01.2  =       sin  Jög  *^^^  ^'  "h  cos  B^  cos  a%,  1  cos  <y' ) 

und  identisch  wegen  a  =  y  (a  1.2  +  02.1)  —  90^: 

—  cos  -Bi  cos  -Bjj  sin  2  a' 
=  008  B^  sin  a'i.j .  cos  B^  cos  ai. i  +  cos  B^  cos  ai.2 .  cos  B^  sin  ai  1 . 

Eliminiert  man  hieraus  rechter  Hand  o^.i  und   cos  i^j;  und    beachtet^ 
dafs  cos  JBj  cos  B^  =  cos*  B  +  Gl^  ist,  so  wird 

cos*  B  sin  2a'  =  cos*  B^  sin  2ai. 2  +  w  ^'  sin  22?^  shi  a'i . 2  +  6r/j{ .   (24) 

Nun  erkennt  man  leicht,  dafs  (21)  und  (22)  in  die  folgende  Gestalt 
gebracht  werden  können*): 


^)  Die  Entwickhing  (8)  8.  26  zeigt  dies  ebenfalls  ohne  weiteres. 


«1,2   —   ^^1,2  =  ^2.1    —   ^2.1 
in  Sek.  in  Sek. 
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=  —  -T  q'  ^  ~2  cos^5  sin  2a  +  01^ 
-B  =  4-(^.  +  ^,)  (25) 

a  =  Y(^1.2  +  «2   1   -    180«). 

Hiernach  ist  für 

s  =  0,1  a,,    -=  640*"»      «1  2  —  ^1 . 2  =  3,4"  im  Max. 
,<f  =  0,01  «0  =-    64*"*      a\,2  —  ^12  =  0,034  im  Max. 

§  23.  Fläehenwinkel  der  beiden  Yerlikalebeneu  und  Abstand 
der  YertikalKchnitte. 

Denkt  man  sich  K't  (Fig.  8  8.  134)  einerseits  auf  die  Vertikalebene 
von  Pj  nach  P^  d.  i.  auf  die  Ebene  P,  PgT^i  projiciert,  sowie  andrerseits 
auf  die  Sehne,  so  entsteht  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  in  welchem 
der  Fläehenwinkel  v  als  Winkel  gegenüber  der  Projektionslinie  von 
K'i  auf  Pj  Pjj  K[  auftritt.  Die  Länge  dieser  Linie  ist  K[  K'^  cos  f/,  da 
90®  —  U  der  Neigungswinkel  der  Erdaxc  zur  Vertikalebene  P^P^K[ 
ist  (Fig.  10  S.  137);  dagegen  ist  der  Abstand  des  Punktes  K2  von 
der  Sehne  gleich  Qn  cos  fC2.i,  wenn  p„  =  Pjj  K'^  den  Querkrümmungs- 
halbmesser in  P2  und  ftjj.i  den  Depressions winkel  der  Sehne  in  Pjj 
bezeichnen.    Man  hat  also,  da  nach  (9)  S.  137  cos  f7=  cos  jEfj  sinai.2 

ist,  in  Strenge: 

K\  K\  .  cos  B^  sin  o^  ^j 
sin  1/ = .  (1) 

S.  4l  (9)  uDd  S.  168  (7),  sowie  S.  167  (4)  geben  aber: 


o«c* 


K[  K2  -^    /—-^^  (^^"  ^1  ""  ^^^  ^2)  =  *  '^  cos  X 
cos  X  =  cos  fti.2  cos  Bi  cos  ai.2  +  sin  fii.2  sin  J?^ . 


(2) 


Indem  wir  dies  einsetzen,  lasseii  wir  zugleich  eine  Vernach- 
lässigung in  Voraussetzung  kleiner  Distanzen  eintreten:  Wir  setzen 
im  Nenner  von  (1)  für  cos  fi2.i  den  nahezu  gleichen  Wert  cosfii.2. 
Nach  S.  167  (4)  unterscheiden  sich  aber  sin|iii.2  und  sin/i2.i  nur  im 
Faktor  W,  also  um  ein  Glied  der  4.  Ordnung.    Mit  Rücksicht  auf  die 

Reihenentwicklung  cos  =  1  —  ^  ^^^^  +  •  •  ist  daher 

cos  (ia.i  =  cos  fii,2  (1  +  ÖZ5). 
Es  wird  nun  aus  (1)  erhalten: 

sin  V  =  - — (cos*  ^1  sin  2ai.2  +  ^^  f^i»  sin  23^  sin  «i.a  -|-  GQ .   (3) 


\ 
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Setzen  wir  noch  k  =  s  (l  +  (^h)  ^^^  tan  fii.2  «=  ^—  (1  +  Gl^) 

und   beachten,  dafs  nach  S.  56  (2)  Qn  für  P^  gleich  p«  für  Pj  mal 
(l  +  ö/j)  ist,  so  folgt  weiter: 


V  =  ->  q"  —  (cos*  JB,  sin  2ai,2  +  §0  •^*^t  «inrti.,  +  Gl^) 


l_      ff  j88 

in  Sek.        ^  ^i» 

(>ji  QuarkrttmmangihalbmMiar,  n^  KrunmungiluilbinetKer  im  Aximot  Ai.,, 

I>eide  für  Punkt  P^. 


(4) 


Wünscht  man  eine  zu  Pj  und  P,  symmetrische  Formel,  so  kann 
man  diese  für  kurze  Distanzen  leicht  mit  Rücksicht  auf  die  Entwick- 
lung am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gewinnen.     Danach  ist: 


V  "^  YQ'  —  ('^^^^  -B  sin  2a  +  Gh) 


ins«k.     2        e 


(5) 


J5  =  4"  (B,  +  B,);  a  =  y  (a,.,  +  «,.,  -  180») 

Q^  QuerkrümmungthftlbniMMr  fttn  Argument  B. 

Hiemach  ist  für 

s  =  0,lao    =640*-     V  — 69" 
s  — 0,01ao««    64*"»     v=    7". 

Um  Ton  V  zu  a\,2  —  ai,2  zu  gelangen,  genügt  es,  sich  P^  als 
Zentrum  einer  Kugel  vom  Radius  1  zu  denken  und  das  sphärische 
Dreieck,  welches  auf  deren  Oberfläche  von  den  Schnitten  der  beiden 
Vertikalebenen  und  der  in  P^  horizontalen  Ebene  gebildet  wird,  zu 
betrachten.  Dieses  Dreieck  ist  rechtwinklig;  die  beiden  Katheten  sind 
(ai.8  —  al.s)  in  der  Horizontalebene  und  fii.s,  der  Depressionswinkel 
in  der  Yertikalebene  von  P^  nach  P,.  Der  Seite  (ai.«  —  al.2)  liegt 
Winkel  v  gegenüber.  Der  Gotangentensatz  für  4  aufeinanderfolgende 
Stücke  giebt  nun  sofort  die  strenge  Formel: 

tan  (ai.i  —  al.«)  —  tan  1;  sin  fii  .2 .  (6) 

Diese  Formel  giebt  in  Verbindung  mit  (1)  und  (2)  auch  das 
Vorzeichen  der  Differenz  ai.»  —  a\,%  (vergl.  Fig.  8  S.  134),  so  lange 
man  annehmen  darf,  dafs  val.  abs.  v  <  90^  ist 

Ohne  nunmehr  auf  die  Herleitung  des  bereits  bekannten  Aus- 
drucks für  ai.s  —  ai.2  bei  kurzen  Distanzen  weiter  einzugehen,  be- 
nutzen wir  die  Formel  noch  zu  einer  Schätzung  des  Maximalabstandes 
der  beideii  Veriikalschnitte  von  einander. 

Legt  man  eine  Ebene  rechtwinklig  zur  Sehne,  so  schneidet  die- 
selbe die  Oberfläche  des  EUipsoids  in  einer  Ellipse,  von  der  ein  Ab- 
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schnitt  zwischen  die  Yertikalschnitte  fallt.  Da  nun  dieser  Bogen- 
abschnitt,  so  lange  wir  eben  nur  kleine  Entfernungen  P^  Pg  ins  Auge 
fassen,  nahezu  normal  zu  den  Vertikalschnitten  liegt,  kann  man  ihn 
als  Abstand  der  Vertikalschnitte  auffassen  und  als  einen  Kreisbogen 
berechnen,  dessen  Zentriwinkel  v  und  dessen  Radius  der  Abstand  der 
Yertikalschnitte  von  der  Sehne  an  der  betreffenden  Stelle  isi  Der 
Abstand  ist  somit  ein  Maximum^  da  wo  dieser  Radius  ein  Maximum 
ist,  nämlich  offenbar  sehr  nahe  in  der  Mitte  zwischen  P^  und  Pj. 

Daselbst  ist  der  Radius  näherungsweise  gleich  - —  und  also  der 

ßg9 

Max.-Abstand  = cos*  B  sin  2a  H —  • .  (7) 

Hiemach  ist  fUr 

s  =  0,1  «0    =  640*"'  der  Max.- Absi  =  2,7"» 

.s  =  0,01ao=    64*^    „    Max.- Abst.  =  0,003»». 

§  24.  Änderung  des  afttronomisehen  Azimuts  und  der 
Horizontalwinkel  mit  der  Hölie  der  Objel^te.  Schon  am  Schlüsse 
von  §  1  S.  135  wurde  angedeutet,  dafs  die  Vertikalebene  von  einem 
Punkte  Pi ,  dem  SUindpunkte,  nach  einem  Punkte  Pg ,  dem  Objekte, 
sich  etwas  dreht,  falls  man  das  Objekt  P^  aus  der  zu  gründe  liegen- 
den Niveaufläche,  dem  Rotationsellipsoid,  in  der  Lotlinie  verschiebt. 
Die  Verschiebung  sei  -|-  H^  nach  aufsen.  Alsdann  treten  in  §  2  (3) 
S.  136  zu  dem  Ausdrucke 

für  x^ :      der  Zuwachs     -|-  H^  cos  B^  cos  Zi.«) 

für  yg  :      der  Zuwachs     +  H^  cos  B^  sin  Li. 2]  (1) 

für  0^  :      der  Zuwachs     +  Ä,  sin  Pg ;  ' 

denn  die  Projektion  von  H^  auf  die  Aquatorebene  ist  H^  cos  B^  und^ 
auf  die  Erdaxe  H^  sin  B^.    In  §  3  (1)  S.  138  ist  nun  zuzufügen 

für  Ig  :         +  -H«  (cos  Pg  sin  Pj  cos  L12  —  sin  Pg  cos  Pj)! 
für  i^g  :         +  i^2  cos  Pg  sin  Li, 2,  J 

und  es  geht  hiermit  der  Ausdruck  (5)  S.  139  in  nachstehenden  über, 
welcher  daher  nicht  mehr  die  Cotangente  des  Azimuts  ai.2  nach  einem 
in  der  Niveaufläche  liegenden  Objekt  giebt,  sondern  diejenige  des  Azimuts 

a!i\  für  das  um  i/g  in  der  Lotlinie  nach  aufsen  verschobene  Objekt: 
(cosB^  ainB,  cos  7>,  g  —  ninB^  coBB^ )  (a„  +  H^  W^)  +  o„f *  cosB,  1  sinB^ — -rp*  sin B^  J 


(3) 


^ 
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Vergleicht  man  dies  mit  v.oiai,^  nach  (5)  S.  139,  so  findet  sich,  dafs: 

cot  ai  8  =  cot  a, . .  ~  e^  -f+TJ^lf^      eÖ8  Ä  sin  VT" '  ^ 

Nach  S.  184  (10),  S.  185  (14)  und  S.  185  (17),  sowie  mit  einigen 
leicht  ersichtlichen  Vernachlässigungen  folgt  hieraus: 

cot«i*^2  «=  cot  «1.2  +  c*    *  ?^^ — -  fcosÄ  cosr/i  5f+  ^  —  sin  JB.  +  GlX  (5) 

und  hiermit  giebt  S.  31  (2): 

H^  die  Hohe  des  Objekts  Ober  dem  Rotationsellipsoid. 

Es  ist  demnach  für 

«1.2  —  «1.«  ==  0,069"  im  Max. 
cii\  —  «1.2  =  0,14  im  Max. 
(^i]t  —  ^^1.2  =  0,21       im  Max. 

Während  nun  (vergl.  S.  135)  die  Hohe  des  Standpunkts  über 
dem  Ellipsoid  das  Azimut  und  damit  die  Horizontalwinkel  nicht  be- 
einflufst,  zeigt  Vorstehendes,  dafs  die  Höhe  der  Objekte  von  nicht 
unbeträchtlichem  Einflüsse  sein  kann.  Der  Betrag  von  .<;  ist  dabei 
insofern  es  sich  in  der  Praxis  um  gegenseitig  sichtbare  Punkte  allein 
handelt,  ziemlich  einflufslos. 

§  25.  Der  Siiinssatz  für  Nehiien  iiiul  HorizoiiUhviukel.   Um 

ein  Dreiecksnetz  von  einer  direkt  gemessenen  Uruiidlinie  aus  in 
seinen  einzehien  Sehnen  berechnen  zu  können,  bedarf  es  wie  bei  der 
Kugel  einer  Reduktion  der  gemessenen  Horizontal winkel  auf  Sehnen- 
winkel nicht;  man  kann  vielmehr  direkt  mit  den  Horizontalwiiikeln 
rechnen. 

Wir  nennen  im  Sehnendreieck  die  Seiten  a,  b,  t  und  die  in  deii 
Ecken  A,  B,  C  oder  1,  2,  3  gegenüberliegenden  Winkel  ;3l,  tf,  d, 
welchen  letzteren  die  Horizontalwinkel  A^  B,  C  entsprechen.  Unsere 
Aufgabe  ist  es  nun,  aus  der  Gleichung 

11 :  k  =  sin  ^  :  sin  4  (1) 

%  und  a  mit  Hilfe  der  Horizontalwinkel  zu  eliminieren.  Der  Ein- 
fachheit halber  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Winkel  ^,  4,  (K  im  Tunern 


H, 

640"' 

H, 

= 

1280 

H, 

,= 

1920 
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des  Sehneudreiecks  gezählt  werden  und  entsprechend  die  A,  B,  6', 
diese  Winkel  somit  <  180®  sind. 

Die  Dreiecksseiten  ä,  b,  t  nehmen  wir  klein  und  im  Verhältnis 
zu  a^,  als  Gröfsen  1.  Ordnung,  entsprechend  der  beabsichtigten  An- 
wendung auf  ein  beobachtetes  Dreiecksuetz. 

Betrachten  wir  jetzt  das  sphärische 
Dreieck,  welches  die  Vertikalebeuen 
von  A  nach  B  und  C  und  die  Drei- 
ecksebene auf  einer  Kugel,  welche  A 
zum  Zentrum  hat,  bilden  (Fig.  11), 
so  ist 

8111   a  cos  ^13  COSf*,    j 

8in  JL  Pin   2i.2  sin  Z1.3  Fig.  n.     KurpI  mit  Ecke  A  als  Zentrum 

Hierin  sind  die  %  die  Neigungswinkel  der  Vertikalebenen  zur  Dreiecks- 
ebene in  dem  in  der  Figur  angegebenen  Sinne.  Durch  cyklische 
Vertauschung  der  Tndices  findet  sich  aus  (2): 


8JnÄ  ^  CO«  fta.  1  ^  co«M2.3 
BinB         sin  Xj,..,  ~  "»  Z2.1 

Bin«  cos  fijg  C08f*3, 

»in  C         sinxs.i         BinZs.2 

Hiermit  giebt  die  Gleichung  (1): 

sin  B  t.  sin  ^ 

Ü  COS  (12. 1  — =  0  COS  1*1.2  — 


(3) 


(4) 


Wird  dies  mit  der  aus  Gleichung  (4)  folgenden  Relation 

COS  fi3.2  sin  xs.2  =  cos  fia.i  sin  xs.i  (5) 

Seite  für  Seite  multipliziert,  so  folgt: 

a  cos  ft2.i  cos  us  2  sin  B  ~ —  =  9  cos  /11.2  cos  fts.  1  sm  ^  -; •  (6) 

Bei  der  weitem  Umformung  dieser  Gleichung  genügt  es,  zunächst  die 
rechte  Seite  allein  zu  betrachten,  indem  beide  Seiten  durch  Ver- 
tauschung von  ü  und  b,  Index  1  und  2,  u.  s.  f.  in  einander  über- 
geführt werden  können. 

Wir  setzen  nun 

X3.i  =  %i.s  — n,  (7) 

wobei  n  den  Flächenwinkel  der  beiden  an  der  Sehne  ll  liegenden 
Vertikalschnitte  bedeutet;  dann  ist: 
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b  sin  ^ 


b  sin  ^  cos  vt  —  b  sin  Ä  sin  n  cot  xi.«.       (8) 


Um  nun  für  ^i.s  einen  Wert  zu  erbalten,  legen  wir  vom  Mittel- 
punkt Ml   des  dem  Sehnendreieck  (Fig.  12)  umschriebenen  Kreises 

eine  Ebene  normal  zur  Sehne  k  und  kon- 
struieren  in  derselben  ein  bei  M^  recht- 
winkliges Dreieck.  Die  Seiten  desselben 
A  sind  Ml  Q,  femer  eine  Normale  Mi  M^  zu 
der  Sehnendreiecksebene  und  eine  Normale 
QM^  zur  Sehne  h,  welche  Normale  zugleich 
in  der  Vertikalebene  von  A  nach  C  liegt. 
Dann  ist  der  Winkel  bei  Q  gleich  180«— xi .  s 
und 


Pig.  1«. 


^08X1.3=-^ 


Für  Ml  Q  ist  --  b  cot  M  zu  setzen,  för  Q  M^  aber,  wenn  wir  statt  des 

Ellipsoids  uns  eine  Kugel  vom  Radius  a^  (1  +  Gl^)  durch  ABC  gelegt 
denken,  einfach  a^.     Hiermit  wird  allerdings  cosxi.s  nicht  in  aller 

k 
Strenge  erhalten,  jedenfalls  aber  bis  auf  ein  Glied  von  der  Ordnung  ^  — 

genau,  worin  k  eine  mittlere  Sehnenlänge  bezeichnet  Denn  die  Nor- 
malen des  Ellipsoids  und  der  passend  gewählten  Kugel  werden  nur 
höchstens  um  Glieder  dieser  Ordnung  von  einander  abweichen  (wie  die 
Betrachtung  des  Ausdrucks  für  den  Krümmungsradius  zeigt),  nur  um 
ebensoviel  aber  auch  die  Winkel  %  und  ihre  Cosinus  ftir  Ellipsoid 
und  Kugel.    Es  ist  also 


cosxi.s*»  — 


kcotH 
2  a.. 


(1  +  Gl,). 


(9) 


Fahren  wir  für  cos  xi.s  in  der  Gleichung  (8)  den  erhaltenen 
Wert  (9)  ein,  setzen  zugleich  nach  (2)  sin  il  <»  sin  7i  sin  Xi .  s  sec  fii .  t, 
sowie  für  ksin^  den  gleichwertigen  Ausdruck  asin4,  so  folgt: 

sin  Xs  1  f  s  ] 

k  sin  A  ^ — '-  -a  k  { sin  ^  cos  n  +  5—  sin  n  cos  Ä  sec  fii . « -|-  GL }  •  (10) 
""  li.a         l  «Oo  J 

Die  Vertauschung  von  ü  und  k,  der  Indices  1  und  2,  u.  s.  w. 
giebt  hieraus  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6): 

sin  X3  ^  r  if  \ 

U  sin  B^^j^      =a|sinJBcosVa  +  2^  sini/aCosÄsecftj.i +  ö/6|,  (11) 


X«.«  =  Z«.8  —  V, 
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Die  Gleichung  (6)  llifst  sich  mit  Benutzung  vorstehender  Um- 
formungen nunmehr  in  die  Form  bringen: 

ü  { cos  fi2. 1  cos  /i3. 2  cos  Va  siu.B  —    -  COS  /is.  i  sin  Vb  cos  ß  -f-  GIq  } 

=  b{cos  ^ui.2  cos  fi3.i  COS  Vb  sin  A  —  ^  cos  ^13,2  sin  v«  cos^  +  ^'e  r  (^-^ 

Hierin  ist  zu  setzen  nach  (4)  S.  188  und  mit  Bestimmung  der 
Vorzeichen  nach  Maisgabe  von  (7)  und  (11);  wobei  man  beachten 
kann,  dafs  das  Innere  des  Sehnendreiecks  (Fig.  12)  rechter  Hand 
liegt;  wenn  man  die  Peripherie  übt  durchläuft: 


(13) 


Va  =   —  Q'S  L    -  COS^  jBj,  sin  2a3.  «  +  t^  "«»  2ä,  Mn  a, .  ,  \  +  Glr^ 
iu  Sek.  V^^o  "°  / 

n  =  +  9"*  (5—  cos*  JB3  sin  2a3. 1  +  ^ •*" *^» *^ «>••)  +  Ö/5. 

in  Sek.  X^'^o  ^  / 

Schreiben  wir  nun  die  Gleichung  (12)  wie  folgt: 
^       sin  il —      sinv^cosfij  2^^^^^!  g^ecfig  jSecv^cosÄ  +  G^^e      cosfij  ^cosfi^  2  ^^^^6 

:- ^-^" '-  — ^ — '■ '- — -  —,(14) 

sinB —  — sinv^cosjLtg  |8ec|L^2.x^®^f*3.2^®^^tt^^^^'^"^'«      cosfij  ^^os/tg  jcosv^ 

SO   können    wir    hierin    mit  Rücksicht  darauf,    dafs    im  Zähler   und 

Nenner  bereits  Glieder  C.  Ordnung  vernachlässigt  und  auch  Va  und  n 

nur  bis  auf  Glieder  5.   Ordnung   entwickelt  sind;  für  cos  ^,  welches 

gleich 

sin  /[ti.2  sin  fii.s  +  cos  fti.2  cos  fii.s  cos  A 

ist;  einfach  cos  A  setzen  und  entsprechend  für  cos  iß  einfach  cos  B, 
da  dies  nur  Fehler  6.  Ordnung  im  Zähler  und  Nenner  erzeugt.  Ferner 
können  wir  mit  gleichem  Recht  die  Cosinus-  und  Secantenfaktoren 
von  cos  )2l  und  cos  ß  gleich  1  und  ebenso  im  letzten  Teil  von  (14) 
cos  Vb=l  =  cos  Va  nehmen.  Hiermit  erhält  man  aus  dem  Ausdruck  (14) : 

sin  ^  -  cos  ^  ~  v^  +  Gk   eo8  ^3  .    cos  ^.  , 
*  sm  ^  —  cos  B  '  - —  v^,  +  Cr/j  '^'•*  '^2. 1 

§  26.  Fortsetznug.  Sinussatz  zur  Dreiecksberechnuug.    Nach 
S.  174  (1)  und  (2)  hat  man: 

sinfi3.i  =  2--  W^  (l  +  e^  coB^ B^  €08^^/3.1  +  2«  sin2J53Cos«3.i)  +  G/5 

oder  unter  Einführung  des  Krümmungsmafses  für  Punkt  C  mit  der 
geographischen  Breite  B.^  nach  S.  59  §  15: 

Ifelmert,  mathem.  n.  ploaikal.  Thoorieen  der  liüh.  Geudäiie.  13 
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sinft3.i=27^l/Ä3(l  +  |e^co8^jB3C082as.i  +  |-8in2jB3C08as.i)^ 

Setzt  man  nun  vorstehenden  Ausdruck  für  sin/its.i  in  die  Reihe 

C08  =  1  —  —  sin*  —  —  sin*«-,  so  erhält  man  für  cos  fia.i  nach  einiger 

Reduktion: 

C03  ^3..  =  (l  -  ^^  ÜT,  -  -J-^  Z,' ) 

1  —  g^  cos^-Ba  cos  2a3.i  —  ^^  sin  2B^  cos  as.i)  +  GIq>    (1) 
Die  Vertauschung  der  Indices  1  und  2,  u.  s.  w.,  giebt  hieraus: 
cos  ^,. ,  =  (l  -  g^  jr,  -  j^  JT» ) 


►ü  *-WMry 


1  ~  g^  COS*  JBj  cos  2as.2  —  g^  sin  2JB3  cos  03.2^  +  Gl^.    (2) 

Bestimmt  man  in  gleicher  Weise  cos  ^2.1  und  co8fii.2;  so  sieht  man 
leicht,  dafs 

^^^  =  1  -  S  rcos*i?,  cos  2ai.2  -  cos* 5,  cos  2a2.i]  +  GZ,.  (3) 

Um  diese  Formel  zu  vereinfachen,  benutzen  wir  die  Relationen 
(23)  S.  186: 

cos  Bi  sin  ai.2  «=  —  cos  B^  sin  o^ .1 

—  cos  jBj  cos  ai.2  =       sin  B^  sin  d'  +  cos  JB^  cos  ai.i  cos  1^. 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  S.  148  (6): 

cos  B^  sin  ai.2  =  —  cos  jB,  sin  02.1  +  Gig , 

cos  JBi  cos  ai.2  «=  —  cos  J5,  cos  02.1 sin  B^  +  GJ, 

und 

cos*  JBj  cos  2ai.2  ™  cos*  B^  cos  202. 1  H sin  2B^  cos  Oi.i  +  GZ,,  (5) 

womit  (3)  übergeht  in: 

Zur  Umformung  des  aus  (1)  und  (2)  zu  bildenden  Quotienten 
betrachten  wir  zunächst  den  Quotienten: 

1  _  1  ||2 ^L  h4  _  . . . 

8  ^'i         128  *t 


(4) 


11  ' 

1  —  -a*  — -  n' 

8     *         128     ^ 


^  worin  b,  und  a^  bezw.  bYX^iaQ  und  fil/iTsrao  bezeichnen. 
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Die  Multiplikation  mit  (l  -| — *      ^  ""  M  im  Zähler  und  Nenner 

giebt    hieraus    mit    gleicher   Genauigkeit^    nämlich   bis   auf  Glieder 
6.  Ordnung: 

~  16  128  **  ^ 


11 2  J-  ha r2         2]i24-b> f2 

^     i^  Iß  19ft  **1      1^ 


(8) 


Es  ist  nun  n]  —  b]  —  f  J  «=  —  2bifi  cos  31  oder,  wenn  man  sich  der 
Beziehung  von  cos  31  zu  cos  ^  erinnert  (vergl.  S.  193): 

Hierin  setzen  wir  noch  zur  Abkürzung: 

i  M.  sin  ^(l  +  l  «?)-*«•  (^) 

Es  wird  damit  (ohne  dafs  in  den  Gliedern  6.  Ordnung  bedenkliche 
Faktoren  auftreten): 

a]-b\-t\ 4caC0t^ (l -  "'+"/+'')  - 1 bjc?  +  Gk 

oder 

a\-k\-t\ 4.,  cot  ^  -  i  b]  f]  -  («?-"?-'?)»?+>?+'?)  +  Ok. 

Hiermit  ergiebt  sich  fQr  den  Zahler  von  (8): 

l-iB.cotÄ-\-:^i-a\-b\+t\-a\b\-t\i\)  +  Gk,  (10) 

Durch  Yertauschung  von  ü^  und  tl|  folgt  aus  diesem  Ausdruck  der 
Nenner  gleich: 

1  -  je»  cot  B  +  j^  (~  at  -  kj  +  et  -  «Jl»!  -  f J«?)  +  Gh,    (11) 

wobei  gesetzt  ist: 

^«jC.8mB(l  +  ihj)-c».  (12) 

Man  bemerkt  leicht^  dafs  die  identischen  Glieder  4.  Ordnung  im 
Zähler  und  Nenner  weggelassen  werden  können  und  dafs  dafür 
cj(llj+bj — rj):256  zugesetzt  werden  darf,  weil  dies  nur  einen  kleinen 
Fehler  6.  Ordnung  giebt  Der  Ausdruck  (7)  bezw.  (8)  geht  alsdann 
über  in: 

1  -  i  f^  cot  A  (i  +  _5!_) 

—4 ;    V[ + 0^6.  (13) 

13* 
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Es  läfst  sich  aber  auch  noch  zeigen^  dafs  €a  und  c^  bis  auf  Glieder 
6.  Ordnung  übereinstimmen.     Nach  (2)  S.  191  ist  nämlich  zunächst: 

sin -4.  «=  8in3l  8inxi,2  sec  fij.s  =  sin  31  sin;ti.2(l  +  g^  1^?)  +  f^h- 

Hiermit  wird  erhalten  für  €a  und  sodann  durch  gehörige  Yertauschung 
für  e^: 

««  =  i  Kti  sin  31  (l  +  ?^4^)  sin  ;ci ..  +  Gl^ 

^6  =  I  ö,  t,  sin  «  (l  +  ^^^)  sin  X2A  +  0^4- 

Da  bi  sin  31  =  lli  sin  ü  ist,  stimmen   beide  Ausdrücke  bis  auf  sin  % 
überein.     Nun  ist,  wenn  ^2  i  "=■  Z»«  ■""  ^c  gesetzt  wird: 

sin  xi,i  =  sin  X2.1  cos  Ve  +  cos  x%.i  sin  Vc*, 

der  «Unterschied  der  %  erzeugt  daher  hauptsächlich  das  anscheinend 
die  5.  Ordnung  habende  Glied: 

Y'^ifiVc8in3lcosar«.i. 

Setzt  man  aber  hierin  für  t^  sin  31  den  gleichen  Wert  a^  sin  ([,  so 
ist  aus  (9)  S.  192  leicht  zu  entnehmen,  dafs  sin  (i  cos  22.1  nahe  gleich 

(—  -r-  Cj  cos  (t)  wird  und  da  Ve  die   3.  Ordnung   hat,    ist   demnach 

auch  jener  Unterschied  von  der  6.  Ordnung. 

Somit  ist  zu  (13),  indem  wir  £«  und  €(,  nunmehr  mit  £3  bezeichnen: 


*"rS^»«"^(n-ia7)  +  ö'« 


1    „bt 
2 


«5— <  "  ^  }  (14) 


2 


Setzt  man  endlich  alles  in  die  Gleichung  (15)  des  Torigen  Para- 
graphen ein,  so  resultiert: 


logF-«Jtf 


n*  b* 

^  C*  cos*  JBj  cos  203. 2  —  g-j^  6*  cos*  Bj  cos  203 .1 

•'  b'  c* 

4-r — 5«*iin«i?,co«a,.t— 5 — 2tf*tinSi)^ootat.i+ g — j«*iln2Ä^coiag4-Ö(j 


(16) 


Bc-^iiB^  +  B,)    Oc-=4-(ai..  +  a,.,  +  180») 


Vorseiohen  ron  coi  a^ 


2    V-    *•*     '        '•*  -^  /    wieda^enigeToncofai.«. 
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Multipliziert    mau    die   rechte   Seite    von   (15)    im    Zähler   und 
Nenner  noch  mit  (l  —  -^ö^l)y  ^^  erhält  mau  endlich: 


H--';('+Ä)-i^-.l  + 


sinU-  -?  (1  +  r^-xl-r^vJ   4-  GL 


-(^-'^'(^  +  Ä)-iM+^^' 


F.  (17) 


§  27.  Der  Sinusssitz  lautet  nach  den  Entwicklungen  der  beiden 
letzten  Paragraphen,  Avenn  man  noch  Glieder  5.  Ordnung  vernach- 
lässigt: 


a      "'" 


j^  cos*  i?o  cos  203.  2  —  8^  cos* So  cos  2rt3. 1  +  Gl^) 


5 


in  Sek. 


(1) 


Hierin  ist  jB^  eine  mittlere  Breite  des  Dreiecks  und  Kq  :  a]  das 
zugehörige  Krümmungsmafs.  Für  (1^,^  und  as.i  kann  ein  mittleres 
Azimut  der  betreJBPenden  Seiten  eingeführt  werden. 

Man  hat  aufserdem  zu  beachten,  dafs  in  der  1.  Formel  (1)  die  in 
c*  multiplizierten  Glieder  das  Vorzeichen  +  für  die  von  links  nach 
rechts  im  Dreieckscontour  nachfolgende  Seite  ü,  dagegen  —  für  die 
vorangehende  Seite  b  haben.  Dagegen  ist  es  nicht  nötig,  wie  bisher 
angenommen,  sich  auf  Winkel  <  180^  zu  beschränken;  es  genügt 
vielmehr,  die  Winkel  allgemein  nach  (1)  S.  71  zu  bestimmen.  Dies 
ergiebt  sich  daraus,  dafs  die  (1)  oben  noch  denselben  Wert  für  das 
Verhältnis  ü  :  b  ergeben,  wenn  man  11  als  die  b  vorangehende  Seite 
auffafst  und  demgemäfs  A  und  B  mit  ihren  Supplementen  zu  360^ 
vertauscht.    In  log  F  korrespondieren  die  Vorzeichen  mit  log  ü  —  log  b. 

Die  Formeln  für  tl :  C  und  C  :  ü  gehen  aus  den  (1)  durch  cyklische 
Vertauschung  der  Stücke  des  Dreiecks  hervor,  dabei  behalten  B^^  Kq 
und  (wie  man  leicht  sieht)  auch  s  ihre  Werte. 

Setzt  man  e^  =  null,  so  geht  die  (auf  b  und  t  bezogene) 
1.  Formel  (1)  in  die  Formel  (6)  S.  108  über.  Zugleich  bedeutet  alsdann 
€  den  sphärischen  Excefs  (eventuell  —  720®).  Die  Frage,  ob  auch 
jetzt  €  =  A  +  B  +  C  —  180®  (eventuell  —  720®)  bis  auf  Glieder 
ö.  Ordnung  ist,  bleibt  vorläufig  noch  eine  ofiene. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  den  Einflufs  von  e^  auf  den  Aus- 
druck für  a  :  k  zu  erörtern. 
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Zunächst  zeigt  sich^  dafs  die  von  (?  unabhängigen  Glieder 
4.  Ordnung  selbst  für  Dreiecksseiten  gleich  0,1  «o  8®g®^  ^^'^  ^^n  e* 
abhängigen  Glieder  erheblich  zurücktreten. 

Von  den  in  (?  multiplizierten  Gliedern  nun  sind  die  mit  A  und  B 
kombinierten    am    einflufsreichsten,   sobald    cot  A  und  bezw.  cot  B 

gröfser  als  —  sind,  denn  alsdann  beträgt  der  Einflufs  eines  dieser 

Glieder  auf  den*  log  ^,  wenn  k  die  Sehnen  a  und  b  bezeichnet,  mehr 

als  M'ö — \^  ^^^   ^i^s   ^^^   augenscheinlich  das  Maximum  des  Ein- 
flusses eines  der  Glieder  mit  e*  in  log  F. 

Für  wohlgeformte  Dreiecke,  also  solche,  die  von  der  gleich- 
seitigen oder  rechtwinkligen  Form  nicht  erheblich  abweichen,  kann 
man  die  Cotangente  der  betreffenden  Winkel  rund  gleich  1  setzen. 
Alsdann  ist  der  Einflufs  eines  der  Glieder  4.  Ordnung,  welche  e* 
enthalten,  im  Maximum  bei  k  =  0,02 a^  gleich  3  Einheiten  der  7.  Deci- 
malstelle  des  Logarithmus  und  bei  k  =  0,01  a^  gleich  7  Einheiten 
der  8.  Decimalstelle.  Er  vermindert  sich  aber  sehr  für  den  Fall,  dafs 
das  Dreieck  entfernt  vom  Äquator  liegt. 

Der  Einflufs  dieser  Glieder  ist  somit  nur  erheblich,  wenn  man 
die  Seiten  einer  Dreieckskette  von  durchschnittlich  64*"*  Sehnenlänge 
einfach  nach  dem  6r9*t<ner/schen  Satze  mittelst  Szifi^iger  Logarithmen 
ermittelt.  Die  Vernachlässigung  bewirkt,  dafs  die  von  einem  Anfangs- 
punkte aus  berechneten  geographischen  Positionen  auf  verschiedenen 
Wegen  durch  das  Sehnenpolygon  hindurch  in  der  4.  Decimale  der 
Sekunden  um  einige  Einheiten  verschieden  erhalten  werden. 

Hierbei   ist   der   Umstand    günstig,    dafs    kerne  Anhäufung  der 
Glieder  entsteht  bei  der  successiven  Berechnung  von  a',  ö",  ä'"  u.  s.  w. 
/  in  einer  Kette  von  der  Form  der  Fig.  13,  die  also  näherungs- 
weise sich  aus  Parallelogrammen  bildet,  —  weil  in  dem  Aus- 
drück ( -    •  a' 7  \¥" '  f)  ' '  *  ^^^  Einflufs  für  jede  Parenthese 

nahezu  null  wird.  Man  wird  dies  leicht  erkennen,  wenn 
man  die  1.  Parenthese,  die  zum  Viereck  1.  2.  3.  4  ge- 
hört, betrachtet  und  die  Formeln  (1)  darauf  anwendet, 
dabei  aber  erwägt,  dafs  nicht  nur  a  und  tl,  sondern 
auch  Vi  und  b  von  links  nach  rechts  auf  einander  folgende 
Seiten  sind,  und  schliefslich  annimmt,  dafs  a  und  n',  bezw. 
r  und  t  nahezu  parallel  seien. 

(Die  in  den  v  und  F  enthaltenen  Glieder  5.  Ordnung 
kompensieren  sich  dagegen  bei  Berechnung  einer  Dreieckskette  im 
allgemeinen   nicht   wesentlich;  sie  sind  aber   für  mefsbare  Dreiecke 


Fig.  13. 
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überaus  klein,  wie  leicht  zu  ersehen,  sodafs  eine  Anhäufung  nicht  sobald 
merkbar  wird.) 

Die  Länge  der  ganzen  Kette  wird  nach  dem  Vorigen  in  ihrem 
Logarithmus  nur  gerade  so  viel  wie  die  t  oder  h  beeinflufst. 

Untersucht  man  nun  noch,  wie  sich  für  sehr  spitze  oder  stumpfe 

Dreiecke  der  Einflufs  der  in  Rede  stehenden  Glieder  auf  log  y  ge- 
staltet, so  ist  sofort  ersichtlich,  dafs  er  weit  mehr  als  für  wohl- 
geformte Dreiecke  ausmachen  kann.  Immerhin  ist  in  Sekunden  ge- 
nommen und  wenn  man  von  ungewöhnlich  grofsen  mefsbaren  Dreiecken 
absieht;  also  \\  <0,01«o  setzt,  der  Betrag  der  zu  A  und  B  tretenden, 
von  e^  abhängigen  Glieder  4.  Ordnung  nur  einige  Hundertstelsekunden, 
also  weit  geringer  als  derjenige  der  Beobachtungsfehler.  Da  man 
aber  dergleichen  Dreiecke  nur  anwendet  bei  der  Aufstellung  der 
Seitengleichungen*)  in  Verbindung  mit  wohlgeformten  Dreiecken 
behufs  Ausgleichung  der  Winkelmessungen,  so  wird  voraussichtlich 
auch  hier  der  schliefsHche  Einflufs  der  Glieder  auf  den  oben  be- 
rechneten Betrag  herabgedrückt. 

Die  weitläufige  strenge  Untersuchnng  darüber,  wie  sich  nach  er- 
folgter Ausgleichung  der  Einflufs  der  Glieder  gestaltet,  müssen  wir  uns 
hier  versagen.  Es  sei  nur  bemerkt,  dafs  in  Vierecken  von  nahezu  parallelo- 
graramförmiger  Gestalt  wie  1.  2.  3.  4  Fig.  13  die  Seitengleichungen 
von  den  Gliedern  mit  e^  nicht  wesentlich  beeinflufst  werden.  Denn 
die  Seitengleichung  läuft  in  jeder  Form  auf  die  Gleichsetzung  der 
beiden  Werte  für  das  Verhältnis  ü :  ü'  hinaus,  welche  mit  Hilfe  der 
beiden  Diagonalen  sich  berechnen.  Für  jeden  dieser  Werte  ist  aber, 
wie  oben  bemerkt,  der  Einflufs  nahezu  null,  falls  ü  gleich  und 
parallel  ü'  ist. 

Nicht  unerwähnt  wollen  wir  lassen,  dals  die  Form  des  Ausdrucks  für 
II  :  b  die  Unmöglichkeit  andeutet,  ein  Sehnendreieck  eines  Rotations- 
ellipsoids allgemein  als  Kugelsehnendreieck  bei  gehöriger  Reduktion  der 
Horizontalwinkel  zu  berechnen.  Dies  bestätigt  auch  der  Versuch,  wenn  man 
mittelst  der  Formel  cos  Ä^^  —  tan  (i^  ^  tan  f^i  s  H~  ^^^  f^i  2  ^^^  ^1  s  ^^^  "^ 
zunächst  cos  A  nach  Potenzen  von  e^  darstellt  und  als  Ausgangswerte  für 
ft|  2  und  fi^  3  Werte,  die  einer  Kugel  mit  dem  Radius  (oq  :  VK^  )  ent- 
sprechen, einfährt.  Gehört  zu  diesen  Ausgangs  werten  der  Horizont  alwinkel 
A\  so  ist  es  eben  nicht  möglich,  aus  cos  A  —  cos  A'  eine  allgemein  für 
jedes  A  gültige  Formel  abzuleiten,  welche  A  —  A'  giebt.  Ursache  ist, 
dafs   für  sehr  stumpfe  Dreiecke   der  Radius   des   umschriebenen  Kreises 

gröfser  als  (a^ :  VK^)  werden  kann.    Es  laust  sich  dann  das  Dreieck  auf 
der  gewählten  Kugel  gar  nicht  unterbringen. 

*)  Die  Seitengleichungen  heifsen  jetzt  besser  Sehnengleichttngen.  Sie  bilden 
sich  auf  dieselbe  Art  wie  in  sphärischen  Figuren.  Vergl.  dazu  Verfassers  Aus- 
gleichwngsrechnung  S.  323  u.  ff. 
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§  28.  Zahleiibeispiel  III.  Bremiker  leitet  in  seinen  Studien . . . 
S.  17  und  28  aus  den  geographischen  Positionen  dreier  Orte  die  nach- 
stehenden Horizontalwinkel  und  Sehnen  eines  Dreiecks  ab: 


Berlin 


K 

W 

\W 
Königsberg!  ^ 

B 
K 


Wien 


\ 


Äämat  a. 


Horizontal  winket. 


239033'  0,9324' 
334  52  5,5837 
23  11  41,9353 
65  16  9,5806 
157  10  6,9817 
199  58  13,8865 


log  k  in  Metern. 


95«  19'    4,6513" 


42     4  27,6453 


42  48    6,9048 


Summa  —  180»  11'  39,2014" 


log  Ä"  Tr=  5,8905264.742 


log  WB  —  5,7180944.366 


log  BK  —  5,7241345.725 


Geographische  Breite. 

Länge. 

Berlin 

52«    30'    16,7" 

0«     0'     0" 

Königsberg 

54     42     50,6 

7      6      0 

öttlioh 

Wien 

48     12     35,5 

2    59    6 

«•Uioh 

Diese  Zahlen  entsprechen  den  JBremtX^arschen  Angaben  nicht  für 
die  Linie  BK^  woffir  die  Angaben  des  Zahlenbeispiels  I  S.  158  ein- 
geführt wurden.  Aufserdem  ist  log  WB  gegen  Breniikers  Angabe 
um  28  Einheiten  der  10.  Stelle  vermindert.  Nachgerechnet  und  über- 
einstimmend gefunden  sind  log  K  W  und  die  Differenzen  der  End- 
azimute für  jede  der  beiden  Linien   WB  und  KW. 

Indem  wir  die  Bezeichnungen  unsrer  Formeln  einführen,  setzen  wir: 


log  a  «>  5,7180944.4 

^  =  42«  4' 27,645" 

£,—54«  43' 

Königsb.  >=  A 

log  \f  -=  5,7241345.7 

JB  —  4248  6,905 

5,  =  48  13 

Wien       =  B 

log  t  -=  5,8905264.7 

C  =  9519  4,651 

B,  =  52  30 

Beriin      -=  C 

os.i  =  334«  52' 

log  ^-2,125-10 

Für 

08.1-=  239  33 

^<>8  Ö'  =  8,927-20 

1<»8  faj  -  9'950    20 

Einh. 
der 

o,.,  -=  199  58 

lof 

5U.-l'821-30 

^«8  8a.?  =  3,1 

45—20 

7.  Dec. 
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Bei  der  Berechnung  von   log  -^  berücksichtigen  wir   auch   die 

hier  wegen  der  ungewöhnlichen  Gröfse  des  Dreiecks  sehr  merklichen 
Glieder  5.  Ordnung. 

Zunächst  ist  c  nach  Formel  (14)  8.  196  zu  berechnen.     Dazu 
hat  man  mittelst  log  W  fürs  Argument  B^  nach  (3)  S.  59  §  14: 

logJS:,  — 9,999252— 10 

und  hieraus  mittelst  der  1.  Formel  (14): 


^og(^Q'  ^.  K^BinA)  ^2fiUm 


+     365 


log  h  - 

in  Sek. 


2,844524 


699,076". 


Dasselbe  giebt  die  Brcchnung  mit  üt  nach  der  2.  Formel  (14).     Mit 
diesem  Wert  von  i^  wird  nun  ~  ««  174,769' 


ff.C 


Man  hat  weiter  zur  Berechnung  der  von  va  und  Vb  abhängigen 
Glieder  nach  den  Formdn  (13)  S.  193: 


log  sin  203.2  =  9,886»— 10 
log  sin  2a3.i  =  9,941  —10 


log  cos'  B^ 
log  sin  2^3 


log  sin  03. 2  —  9.628«  — 10 
log  sin  03.i-=  9.936« -10 

und  hieraus  zu  Formel  (17)  S.  197: 

-^va^  +  ({^,coB'B,)li'sm2a,., 

+  (l^*  sin  2^3)  a»  sin  os.,  =  -  0,658"  —  0,039 


9,569 
9,985 


10 
10 


—  -  —  Vb 

2a„ 


~  (45T  ^^®*  ^»)  ^^  ^^^  2o,.  1 

-  (1^'  sin  2JB3)  k»  sin  O8.1  =  -  0,768"  +  0,083". 


Es  ist  daher 


b 


Bin  (42<^  4'  27,646"  -^ 2'  64,982"  —  0,69^)      ^ 
sin  (42<»  48'  6,906"  -  2'  64,982"  —  0,686")  *  ^ 


und  also 


log  fl  -  log  k  —  9,8257259.7  —  9,8317680.2  +  log  F. 


^ 
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Für  log  F  hat  man  nach  Fomiel  (16)  S.  196: 


logcos2^3.2  =  9,806  —10 
logco82^3. 1  =  0,687«— 10 


logco8^s.2=9,957  —10 


log  cos  ac    =9,969—10 
log8in2i?c  =  9,989— 10 


logcosflf«.  1=9,705«  — 10 

+  (g     2    cos*  -Bj    j  a*COS  2a3.2  =  +      5.77  Binh.  d.  ?.  nee. 

-  (0  cos«  2?3  )  b«  cos  2^3. 1  =  +    4.51       „ 

+  (|^' sin  2^3)0«  cos  «3. 2    =+    1.74      . 

-  {^^ll  sin  22?3)  b'»  cos  ^3.1    =  +    1.02      „ 
+  (-^''  sin  2  J?c)  C^  cos  a,       =  +    hS 


ti 


n 


ti 


95 


hiermit  ist: 


logF=+  19.0; 


log  a  —  log  b  =  9,9939598.5—10 , 


bis  auf  1  £inheit  mit  den  Angaben  linyimkcrs  übereinstimmend. 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  abc  mit  bcn,  1.2.3  mit  2.3. 1, 
u.  8.  f.,  so  erhält  man  die  Formeln  zur  Berechnung  von  b:C.  Die 
Rechnung  giebt  hier: 

Jr   ^   «n  (42'*_48'  6,905"  —  [2'  54,683"  +^>,073"1  +  [0,604"  +J),08o'J)   ^ 
C  sin  (95'»  19'  4,661"  —  [2'  54,683"  +~Ö7)73']  --  [i,239''~+~Ö,11.5"J)  '^ 

log  b  -  log  C  =  9,8317715.5  -  9,9981609.9  +  log  ¥ 
log  jP=  (-  5.43  — 12.42)  +  (0.78  -  5.69  -  1.79)  =  -  24.5  Kmh.  d.  7.  dcc.  , 


somit: 


log  b  -  log  c  =  9,8336081.1  —  10, 


das  ist  nur  um  1  Einheit  der  8.  Dccimalstelle  zu  grofs  gegen  Brefnikcrs 
Angabe;  eine  in  der  That  genügende  Übereinstimmung,  weil  die  ver- 
nachlässigten Glieder  G.  Ordnung  recht  wohl  die  8.  Deciuiale  ein 
wenig  beeinflussen  können. 

§  29.  Die  Summe  der  HorizontAlwiukol  Aber  einem  8elinen- 
dreieck. 

Wir  denken  uns  um  den  Mittelpunkt  des  ItrOtationsellipsoids  eine 
konzentrische  Kugel  gelegt  und  alle  Vertikalen  des  EUipsoids  parallel 
in  den  Mittelpunkt  verschoben. 

Dann  entsprechen  den  3  Punkten  Ay  B,  C  des  Ellipsoids  3 
Punkte  A\  ^,  C  der  Kugel  mit  denselben  geographischen  Breiten 
und  Längen. 
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Bezeichnet  man  die  Azimute  der  Yertikalschnitte  auf  der  Kugel 
mit  einem  ' ,  so  ist  nun  nach  S.  151  (4)  für  ein  Sehnendreieck, 
dessen  Seiten  im  Verhältnis  zu  a^  Gröfsen  1.  Ordnung  sind: 

^2.1  —  «1.2  =  «2.1  —  öl. 2  +  Gl^ 

«1.3  «3.1  =  öi.3  «3.1  +  6^/7  (1) 

«3.2   —  «2.3  =  «3.2   —  «2.3  +  G^'7  • 

Die  Glieder  7.  Ordnung  hängen  ab  von  der  4.  Potenz  der  Excen- 
tricität  e  und  der  3.  Potenz  der  Entfernung  und  geben  für  Seiten- 
längen =  0,2^0  erst  wenige  Tausendstelsekunden,  fiir  Seitenlängen 
=  0,laQ  aber  nur  wenige  Zehntausendstelsekunden. 

Addiert  man  die  (1)  Seite  für  Seite  und  bedenkt,  dafs  die  Hori- 
zontalwinkel auf  dem  Ellipsoid  und  der  Kugel  bestimmt  werden  durch 
die  Gleichungen: 


(2) 


so  ergiebt  sich  sofort  die  bemerkenswerte  Gleichung: 

A  +  B  +  C=Ä  +  S:  +  C'  +  GI,.  (3) 

Nennen  wir  {A  -{-  B  '\'  C  —  180®)  den  Excefs  der  Horizontal  winkel- 
summe des  Sehnendreiecks,  so  ist  mithin  innerhalb  der  angegebenen 
Grenzen  und  der  angegebenen  Genauigkeit: 

der   Excefs   der   Harizontalwinkdsumme   des   Sehnendreiecks  gleich 
dem  Excefs  des  Kugeldreieclcs, 

Der  Radius  der  Kugel  ist  hierbei  gleichgültig;   man  wird   aber 
aus  andern  Gründen  am  besten  dafür  a^  :  j/iQ,  nehmen,  wobei  K^  zu 

B.  =  i  {B,  +  B,  +  B,)  (4) 

gehört  und  nach  S.  50  aus  der  Formel  folgt: 

(l-<r'8in»B„)»  W„'  . 

A« "1  j:  -, j-^  ^,  •  (5) 


-4  =  01.3           «1.2 

A'                 '                       '             \ 

-A  —  «1.3       ai.2 

-B  =  «2.1           «2.3 

X)    =«2.1   —  «2.8 

6  «3.2  —  «3.1 

0     =  «8.2           «3.1,  ' 

Mit  Hilfe  dieses  Radius  und  der  in  den  §§  7  bis  11  dieses 
Kapitels  angegebenen  Formeln  kann  man  aus  den  Stücken  des  Sehnen- 
dreiecks auf  dem  Ellipsoid  diejenigen  des  Dreiecks  auf  der  Kugel  er- 
mitteln, d.  h.  a',  b',  c',  Ä,  Sy  C\  Es  genügt  dabei  vollkommen,  nur 
die  Glieder  bis  zur  5.  Ordnung  zu  berücksichtigen,  um  schliefslich 
den  Excefs  bis  auf  Glieder  6.  Ordnung  zu  erhalten. 


\ 
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Nach  §  10  S.  155  ist  insbesondere  für  die  Sehne  zwischen  B 
und  C: 


<^2.3 


a  =  2sin 


,-/T -T  •  f  p-- :  (1  -  c*  +  ^cos'lh  cos»  a..  +  Gl,) 
]/l  —  c*  sin''  B^^ 


,(6) 


-ö«  =  I  (2?,  +  !»•,) ,  «„=*-(«.. 3  +  «3. 2  ±  180") ,  (7) 

wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  man  rechter  Hand  mit  den  Azimuten 
auf  der  Kugel  oder  dem  Ellipsoid  rechnet,  weil  diese  nur  um  kleine 
Glieder  2.  Ordnung  von  einander  abweichen. 

Andrerseits  hat  man  für  die  Sehne  zw^ischcn  i>'  und  C: 

a  =»  2sm  — s ;ii  -  =  2sm  — ^r-  - — ^-,  ~  ;i  t,-  , 

2     yx  2     1  —  «*  8in^  JB„  ' 

und  es  ist  daher: 

ß'         yn^*  sin»  W  i 

T  ^    1  -  e«  sin«  gf  (^  ~  2  ^'  +  ^'  ^^®*  ^«  ^^^*  ^«  +  ^^^) 

oder  in  weiterer  Entwicklung: 

[^  =  1  +  -J-  c«  cos«  Ba  cos  2aa  +  e'  (sin'-*  5«  —  sin«  B„)  +  G/, .  (8) 


0 


Es  ergiebt  sich  ferner  für  die  Uorizontalwinkel,  insbesondere  den 
Winkel  B  aus  den  Relationen  (2): 

B  --  B  =  (oi.i  —  ag.i)  —  (ai.3  —  «2.3),  (9) 

und  hierfür  hat  man  nach  (2)  und  (3)  S.  157  u.  158: 

JJ'  —  £  =  --"  e* cos 2^2 {cos  jBj  sin  2aa  —  cos  B^  sin  2ac|+  Gl^y  (10) 

wenn  man  setzt: 

«c-|(a,.2  +  a,.i+  180«).  (11) 

Hiernach  lassen  sich  die  Seiten  und  die  Horizontalwinkel  des 
Kugeldreiecks  finden  (wobei  für  b  und  C  in  (8)  und  für  A  und  C  in 
(10)  selbstverständlich  die  gehörigen  Vertauschungen  stattzufinden 
haben).  In  Bezug  auf  die  Bestimmung  des  Excesses  betrachten  wir 
nun  den  wichtigsten  Fall  der  Bestimmung  aus  2  Sehnen  und  dem 
Zwischenwinkel. 

§  30.  Excefs  aas  2  Sehnen  und  dem  zwischenliegenden 
Horizontalwinkel.  Als  Sehnen  nehmen  wir  t!  und  ty  dazu  als 
Winkel  B  und  erhalten  nach  (6)  8.  109  für  den  Excefs,  wobei  der- 
selbe negativ  gerechnet  ist,  falls  die  Horizontal winkel  >  180^  sind: 
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*-^jro8m^(l  +  ^Äo  +  GJ,).  (1) 

Hierzu  ist  nach  (8)  des  vorigen  Paragraphen,  wenn  zugleich  ^  cos'  Ba 
mit  ^  cos  JBg  cos  jB,  vertauscht  wird,  was  nur  einen  Fehler  4.  Ord- 
nung giebt: 

-  =  1 +  4- «* cos B, cos JBj cos 2aa  +  e' (cos* -Ba  — cos* -Bo)  +  Gl^.  (2) 

Um  dies  weiter  zu  entwickeln,  betrachten  wir  zunächst  das  1.  Glied 
mit  e*  rechter  Hand.    Es  ist  identisch: 

cos 2aa-»  —  cos(as.8  +  (H.%)  «-  (— cos Oj.s cos as.»4- sin Oj.s sin Os.t). 

Nach  (4)  S.  194  hat  man  aber  bei  gehöriger  Vertauschung  der 
Indices  u.  s.  f : 


cos  JBj  sin  as  .2  "^^  —  cos  -B,  sin  o«.  s  +  Grl^ 

cos  B3  cos  08.2  =  —  cos  B,  cos  «2. 8 siu  jB,  +  G\^\ 


(3) 


substituiert  man  dies  in  der  vorigen,  mit  cos  B^  cos  "B^  multiplizierten 
Identii&t,  so  folgt: 

cos  JB,  C0SJB3  cos  2aa-=cos*-B,  cos2a2.8  +  s--  8in2B,  cos 02.8  +  Gig. 


2«o 


Dies  setzen  wir  im  2.  Gliede  rechter  Hand  von  (2)  ein;  zugleich  aber 
im  3.  Gliede: 

cos*B,  =  cos*JBo  —  sin  2B^  (JB,  —  ^o)  +  ^^ 

sin  25,  =  sin  2-Bo  +  0\  1/4) 

cos« -Ba  —  cos«  5^^  =  cos«  Bo  —  sin  2-Bo  (^^^^  -  bJ  +  Gi, , 

womit  sich  ergiebt: 

--  — »  1  +  Y  6*  cos*J?o  cos  202.8 

-^COS02.8 ^^^(2  +  C08  202.8)] 

+  |6«sin2Bo{  «      «  1  +  öi,.  (5) 

+  ^^(1-C0S202.8) 

Aus  Formel  (2)  S.  167  entnimmt  man  nun  leicht,  dafs  es  zulässig 
ist,  zu  setzen: 

(Bj  —  Bi)  cos  JBo  «=»  —  cos  jBq  cos  02. 1  +  CtZ, 

(6) 


«0 


II 


(jB,  —  £3)  cos  Ifo  ■*  —  ^^8  -^0  ^08  O2.  8  +  Gig  , 


«0 
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wobei  die  Glieder  2.  Ordnung  fOjr  jede  geographische  Lage  der  Punkte 
kleine  Werte  haben.    Damit  wird  endlich: 

~  =  1  +  ~  e*  co8*J?o  cos  2a2.8 

O  SS 

+|c*sin2JBo  {^cosa2.8[|  — |cos2a2.8]— ^cosa«.i[|+|cos2a2.s]  } +0^4  (7) 
und  durch  Vertauschung  von  Index  3  und  1,  u.  s.  f.,  hieraus: 

Y  =  1  +  Y  ^  cos*^^  cos  2(h,i 

+  -c*sin2Bo{YCosa2.i[-  — -cos2a«.iJ— YCosa«.8[|+|co82^  (8) 

Es  ist  nun   weiter   durch  Einführung  von  (10)   S.  204    in  die 
Identitaf  sin  B'  =  sin  B  cos  (B'  —  B)  +  cos  B  sin  {B"  —  B): 


sin  ^  =  sin  B  +  cos  B  {BT  ^  B)  +  Gl^ 

B  =  (h,i  —  02.8, 


}  (9) 


^  — .  jB  a=  Y^  cos  jBj  {cos  ^3  sin  2aa  —  cos  B^  sin  2a«}  +  Gl^. 
Die  Formehi  (3)  zeigen  aber,  dafs  man  setzen  kann: 
cos  Bf  cos  B^  sin  2aa  =  cos*JS,  sin  2a2.8  +  5—  sin  2Bq  sin  Oj  8  +  öL, 

wofür   man   mit  Rücksicht   auf  die    1.  Gleichung  (4)   und   die   (6) 

schreiben  darf: 

cos  Bf  cos  Bf  sin  2aa 

cos* -Bo«'*  2a».  8 -- 8m2Bo  1 8in2a«  .8[3Y<^8a2.8+ 3~c^^ 

Die  Vertauschung  der  Indices  1  und  3,  u.  s.  f.,  giebt  hieraus  zunächst: 

cos  Bf  cos  B^  sin  2ae 

cos*  Jffosm2a2.i  —  sin25o{8"»2a«.i[j^cos  02.8+3—008^ 

Unter  Benutzung  der  letzten  beiden  Formeki  erhält  man  endlich  nach 
einiger  Reduktion: 

B'  —  5«a  Y^^8*^o(8«i2o2.8  —  sin  2o2.i) 

.  ,r5^coso2.8+5^coso2.i](sin2o2.i— sin2o2.8)| 

+  l.-ri.2B.)^-  •-  \  +61..  (10) 

+  [j-.m«...-jj;«m<.,.,]  J 
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Die  Formeln  (7)  bis  (10)  geben  nun: 


Üt 


sin  5^=  sin  1?  +  ^  c*  cos*  jBq 


+  4-€*sin21?o 


sin(a2.i--a2.s)(cos2a2.8+cos2a2.i) 
+  cos  (a«.  i  —  og.s)  (sin  202.3— 8in2a2.i) 

-  I  e*  sin  2B,  {^^^J  {^^  cos  «..s  +3^^  cos  a,,^) 
[~j-cosa2.3+  ~  cos  02.1] sin (02.1—02.3) 


(11) 


+  hrr8ino2.3—  „-sin 


L2o. 


2  a. 


02.ijc08(02. 1  —  02.3)1 


+  GI,. 


Da  aber  identisch 


(cos  202.3  -|-  cos  202.1)  =  2cos  (02.3  +  «2.1)  cos  (02.3  —  02.1) 
und  femer 

(sin  202.3  —  sin  2o2.i)  =  2co8  (02.3  +  (h.i)  sin  (02.3  —  «2.1), 

so  verschwindet  die  hierin  zweimal  auftretende  geschlungene  Parenthese. 
Im  letzten  allein  übrig  bleibenden  Teil  setzen  wir  für  die  grofse 
Parenthese: 

g— (coso2. 8sin(o2. 1  —  02.3)  + 8ino2.scos(o2. 1—02.3))  + 3— sin  O2.SCO8B 

+  ^-(coso2.isin(o2.i— 02  3)  — 8ino2.iCOs (02.1—02.3))  —  ^  sino2.iC085, 
welcher  Ausdruck  sich  in  nachstehenden  zusammenziehen  läfst: 
smo2.i  — T— 8mo2.3+  «cosJSI— smo2.3----8mo2.i). 


ÖOo 


Hiermit  geht  (1)  über  in  die  Formel: 


in  Sek. 


E 


=  +  --  «*  iln  2Bo  (—  iin  o,.» ^  lin  o,.,  +  2  cosÄ    -*-  iin  o,., ^  lin  o,  .,    j  +  Gl^  , 

Man  hat  für  diese  Formel  zu  beachten,  dafs  B  den  Horizontal- 
winkel zwischen  ü  und  t,  B^  aber  die  mittlere  geographische  Breite 
bezeichnet. 

• 

Diese  Formel  läfst  sich  aber  auch  noch  in  andere  Gestalt  bringen; 
da  nämlich  cos  4  «»  sin  /i^.i  sin  /i2.3  +  cos  /i2.i  cos  fi2.3  cos  B^  so  ist: 


(12: 


C08  J?  ==  cos  U  +  Gl  =  "*  -ö~+  *'  +  Gl^ . 


2a( 


(13) 
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Mit   Einfuhrung   dieses   Wertes    ergiebt  sich   fttr  die   runde,  in 
üC  :  al  multiplizierte  Parenthese  von  E  in  (12)  die  Relation: 

l[  (  :  )  =  6^3  (ä^  sin  flä.s  —  t^  sin 0,5.1  +  [C  sin  ch.i  —  ü  sin  a^.s]  b*)  +  GIr,.  (14) 

Wenn  wir  nun  ferner  die  2.  Gleichung  (1)  S.  166  anwenden, 
so  ist: 

CÜ8  li^  sin  Ls.i  =  —  sin  a«.i  -|-  Gh\         ^^^  ^s  sin  ia.s  =  -  sin  a^i-^Gl^; 

••n  Oll 


«0 

fa  h 

COS  B^  sin  Li. 3  =  —  sin  ai.s-j-  Cr/,;        cos  B^  sin  L3.1  =  —  sinas.i  -f-  Gl^. 

Hiermit  giebt  die  Identität 

sin  Li. 3  =  sin  (Z^.s  —  L^i)  =  sin  L^  3  cos  L^.i  —  sin  l^.i  cos  2^.3 
nach  vorhergegangener  Multiplikation  mit  cos  J?^  cos  £3: 

—  sin  «2  3  cos  B.  cos  L2.1 sino^  1  cosÄ  cos  2^. 3 

h  h 

=  —  sin  «IS  cos  Bi  +  ^^  ■= sin  03.1  cos  B^  +  ^h* 

Mit  Rücksicht  auf  die  2.  Gleichung  (2)  S.  167   kann    man   hierfür 
schreiben: 

«1  s+"s  i±lSO« 
sina2.ijcosx>Q=^  cosxJqS 
•0  " 


(15) 


I — sma2.3 sm  02.1)  cos  i)Q=s      cosi^oSin 


+  Gk,  (16) 


wobei  das  Vorzeichen  des  Sinus  rechter  Hand  wie  dasjenige  von 
sin  Ol .  3  zu  nehmen  ist.  Dies  führen  wir  in  (14)  ein  und  reduzieren 
damit  (12).     Es  ergiebt  sich  dann  schliefslich: 


N 


in  Sek.  ^®u  \  »«•  / 

-f   -^^  ff'tUlnfB.  I  £-  «in  o,.,  -  -^  tina...  +  -^  tina^  |    +  Gl^  , 

^  f    sin  a^  hat  mit 

«6  =  -ö-  («8.1  +  ai.3  +  180®)-,       «in«..,  gleich- 
*  ^     Voneichen.        < 

Durch  cyklische  Vertauschung  folgt  noch  hieraus: 

in  Sek.  ^"0  \  °**u  / 

(■in  a^  hat  mit 
Vorseicben.       ^ 


(17) 


(18) 


in  Sek 


§  31.    ZahlcüboiBpicl  IH. 


2()9 


+   2^   f'f'.iii»«,,  1    ^  ,  »hl«,   ,-  ^   ,  «in «,..  +  -;-.-•!""«  [    +  "'« 


".-=  o  ('^•.:» +  "».=! -h  l-^'O"); 


r    vin  o^f  liat  mit 
Vorzciebcii. 


(19) 


§  31.   Zalilenbei8i»icl  III,  vergl.  S.  2()0. 
log  ?1  =  1,4041082-10         log  Ko  =  9,9993197 


Bo  =  51»48',6 


log^  =  2,125r)-10 

"""  r.Kinh.d*r;.  Doc. 

«1  „  =  23«  12'  log  sin = 9,595 
rtj  3=  65  16  9,958 

fli  1  =  199  58  9,533, 

flfg  3=157  10  9,589 

as.,= 239  33  9,930, 

«3.1=334  52  9,028, 


log  sin  2Bo  =  9,988 
e'aiuiB. 


10 
10 
10 
10 
10 
10 


log 

a„= 
a,,= 

A  = 
1)= 


12«., 


10 

•10 
"  =  9,929-20 


1500  1'  log  sin =9,009  —10 

242  25  9,947« -10 

21  35  9,500  —10 

42    4  logcos  =  9,871  —10 

42  48  9,800  -10 

95.19  8,907h— 10 


Die  Formel  (12)  S.  207  giebt  bezw.  filr  die  Berechnung  mit  tÜ,  ab,  bf : 

«  =  099,1825"  -  0,0150"  -  0,0204"  +  0,0260"  +  0,0341"=  699,2000" 

699,1798  —0,0134  +0,0269  +0,0051   —0,0025=099,1959 

099,1797  +0,0025  —0,0184  +  0,0403  —  0,0033  =  099,2008 

Mittel  =099,1991". 

Dagegen  geben  die  Fonncln  (17)  bis  (19)  S.  208  n.  209  bezw.: 

s  =  099,1825"  +  0,0119"  +  0,0344"  ~  0,0283"  =  099,2005" 

099,1798    -0,0275   +0,0130  +0,0371    =099,2022 

099,1797   +  0,0397    —  0,0290_+ 0,01 24_=  699,2028  _ 

Mittel  =  099,2019". 

Der  genaue  Wert  ist  nach  S.  200  gleich  099,2014".  Mit  demselben 
stimmen  die  Mittel  aus  den  Berechnungen  beider  Art,  uiimlicli  die 
Werte  099,2000  . . .,  1992  . . .,  2018  im  allgemeinen  besser  Uberein, 
als  die  Ergebnisse  der  einzelnen  Berechnungen. 

§  32.  Schliirsboiiicrknii^eii.  Der  im  Vorstehenden  entwickelte 
Sinussatz  und  die  Formel  fih'  t  bilden  die  Grundlagen  für  die  Aus- 
gleichung und  Berochnnn«^  eines  Drciccksnetzes.    Zur  Vollständigkeit 


Jlplninrt,  iii:illii>iti.  11,  pli^Hikal.  TliiMiriern  iIit  Iinh.  Oooiläftir. 
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der  Formelsammluug  würde  aber  ^  insbesondere  im  Hinblick  auf  die 
Berechnung  von  Polarkoordinaten  noch  die  Aufstellung  von  solchen 
Formeln  wie  S.  109,  §  24  für  die  sphärische  Rechnung  gehören. 

(Der  Tangentensatz  würde  sich  wie  früher  aus  dem  Sinussatz 
ableiten  lassen,  während  die  Ableitung  einer  Formel,  die  (^  direkt 
aus  a,  b  und  C  giebt,  von  den  Formeln; 

r«  =  a^  +  b2  __  2ab  cos  C, 

cos  C  =  sin  /i3.i  sin  ft3.2  +  cos  /is.i  cos  (is.2  cos  C 

auszugehen  hätte.) 

Die  Ausführung  hierzu  mag  indes  unterbleiben,  weil  eine  An- 
wendung der  Formeln  nicht  in  Aussicht  steht.  Denn  die  schon  für 
rein  sphärische  Rechnung  mühsame  Berechnung  von  Sehnenpolar- 
koordinaten  (vergl.  S.  111)  kompliziert  sich  fürs  Ellipsoid  offenbar  noch 
weit  mehr. 

Bei  Bcarhcihmff  eines  Ih'eieckmctzcs  mittelst  Sehnen  und  Horizontal- 
uinkeln  wird  man  daher  am  zweckmäfsigsten  direkt  mittelst  der 
Sehnen,  die  im  heobachteten  Netze  vorkommen,  Breiten-  und  Längen- 
differenzen berechnen.  Da  hierbei  der  Gitincfische  Satz  (unter  An- 
wendung eines  besonderen  mittleren  Kq  für  jedes  Dreieck)  gerade 
noch  ausreicht  und  da  ferner  die  Berechnung  geographischer  Breiten- 
und  Längendifferenzen  mittelst  der  Sehnen,  falls  eine  Tafel  für  log  W 
vorliegt,  nicht  unbequem  ist,  wird  der  Rechnungsgang  für  diese 
Methode  recht  einfach.  Sie  verdient  daher  einige  Beachtung  in  allen 
Fällen,  wo  die  geographischen  Koordinaten  aller  Netzpunkte  ein 
geeignetes  Ziel  der  Berechnungen  bilden,  wie  bei  gröfsern  Landes- 
vermessungen. 

Bremiker  hat  in  seinen  Studien  ebenfalls  die  Berechnung  mit  Sehnen 
dnrchgefilhrt,  jedoch  in  der  Weise  (vergl.  §  9),  dafs  jeder  Horizontal - 
winket  auf  seinen  Sehnenwinkel  nach  einer  der  Formeln  reduziert  wird: 

n  cos  iv  =■  Bin  —  sin 


sm  -  -  I    ^  g,,^  iV  =  cos  ^^  sm 


k 


O  I        '^    ""•    "*■'    ^^  MVO      _      Bin    — » 

V  mm 

deren  zweite  eine  Naherungsformel  ist,  welche,  obgleich  sie  auf  Wert^ 
von  j1  nahe  an  0°  oder  180®  nicht  angewandt  werden  darf,  fiir  wohl- 
geformte,  mefsbare  Dreiecke  in  der  lieget  ausreichen  wird.  Es  sind  dies 
Formeln,  die  leicht  aus  der  Gleichung 

cos  ^  Ol  sin  fi| ^  sin  f<|,3  -h  cos  fij  ^  ^^"  f^]..i  ^^^  -^ 
abgeleitet  werden  können. 
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Diese  Methode  ist  zur  Berechnung  von  Polarkoordinaten  wohl  noch  weniger 
wie  die  oben  angegebene  j^^eeignet,  da  sie  eine  fortwährende  Hin-  und  Her- 
Reduktion  zwischen  Sehnen-  und  Horizontalwinkeln  erfordert.  Denn 
Sehnenwinkel  entbehren  des  Vorteils  der  Horizontalwinkel,  wenn  sie  den- 
selben Scheitel  haben,  auch  in  einer  Ebene  zu  liegen  und  deshalb  un- 
mittelbar addiert  und  subtrahiert  werden  zu  können. 

Überdies  i{<t  die  Ausgleichung  und  Berechnung  eines  beobachteten  Drei- 
ecksnetzes  mittelst  Sehnen  und  llorizontalwinkelu,  wie  leicht  zu  erkennen, 
ungleich  einfacher  als  diejenige  mit  Sehneu  imd  Sehnenwinkeln.  Wenn 
es  je  in  Frage  kommen  kann,  ob  mit  Sehnen  zu  rechnen  ist,  ho  düifte 
sodann  die  weitere  Entscheidung,  ob  Horizontal winkel  oder  Sehnenwinkel, 
nur  zu  Guusteu  der  erstereu  ausfallen. 

Was  die  Formeln  zur  Übertragung  geographischer  Koordinaten  und  zur 
Berechnung  von  Seime  und  Azimut  aus  geographischen  Positionen  anlangt, 
80  sind  unsere  Entwicklungen  nicht  wesentlich  von  denen  Branilers  ver- 
schieden. In  dessen  Stwlien  fehlen  aber  die  wichtigen  Nilherungsformeln 
für  kleine  Distanzen  in  Bezug  auf  die  letztgenannte  Aufgabe. 

Diese  Nilherun^sfonneln  haben  auch,  abgesehen  von  der  Anwendung  der 
Sehne,  einen  Wert,  da  sie  ganz  geeignet  sind,  wie  sich  später  zeigen 
wird,  die  geodätische  Linie  zwischen  ,?  l^mlten  aus  deren  geo(jruphiHchen 
Positionen  zn  eimitteln.  Ein  Übergang  hierzu  ist  schon  gewonnen,  in- 
sofern die  Sehne  mit  der  Länge  der  vertikal eu  Schnitte  in  Verbindung 
gebracht  ist. 

Sie  lehren  überdies  die  S.  203  angegebenen  einfachen  Beziehungen 
kennen,  welche  zwischen  den  Horizontal  winkeln  auf  dem  Ellipsoid  und 
den  entsprechenden  auf  der  Kugel  bei  gleichen  geographischen  Positionen 
der  Punkte  stiittfuiden.  Der  allgemeinen  Verwendung  der  Ahhihlung 
des  Kllipsoids  auf  einer  Kugel  ohne  Veränderung  der  geographischen 
Positionen  steht  aber  die  Gröfse  der  Azimut-Reduktionen  nach  S.  ir>7  §  1 1 
(2)  und  (:J)  entgegen. 

Dies  letztere  hängt  zusammen  mit  derjenigen  Eigentümlichkeit  unserer 
Lösung  der  Aufgabe,  die  Azimute  der  Vertikal  schnitte  aus  den  geogi'aphi- 
schen  Positionen  zu  finden,  nach  welcher  die  aus  der  Ellipticität  ent- 
springende Korrektion  der  S2)häriHchen  Rechnung  nahezu  unabhängig  von 
der  Distanz  ist.  Nichtsdestoweniger  vereinfacht  sich  doch  die  Rechnung 
für  kui-ze  Distanzen  sehr,  und  da  die  Formeln  überhaupt  einfach  sind,  so  ist 
jener  Umstand,  insoweit  nur  diese  Aufgabe  in  betracht  kommt,  kein  Mangel. 

Wollte  man  indes  Formeln  haben,  die  jene  Korrektion  von  der  Ent- 
fernung abhängig  machen,  so  köimten  solche  leicht  aus  Betrachtungen, 
welche  J/ansen  in  seinen  Geodätischen  IJnte^'suchnngen  zu  anderen  Zwecken 
anstellt,  (speziell  aus  denen  des  2.  Abschnitts)  entnommen  werden.  Handelt 
es  »ich  insbesondere  um  2  Punkte  1\  und  P^,  so  reduziert  Hansen  die 
geogniphiHchc  Breite  ehies  der  Punkte,  also  etwa  diejenige  von  1\^  auf 
die  Linie  1\K\  (Fig.  8  S.  134),  so  dals  es  möglich  ist,  A^,  alH  Zentrum 
einer  Hilfskugel  zu  nehmen. 

Wir  müssen  hier  noch  erwähnen,  dafs  Delamhrc  1799  in  seinen  Mcthodcs 
analytiques  ponr  1a  Jk'tirmination  d'un  Are  du  MMdien  <'bcnfall.s  (wie 
später  Biemilvr)  die  lioclnnnig  mit  Sehnendreiecken  empfahl  und  Formeln 
zur  Übertragung  geographisi-licr  Koordinaten  durch  Sehnen  aufstellte.  Zu- 
närhsi  gicbt  er  spharisi-he  Fornirln   und  zwar  Reihenentwicklungen,   die 
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noch  k'  berücksichtigen.  Er  wendet  dann  diese  anf  die  Kugel  mit  dorn 
Zentrum  K\  an  (wie  später  JlanscH  und  schon  fniher  iM/aidrc,  1787)  und 
ermittelt  die  Korrektionen  wegen  der  ellipsoidischen  Gestalt.  In  den 
Endformeln  berücksichtigt  er  nur  e'^  und  k*  (S.  83  a.  a.  0.;  in  der  Formel 
für  d  ist  das  Vorzeichen  von  e'  umzukehren).  Diese  Endformelu  ^eben 
daher  nm*  für  sehr  geringe  Sehnenlängen  eine  ausreichende  (lenauigkcit. 

In  dem  Hauptwerke  der  englischen  Vermessung  Ordnance  Tnponomctrical 
Snrvey,  Principal  Triangulation  p.  228  —  253  finden  sich  Formeln  für 
eine  Geodäsie  mit  Horizontahvinleln  imd  Vcvtikahchnitten.  Wir  sind 
indes  der  Meinung,  dafs  die  Anwendung  der  letzteren  anstatt  der  Sehne 
nicht  zu  empfehlen  ist,  in  welcher  Meinung  uns  auch  die  Formeln  a.  a.  O. 
nicht  beirrt  haben. 

Einen  in  mehreren  Beziehungen  interessanten,  selbständigen  Beitrag  zur 
Geodäsie  ohne  Anwendung  der  geodätischen  Linie  gab  Smidahof  in  der 
Xcitschr.  f.  Math.  u.  Fht/sik.    Bd.  17.    1872.     S.  89  n.  177  u.  ff. 


5.  Kapitel. 
Fniidaiiieiitalformeln  fiii*  die  gcodätisclie  Linie. 

§  1.  Horizontale  Entfernnug  und  geodätisclie  Linie  anf  dem 
Rotatiopsellipsoid.  Im  vorigen  Kapitel  ist  gezeigt  worden,  dafs  die 
gegenseitigen  Vertikalschnitte  zweier  Punkte  im  allgemeinen  von 
einander  abweichen.  Aber  der  Betrag  ist  nach  S.  189  für  Entfernungen 
bis  zu  64^'*  so  gering;  dafs  er  in  der  Regel  praktisch  ohne  alle 
Bedeutung  bleibt;  wenn  also  bei  gegenseitiger  Sichtbarkeit  der 
Punkte  die  Vertikalschnitte  abgesteckt  werden,  so  werden  sie  nicht 
merkbar  von  einander  abweichen  und  es  wird  darum  auch  der  Geodät 
nicht  zweifelhaft  sein,  was  er  im  Sinne  der  geodätischen  Praxis  als 
gerade  Linie  und  als  horizontale  Entfernung  anzusehen  hat. 

Immerhin  existiert  eine  Unklarheit  für  kleine  Entfernungen  im 
Sinne  der  Mathematik,  für  grofserc  Entfernungen  aber  auch  im 
Sinne  der  Praxis.  Zunächst  in  Bezug  auf  letztere  läfst  sich  die- 
selbe aber  dadurch  beseitigen,  dafs  man  dem  in  der  Anmerkung  zu 
§  1,  S.  70  geschilderten  Vorgange  folgt.  Dabei  ist  der  Einfachlieit 
halber  von  der  Verbindung  zivcitr  Punkte  zunächst  abgesehen  und 
nur  die  ßede  von  der  Absteckung  einer  Linie  von  cincni  Punkt  P^ 
aus  in  gegebener  Richtung: 

Man  geht  (Fig.  14)  von  Pq  aus  in  einer  dem  gegebenen  Azimut 
entsprechenden  Vertikalebene  bis  P^,  wobei  Pj  so  nahe  an  P^  zu 
denken  ist,  dafs  die  Vertikalebene  von  P^  nach  Pj  von  der  anderen, 
die  von  P^  nach  P^  gelegt  werden  kann,  zwischen  P^  und  Py  nicht 
merklich  abweichte     In  dieser  letzteren  Ebene  geht  man  nun  weiter 
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bi»  Pjj  und  von  hier  aus  in  der  rückwärts  verlängerten  Vertikalebene 
von  Pjj  nach  P^  weiter  bis  Pg,  u.  s.  f.  Sind  die  Entfernungen  PqFi, 
FiP^  gehörig  klein;  so  wird  die  in  der  beschriebenen  Weise  abgestockte 
Linie  praktisch  als  kontinuierliche  Linie  auftreten  und  der  Geodät 
wird  sie  als  gerade  Linie  im  Sinne  der  Praxis  zwischen  irgend  zweien 
der  Punkte  P  auffassen. 

Um  nun  aber  die  kleinen  Brechungen  der  Linie  ganz  zu  be- 
seitigen,  denkt  man  sich  die  Elemente  PqPi,  P1P2;  ^9^$  u.  s.  f. 
unendlich  klein.  Nach  (25)  S.  187  sind  in  diesem  Falle  die  Brechungs- 
>vinkel  unendlich  klein  von  der  2.  Ordnung ;  Nord, 

imd  es  ergiebt  sich  daher  eine  kontinuier- 
liche Linie,  die  wir  nach  S.  70  als  (/eo- 
dätisdie  Linie  auch  im  Sinne  der  strengen 
Anforderungen  der  Mathematik  bezeich- 
nen dürfen.  Für  diese  Linie  ist  es  gleich- 
gültig,  in  welcher  Richtung  man  die 
Absteckung  beginnt;  denn  augenscheinlich 
bekommt  man  keine  andere  Linie,  wenn 
man  (Fig.  14)  von  P«  aus  rückwärts  sich 
die  Absteckung  wiederholt  denkt.  Als 
eindeutige  Verbindung  zweier  Punkte 
und  als  eine  dem  Vorgänge  der  geo- 
dätischen Praxis  bei  Absteckung  und 
Verlängerung  gerader  Linien  ent-^ 
sprechende  Verbindung  ist  die  geodätische  Linie  vorzüglich  geeignet, 
die  horizontale  Entfcmumj  zweier  Punkte  zu  bezeichnen. 

Weiterhin  werden  wir  sehen,  dafs  sie  zugleich  in  der  Itegel  die 
kürzeste  Entfernung  angiebt  imd  dafs  sie  zu  einem  verhriltnisniürsig 
einfachen  Kalkül  führt. 

Hier  ist  nun  die  nächste  Aufgabe,  aus  der  geometrischen  ller- 
leitimg  der  geodätischen  Linie  eine  sie  definierende  Gleichiuig  her- 
zustellen. 

§  2.  Orundgloichimg  der  gcodiltischoii  Linie  suif  dem  llot4i- 
tionsellipsoid.  S.  169  des  vorigen  Kapitels  fanden  wir  in  Formel  (12) 
für  zwei  durch  ihre  gegenseitigen  Vertikalschnitte  verbundene  Punkte 
Pj  und  Pg  die  Beziehung: 

sin  rti.2  cos  /Sj  cos  /tti.^  =  sin  (a^i  —  180°)  cos  ß,^  cos  /ttj.i.       (1) 

Hierin  sind  «1.2  und  a^.i  die  Azimute  der  Vertikalschnitte  von  Pj 
nach  P2  und  von  I\^  nach  P^,  /ii  2  und  fi^.i  die  Depressionswinkel 
der  Sehne  P1P2  in  1\  und  1\,  und  ß^  und  ß.^  die  reduzierten  Breiten 
der  Punkte  P^  und  P^. 
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Diese  Formel  wenden  wir  an  auf  die  Punkte  1\  und  P„  P,  und  Pgj 
Pg  und  P3  u.  8.  f.  und  haben: 

CO8  i^'i  0  ^ 
sin  flo.i  cos  ß^  =  sin  (ai.o  —  180'')  cos  ß^ " 

^^^  ^*0 .  1 

cos    fia      l 

sin  ^1.2  cos  ßi  =  sin  (a2.i  —  180^)  cos  /Jg  >  (2) 

COo  U|     ,| 
COS  fl,.    2 

sin  Ojj.j  cos  /Sg  =  sin  (aa.a  —  IW)  cos  ß^ — 

^^^  ^2.3  . 

u.  s.  f. 

Da  nun  zugleich  ai.2  =  «i.o  —  180^,  ^«.3  =  a2.i  —■  IW,  u.  s.  f ,  so 
ist  sin  «1.2  =  sin  (ai.o  —  IW),  sin  a^.3  =  sin  (a^.i  —  180"),  u.  s.  f. 
Multipliziert  man  daher  die  Gleichungen  (2)  Seite  für  Seite  und  geht 
bis  P„,  so  wird  erhalten: 

(CO8  II,    IV  COS  Um    *  COS  II     rX 

Dies  ist  bereits  die  Grundgleichung  der  geodätischen  Linie  und 
es  ist  nur  noch  zu  beweisen,  dals  die  Klammer  bei  unendlich  kleinen 
Abstanden  der  benachbarten  Punkte  Pq,  Pi,  P^  . . .  Pn  d.  h.  für  n  =  oo 
genau  gleich  1  wird. 

Nun  kann  man  aber  nach  den  Formeln  (3)  S.  29  für  den  natür- 
lichen Logarithmus  von  cos  ^  setzen  —  _-  xft*,  wobei  x  für  kleine  ^ 

nahezu  gleich  1  ist.  Bezeichnet  man  die  Klammer  in  (3)  mit  P  und 
nimmt  darin  alle  Cosinus  in  den  Zähler  oder  Nenner,  so  wird  hiermit: 

-  i  2«***  <  log  p  < + -j  2"*  '»*•  (^) 

Hierin  deutet  2J  die  Summicrung  aller  Werte  x^^  mit  verschiedenen 
Indices  an.  Setzt  man  nun  links  und  rechts  für  jedes  x  das  gröfste 
derselben,  femer  für  je  einen  Faktor  fi  das  gröfste  aller  ft,  so  folgt 
weiter: 

—  y  it,nll,n^ll  <  log  P  <  +  y  X,„fi,«^f*.  (5) 

Läfst  man  jetzt  die  Elemente  unendlich  klein  werden,  so  ist  doch 
Hfl  ein  endlicher  Winkel,  nämlich  derjenige,  den  die  Normale  be- 
schreibt, wenn  sie  von  Pq  bis  P»  entlang  der  geodätischen  Linie  gleitet 
Dagegen  ist  ft„,  alsdann  unendlich  klein,  d.  h.  es  wird  log  P  =  null, 
p=  1.     Wir  haben  daher 

sin  cTq  cos  /Jq  =  sin  a„  cos  ßn,  (6) 

wobei  das  Azimut  Oo.i  der  wachsenden  Linie  in  Pq  mit  o^  und  das 
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Azimut  (an.iiri  --  180")  in  P«  flir  die  noch  weiter  wachsenden  Linie 
mit  ttn  bezeichnet  ist,  Fig.  15. 

Indem  nun  P»  jeden  beliebigen  Punkt 
der  geodätischen  Linie,  welche  von  P^  im' 
Azimut  Oq  ausgeht,  bezeichnen  kann,  be- 
deutet (6)  nichts  anderes  als: 

Es  ist  sin  «  cos  ß  für  alle  Punkte  einer 
geodätisclieii  Linie  konstant. 

Wenn  wir  den  genauen  Ausdruck  für  P  und 
fi  berücksichtigen,  so  läfst  sich  angeben,  um 
wieviel  P  von  1  bei  endlichem  n  abweicht. 
Diese  Rechnung  wollen  wir  noch  durchführen. 

Nach  Formel  (1)  S.  174  ist:  Fig.  15. 


sm  f*i,s5  = 


K.'iV^  -  c«8in^.B, 


2a„ 


sin 


^2.1 


kl  2  Vi  —  e*sin*B, 


2a. 


(l  +  *cos»a:i.,) 

(i  +  ^cos'ari.ss), 


(7) 


worin  k^  ^  die  Sehne  i',  P^  imd  x^  ^  ^^^^'^u  Neigungswinkel  zur  Rotations- 
axe  bezeichnet.     Auf  die  Ditforenz  der  Quadrate  dieser  Werte: 

c'k  ~ 

""**  '*2  1  —  8»"^*  ^1  2  =  T:ri~  (1  +  ^  C08«a:i  j)  (sin'Bj  —  sin»  J5,)       (8) 

läl'st  sich  nun  der  Quotient  (cos  /ti^ .  i  •  ^^*  f^i  2)  leicht  zurückführen.     Es 
ist,  unter  log  den  natürlichen  Logarithmns  verstanden: 


log 


CO»  f*2 . 1 
cos  (l^  j 


-  log  (1  -  sinVjj  1)  -  ^  log  (1  —  8in>i  3) 


-=  -  2  { (»in V2 . 1-  81" Vi .  2)+  2  (^'^^ V2 .  i-  «i» Vi .  2)  +  3  ("«* V2 .  i—  »in Vi .  g)  +  •  •  • } 

Hier   kann  man   (sin'fi^  ^  —  sin'fij  j)  ^1»  Faktor  ziehen,  und  es  geben 
dann  innerhalb  der  geschlungenen  Parenthese 

das  2.  Glied:      —  (sin'fij  ^  +  8iß'f*i.2)» 

tu 

das  3.  Glied:      —  (sin*/^!^  ^  +  sin-^f*^  ^  sin»/tj  ^  +  sin*/:*!  g) » 

u.  s.  f. 


Das  n.  Glied  giebt  — mal  einem  Aggregat  von  n  SinusT)otenzcn  n.  Grades. 

Bezeichnet  nun  (i  einen  Wert,  der  gröfser  ist  als  i»,^  ^  und  n^  ^9  ^^  ^ber 
für  kj^  =  0  ebenfalls  null  wird,  so  ergiebt  sich,  indem  man  für  fig  ^  und 
fi,  2  inuerhalb  der  geschlungenen  Parenthese  einfach  (i  setzt: 
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COB  1^2  t  1 

log  TT! ==     -  ö   (si"V>*   1  »»"Vi.  2)   (^  +  "^"^"^  f^  +  ^*"*  ft  4-        • '  « 

COB  fl-j    3 


l    ain'fi.,^^  —  sin-.u,  ., 


»> 


l        siir  fi 


X 


» 


X  eiu  positiver  echter  13ruch.  Durch  Einführung  von  Formel  (8)  erhalten 
wir  hieraus: 

cos  ^,1        h,^,  (sin^i;,  ^  ain^/?,)  e-x  ,^. 

^^^  c-^,:, -8«;^ (^  +  *  ^^^  ^i.^^  r-Tk>-  (^) 

Diese  Formel  können  wir  auf  (cos  ^^  q  :  cos  fto.i)>  (*^08  ^2.1  •  ^^^  f^i.^)» 
(cos  /Li^  2*^0^  f^2.s)  ^^*  ^*  ^*  anwenden  und  die  Logarithmen  addieren.  Nehmen 
wir  dabei  die  rechte  Seite  immer  positiv,  setzen  ferner  für 

(sin^J?^.  —  sin^B.^j)^  t  «  1  bis  n, 

den  absolut  gröfsten  Wert  unter  diesen  Differenzen,  den  wir  mit  J  sin'lj 
bezeichnen,  setzen  endlich  noch  fQr  cos';|rj  ^  imd  x  einfach  1  und  für  (i 
in  (1  —  sin'  ft)  das  gröfste  der  vorkommenden  fi ,  so  folgt: 

1       -n  ^         d  .  d  sin'jB         _.  ^  /«/-v\ 

Sa^  (1  —  8in*fi)  ^     ^ 

Die  Summienmg  der  k'  hat  sich  über  alle  Strecken  auszudehnen: 

Substituiert  man  aber  in  jedem  Teile  für  eines  der  il  einen  mitcr  allen  k 
vorkommenden  Maximalwert  k„^,  so  ergiebt  sich: 

zk«<k,^2;k.  (11) 

Nimmt  man  nun  die  Anzahl  der  Strecken  unendlich  grols,  jede  einzelne 
aber  unendlich  klein,  so  ist  Zk  selbstredend  ein  endlicher  Wei-t,  nämlich 
die  Länge  der  geodiitischen  Linie,  dagegen  ist  k,,^  unendlich  klein  und 

ebenso  J  sin^J?.    Man  hat  daher  für  n  »■  00  wie  oben  log  P  «>  null. 

Besteht  dagegen   die  Linie  PqP^  aus  einer   endlichen  Anzahl  nahezu 

gleich  langer  Strecken  und  beschränkt  man  sieh  auf  Ausdehnungen,  iimcr- 
halb  welcher  das  Azimut  a  nicht  sehr  erheblichen  Vai'iationen  ausgesetzt 
ist,  so  kann  man  für  <£  (sin*  2?^-  —  sin^l^^-^^)  setzen  nmal  einen  mittleren 

Wert  von  ün*  B^  —  sin'-B;__i,  d.  i.  angenähert 

n  ( cos  a  sin  2B)         oder  einfacher cos  «  sin  2  2/, 

worin  cc  ein  mittleres  Azimut,  B  eine  mittlere  geographische  Breite  und  5 
die  Länge  der  ganzen  Linie  PoP„  vorstellt.     Man  erhält  hiennit,   sowio 

mittelst  einiger  anderer,  leicht  ersichtlicher  Vernachlässigungen: 
log  (sin  Co  cos  ß^)  —  log  (sin  «^  cos  ß^)  —  -g^-j,  cos  «  sin  2.B  H (12) 
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aU  uiUu*i'un<x.^ weise  Bczichun«;  für  den  Anfangspunkt  und  Endpunkt  einer 
iu  n  gleich  langen,  kleinen  aber  endlichen  Strecken  abgesteckten  Linie  von 
tler  Lilugc  s^  dem  mittleren  Aziiimt  a  und  der  mittleren  geographischen 
Breite  7>'. 

g  3.  Lauf  dor  geodiiti sollen  Linie.  J betrachtet  mau  das  Pro- 
ilukt  sin  a  cos  /3,  welches  filr  eine  bestimmte  geodätische  Linie  glei- 
chen Wert  in  allen  ihren  Punkten  hat,  nach  der  relativen  Grölse 
seiner  Faktoren,  so  ist  ersichtlich,  dafs  für  a  =  90®  ß  seinen  Maximal- 
wert erreicht.  Geht  nmi  eine  geodätische  Linie  von  einem  Punkte 
Pj  mit  nördlicher  Breite  in  einem  Azimut  a^  zwischen  \)0^  und  180" 
aus,  so  nimmt  zunächst  ft  zu  und  also  cos  ß  ab.  Mit  abnehmenden 
cos  ß  wächst  aber  sin  a,  so  dais  also  anfangs  gleichzeitig  ß  zunimmt, 
a  abnimmt,  bis  endlich  a  gleich  00"  geworden  ist. 

Ist  dieser  Wert  von  a  und  damit  die  höchste  Breite  erreicht, 
so  nimmt  bei  weiterem  Verlaufe  ß  wieder  ab,  da  es  wegen  der  Konstanz 
des  Produkts  sin  a  cos  ß  nicht  mehr  wachsen  kann,  da  es  ferner  aber 
auch  nicht  konstant  bleiben  kann,  weil  ja  sonst  die  geodätische  Linie 
mit  dem  Parallelkreis  zusammenfiele.  (Dieser  ist  sicher  keine  geodä- 
tische Linie,  da  seine  Schmiegungsebene  schief  zur  Oberfläche  steht). 
Weil  nun  sin  a  bei  wachsendem  cos  ß  abnimmt,  hierbei  aber  a  <  !MV' 
ist,  so  mufs  jetzt  a  kleiner  und  kleiner  werden.  Für  cos  /J  =  1,  d.  h.  im 
Äquator  tritt  ein  Minimum  ein.  Dieses  Minimum  von  «  ergänzt  das 
Maximum  von  ß  zu  90",  da  sein  Sinus  gleich  dessen  Cosinus  sein  mufs: 

«Min.  + /3m.x.  =  90".  (1) 

Nach  Überschreitung  des  Äquators  nimmt  cos  ß  ab,  sin  a  zu,  und 
dies  geht  so  fort,  bis  wieder  a  ==  90"  ist  und  ß  sein  negatives  Maxi- 
mum erreicht  hat.  Indem  a  alsdann  in  den  2.  Quadranten  übergeht, 
nimmt  sin  «  wieder  ab  und  cos  ß  zu,  bis  bei  erneuter  Durchkreuzung^ 
des  Äquators  a  ein  Maximum  im  2.  Quadranten  erreicht  und  von  hier 
aus  die  geodätische  Linie  wieder  iu  die  nördliche  Ellipsoidhälftc  ein- 
tritt.    Zwischen  «Min.  und  «mäx.  findet  die  Beziehung  statt: 

«Min.  +  «Max.  =  180".  (2) 

Hiernach  bewegt  sich  die  geodätische  Linie,  welche  an  irgend 
einer  IStelle  ein  Azimut  zwischen  0"  mid  180"  hat,  stets  in  Azimuten 
voi*wärt8,  die  zwischen  zwei  Grenzwerten  «Min.  und  «Max.  liegen.  Diese 
Grenzwerte  sind  die  Azimute  bei  Durchkreuzung  des  Äquators. 

Ist  dagegen  auch  nur  in  einem  Punkte  das  Azimut  zwischen  180" 
und  360"  befindlich,  so  sind  alle  Azimute  >  180"  und  schwanken 
zwischen  zwei  im  3.  und  4.  Quadraten  gelegenen  Grenzwerten,  für 
welche  aber  auch  (bis  auf  einen  Fehler  von  360")  die  Relation 
(2)  gilt. 
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Bei  der  von  uns  aiigejioiumeiieii  Zähl  weise  der  Azimute  hat  im 
1.  Fülle  die  f^eodätisehe  Linie  einen  westlichen  Lauf,  im  2.  Falle 
aber  einen  östlichen  Lant*.  Ein  wesentlicher  Unterschied  ist  jedoch 
nicht  zwischeji  beiden  Arten  Linien,  denn  beschreibt  man  zunächst 
eine  gemlätische  iiinie  in  westlicher  Kichtung  und  nimmt  sodann  eine 
Itückwärtsbewegung  vor,  so  wächst  das  Azimut  der  Kcwegungs- 
richtung  um  180^,  und  man  beschreibt  in  östlicher  Richtung  die 
frühere  Bahn. 

Eine  jede  geodätische  Linie  ist  in  ihrem  Laufe  auf  ein  Gebiet 
beschränkt,  welches  zwischen  zwei  in  gleichem  Abstände  nördlich 
und  südlich  vom  Äquator  befindlichen  Parallelkreisen  gelegen  ist.  Die 
Amplitude  in  Breite  hängt  von  der  Konstanten  sin  «  cos  ß  ab. 

Ist  diese  null,  so  ist  entweder  n  jederzeit  null  oder  ß  jederzeit  90^ 
Der  1.  Fall  entspricht  den  Meridianen,  der  2.  Fall  giebt  keine  Linie. 

Ist  die  Konstante  gleich  +  1,  so  ist  a  ==  90^  oder  270^  und 
ß  =z  0,     Dies  entspricht  dem  Äquator. 

§  4.  Länge  einer  geoAilliselien  Linic^  die  von  eiiiom  ge- 
gelMMien  Piiiikte  in  hesthniiiier  lliclitiiiig  aiisgelii.     Ist  ßi   die 

reduzierte  JJreite  des  gegebenen  Punktes  1\  und.rr,  das  Azimut  der 
geodätischen  Linie,  so  besteht  für  eineji  beliebigen  Punkt  P  derselben, 
dessen  reduzierte  Breite  ß  ist,  die  Uelation: 

sin  a  cos  ß  =  sin  a^  cos  /3, ,  ( 1 ) 

wenn  a  das  Azimut  der  wachsenden  geodätischen  Linie  bezeichnet. 

Unter  den  versclüedeneu  i\inkten 
heben  wir  nun  besonders  einen  der- 
jenigen Punkte  hervor,  wo  ß  sein  posi- 
tives Maximum  erreicht.  In  Fig.  16  ist 
derselbe  mit  P^  bezcichnot.  Nennen 
wir  die  maximale  reduzierte  Breite  ß^, 
I  so  ist 


N. 


// 


/ 


Fig.  10. 


sin  a  cos  ß  =  cos  ß^ , 


(2) 


Die  Länge  der  geodätischen  Iiinie 
von  iß  bis  zu  dem  beliel)igen  Punkte 
P  nennen  wir  6*  und  setzen  sie  vorläufig 
poHlliv  in  tvcütlidar  Kichtung,  ncyativ 
in  ösiliclicr  Richtung. 

Wächst  6  durch  Verschiebung  von 
P  nach  P'  um  (Is,  wobei  die  reduzierte  Breite  ß  in  ß  -{-  dß  üb(»rgeht, 
und  denkt  man  sich  aufserdem  P  ein  andennal  im  Meridian  nach  Q 
mit  der  reduzierten   Breite  ß  -|-  dß   verschoben,    so    sind  P'  und   (^ 


§  4.    Länge  einer  geodätischen  Linie  u.  s.  w. 
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Punkte   eines    und    desselben    Parallelkreises.      Man    kann    P'Q    als 
rechtwinklig  zum  Meridian  betrachten  und  setzen  (Fig.  16): 

ds  =  PQ  sec  a . 

Nach  S.  55  (1)   ist  aber  das  zu  dß  gehörige  Element  dM  des 
Meridianbogens  gleich 

a^yi  —^coH^dß-, 

setzt  man  dies  für  FQ  ein  und  berücksichtigt,  dafs  bei   «  <  90®  dß 
negativ  ist,  ds  aber  positiv  genommen  werden  mufs,  so  folgt: 


ds  =  —  f^oV^  "~  ^*  co8*/J  sec  «  dß . 


(3) 


Diese  Formel  palst  im  Vorzeichen  auch  auf  diejenigen  Teile  der 
Linie,  für  welche  a  zwischen  90  und  180^  liegt;  denn  alsdann  ist  dß 
positiv,  aber  sec  n  negativ,  ds  mithin  positiv. 

Um  nun  s  durch  Integration  ermitteln  zu  können,    setzen   wir 

versuchsweise  nach  (2)  für  sec  a  den  Wert  +  1  :  Vi  —  cos^/3q  sec^^ 
und  erhalten 


ds  =  +  «0  K  CoV^ß-VoH^.  ^"'^  ^  '^^  ' 


(4) 


«• 


wobei  das  obere  Vorzeichen  für  wachsende,  das  untere  für  abnehmende 
ß  gilt. 

Ehe  wir  integrieren,  erinnern  wir  uns  des  bekannten  Resultats, 
welches  für  c^  =  null,  also  den  Fall  der 
Kugel,  herauskommt.    Fig.  17  zeigt  die 
entsprechende    sphärische    Figur ,    und 
zwar  auf  einer  Kugel  vom  Radius  1. 

Hier  tritt  an  Stelle  von  s  der 
Bogen  %  und  es  ist  auf  der  Kugel  vom 
Radius  a^  s  =  a^^(p  und  ds  =  a^dq). 
Formel  (4)  giebt  aber  f ür  c*  =  null: 


COBßdß 

^^  =  +  «ü  Y^os^f^^^^  ' 

man  sieht,  dafs  die  Einführung  der 
Variablen  q)  die  Rechnung  wesentlich 
vereinfacht,  denn  q)  lüfst  sich  aus  der 
sphärischen  Figur  ohne  Integration  nach 
bekannten  Fürnielu  l)creclinen.  ^^-  "• 

Es  ist  nun  ein  günstiger  Umstand,  dafs  wir  die  Variable  q)  und 
die  zu  gründe  Holende  sphärische  llilfsiigur  (Fig.  17)  auch  fürs  Ellip- 
soid  beibehalten  können.     Wählt  man   nämlich  auf  einer  Hilfskugel 


^ 
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vom  Kadius  1  eiueu  Punkt  tt  als  Xonlpol  und  uimmt  eiueu  Punkt 
\)^^  in  der  Breite  /3q  an,  legt  darauf  rechtwinklig  zum  Meridian  den 
gröfsten  Kreis  PPo;  ^^  erhält  man  wieder  Fig.  17,  und  es  ist  in  dem 
sphärischen  Dreieck,  welches  die  Meridiane  von  |Iq  mid  P  mit  dem 
groisten  Kreis  PqP  bilden,  nach  dem  Sinussatz 

sin  a  cos  ß  =  cos  /Sq  . 

Dies  ist  aber  Gleichung  (2),  d.  h.  hat  ein  Punkt  P  als  Breite 
die  reduzierte  Breite  ß  des  Punktes  P  der  geodätischen  Linie  Fig.  16, 
so  hat  der  gröfste  Kreis  PP^  in  P  Fig.  17  gleiches  Azimut  mit  der 
geodätischen  Linie  in  P. 

Hiermit  ist  natürlich  noch  nicht  iestgestellt,  welche  Beziehimg 
im  übrigen  zwischen  den  Figuren  16  und  17  besteht.  Einstweilen 
bezeichnen  wir  die  Winkel  der  Meridiane  in  beiden  Figuren  ver- 
schieden und  in  der  That  werden  wir  finden,  dafs  die  geographischen 
Längenunterschiede  l  und  X  in  Fig.  16  und  17  verschieden  sind.*) 

Man  hat  nun  mittelst  des  bei  wachsenden  q)  sich  bildenden 
difterentialen  rechtwinkligen  Dreiecks  PP'Q  (Fig.  17) 

iJg)  SS  —  see  a  dß  (5) 

und  hiermit  giebt  die  Formel  (3)  unter  Elimination  von  sec  a  sofort: 

ils  =  a^yi  —  c^  cos^ß  dtp .  (6) 

Diese  Formel  hat  vor  (4)  nächst  der  Einfachheit  noch  den  Vor- 
zug, dafs  keine  Vorzeichenzweideutigkeit  besteht,  weil  di>  und  dg) 
gleichzeitig  wachsen.  Behufs  Integration  kann  man  aus  dem  sphäri- 
schen Dreieck  Itpp^  mittelst  des  Gosinussatzes  für  ß  die  Beziehung 
zu  (p  entnehmen: 

sin  ß  =  sin  ß^  cos  q> . 

Führt  man  dies  in  (6)  ein  und  hobt  aus  der  Wurzel  zugleich  den 
Faktor  j/l  —  c*  cos^/J^  aus,  so  folgt: 

(h  =  a,y  i-c' cos' ßiYi  - 1^;13(»:  «'"*''  "^f  ■       ^') 

Etwas  eleganter  wird  diese  Formel,  wenn  man  die  zu  /J„  gehörige 
geographische  Breite  JKy  einführt.     Man  hat  nach  S.  40  (3)  und  (5) 

*)  Die  hier  eingeführte  Hilfskiigel  ist  ganz  andrer  Art  als  die  im  vorigen 
Kapitel  S.  114  u.  fF.  benntzte,  insofern  sie  nicht  wie  jene  eine  Abbildung  des  ganzen 
Kllipsoids  vorstellt.  Vielmehr  haben  jetzt  nur  die  Punkte  der  geodätischen  Linie 
und  dos  gröfsten  Kreises  eine  Beziehung  zu  einander. 
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sm  i^o  —  1  --e^  co8^|3,  '  ^^^  ''«  "  T  -     e'' sin^ //,  ' 

imd  hiermit  geht  Formel  (7),  wenn  mau  zur  Abkürzung  setzt 

k  =  esm  J\^,  (8) 

über  in: 

(Js  =  a^^V-  — -^,}/l  —  k^  sin^y  (l(p.  (9) 

§  5.  Fortsetzung.  Lauge  der  geodütiseheu  Linie.  Vergleichen 
wir  die  oben  gewonnene  Formel  (9)  für  das  Bogendififerential  der 
geodätischen  Linie  mit  der  Formel  für  das  Bogendifferential  ilM  des 
Meridianbogens,  S.  55  (1),  so  zeigt  sich  eine  grofse  Ähnlichkeit. 
Unwesentlich  ist,  dafs  dort  der  Sinus,  hier  der  Cosinus  unter  dem 
Wurzelzeichen  vorkommt,  weil  dör  Sinus  in  Cosinus  übergeht,  wenn 
man  anstatt  der  Variablen  ihr  Komplement  zu  90"  einfilhri  Nun 
hing  das  Integral  für  den  Meridianbogen  (S.  55)  ab  von  Kocfficienten 
Aq^  A^y  A^  u.  s.  f.,  welche  in  3  Formen  dargestellt  wurden  (S.  47): 

1.  als  Potenzreihen  von  c^, 

2.  „  „  „    n,  wobei  n= _  , 


c« 


3.     „  „  „     ^ih       77     »^*  =  oi-;.« 


2  —  c' 


Es  fand  sich,  dafs  die  Anwendung  von  9^  am  günstigsten  ist. 
Demgemilfs  nehmen  wir  jetzt  sogleich  die  entsprechende  Umwandlung 
wie  damals  vor,  wobei  duim  an  Stelle  von  k^  eine  neue  llilfsgrofse 
Z',  tritt,  die  mit  k^  durch  naclistehendo  Relationen  zusammenhangt: 


VI  —  /.'        /.*-'    ,    k*    ,    ßA-°    ,    Ik 


s 


1  +  |/l       /[i      '  4   "r    8  "•"  C4  "•    128  "r         ' 
^'  =  (1  i\).  =  4/.-,  -  8Ä-?  +  12*J  -  IG*;  + 


0) 


Die  hier  angegebenen  lleihcn  sind  von  S.  37  entnommen  mittelst 
Vertauschung  von  c  und  Z:,  n  und  k^,  Ihre  Konvergenz  ist  aufser 
Frage,  da  k<C,c  ist  und  bereits  filr  e  kein  Zweifel  in  dieser  Hinsicht 
bestand.  Wir  setzen  nun  in  Formel  (9)  des  vorigen  Paragraphen  für 
sin*<p  den  Cosinus  des  doppelten  Winkels  und  erhalten  bei  gleich- 
zeitiger Einführung  von  k^: 


■x/'y />>     •    V  yi  +  A?  +  2^*1   008  29 


r  «        '•    —  1  -f  k, ' 
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hiermit  aber  anstatt  (9): 

eis  =  «0  Y^/*  Vi  +  k;'+2~k^cos2(p  d<p.  (2) 

Die  weitere  Entwicklung  ist  wie  S.  55.     Setzen  wir 

cos  29)  =    l    {6''V  +  £-^'>), 

wobei    £    die    Basis    der    natürlichen    Logarithmen,   /   die  Y —  1    be- 
deuten (S.  42),  so  ergiebt  sich  für  die  Wurael  in  (2)  die  Formel: 


yi  +  Ä-J  +  2k,  cosT^  =  (l  +  Ä:,f««>)T  (1  +  Je,  £-«'>)7,     (3) 

Die  beiden  Faktoren  der  AVurzelgrofse  werden  multipliziert  und  das 
Imaginilre    alsdann    mittelst   der    Relation    cos  u  =    -  (*'**  +  ^~*") 

entfernt.  Nacli  K.  50  ist  es  hierbei  überflüssig,  Jc\  zu  berücksichtigen, 
wenigstens  kann  man  sogleich  das  TJUedmitsin  89)  weglassen.  Dagegen 
soll  in  den  andern  Gliedern,  um  die  starke  Konvergenz  der  Koefficienteu- 
reihen  besser  übersehen  zu  können,  bis  k\  gegangen  werden.  Es  wird 

Vi  +  kl +  21;  ^os29=(l  +  \  Je',  +^^^t;  +...)  +  (*.  —J  ij  +  ...)co329, 

"■fe~i^*>+")''''^'*9'  +  (8*? )co8  69>  +  ..-.  (5) 

Dies  in  (2)  eingeführt  und  integriert,  wobei  zu  beachten,  dafs  ftir 
9)  =  0  auch  s  =  0  ist,  giebt: 

-  (h  *'  -  04  '^J  +  •  •  •)  «'"  *'P  +  (48  *i' )  sin  O9 . . . ) .    (G) 


Hierin  setzen  wir  ftlr  a^Yl  — c^  die  kleine  Halbaxe  h^^  der  Meridian- 
ellipse.  Den  Faktor  von  9  nehmen  wir  zugleich  vor  die  grofse 
Parentliese  und  erhalten  dann  ebenso  genau  wie  vorher: 


t  + 1  *,' + ^.  */  + 


\ 


■v  =  ?V      -',-"•  >  + (I /.^. -i /.?  +  •••)  «in  29> 

-  de  *?  -  i  *J  +  •  •  •)  •"'"  4"^  +  (i  ^1  -  •  •  •)  «•"  ««p  +  •  •  •  I •  (7) 

D<»r  grüfst^i  Wert  von  k,  ist  n  d.  i.  nahezu  du;  es  ist  daher 
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8^  — 


^■i  <  1  :  8  000000000000  rund, 

64  --^  ' 

und  man  darf  dieses  Glied  im  Faktor  vor  der  Parenthese  weglassen, 
wjeil  es  selbst  für  eine  die  ganze  Erde  umkreisende  geodätische  Linii», 
wobei  ip  nahezu  2x  wird,  erst  ^J^  Millimeter  giebt.  Erst  recht  darf 
man  ferner  das  Glied  mit  l'\  im  Faktor  von  sin  4(p  vor  nach  lässigen 
und  erhält  somit  für  die  Länge  der  Linie  PqP  die  Formel: 

welche  Formel  noch  für  eine  die  ganze  Erde  umkreisende  Linie  in 
den  Hundertstelmillimetem  scharf  ist. 

Kommt  es  aber  auf  5"*"*  nicht  an,  so  kann  man  auch  noch  AJ 
in  der  Parenthese  vernachlässigen. 

Denken  wir  uns  nun  Formel  (8)  auf  zwei  Punkte  I\  und  P^ 
angewandt,  für  welche  9  die  Werte  tp^  und  g)^  hat,  wobei  (p^  >  g), 
sei,  so  folgt  aus  (8)  durch  Subtraktion: 

[       — T7itJ(sin49jj  — sin49>i)  +  TgZ;J(sin69)2— sin6g)i)J 


oder  in  einfacherer  Schreibweise: 


5  =  fe 


0   l—k^ 


Jq>  +  (^'1  —  ö  ^^\)  cos  2<p  sin  /lq> 


— -Ä;J  cos49)  sin  2^/9) +-Ä:Jcos698in3-^9 
s  =  der  horizontalen  Entfernung  P^  P^ , 

^  =  o  (9>i  +  92) >    ^9  =  9^2  —  9^1- 


+ 


(9) 


§  C.  Oegebou  die  Länge  «  einer  geodätischen  Linie,  die 
Lage  eines  der  Endpiuilit^^  und  das  Azimut  daselbst,  gesuelit 
die  reduzierte  Breit«  und  das  Azimut  im  andern  Endpuulit. 

Der  gegebene  Punkt  werde  P^  genannt;  seine  reduzierte  Breite  sei 
gleich  ß^  und  das  Azimut  der  Linie  daselbst  gleich  «j.  In  liezug 
auf  diese«  fügen  wir  vorläufig  die  Bedingung  hinzu,  dafs  «^  <  180^ 
sei,  damit  im  Anschlufs  an  das  Vorige,  insbesondere  an  Fig.  16,  die 
Entfernung  des  gesuchten  Punktes  P^  vom  gegebenen  Punkte  P,  eine 
positive  Gröfso  werde.     Vergl.  Fig.  18  und  \S)  auf  S.  225. 

Das    rechtwinklige    Dreieck   it^oPi    ^i^l^t    ziuiächst  /S^,    woraus 
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/»•  und  l\  folgen;  dann  giebt  es  femer  ipi,  und  hiermit  giebt  Formel 
(8)  des  vorigen  Paragraphen  sofort  s^. 

Addiert  man  zu  s^  die  gegebene  Länge  s,  so  folgt  $^,  und  nunmehr 
ist  die  auf  ip^   und  s^  angewandte  Formel  (8)   nach  (p^  aufzulösen. 

Hierbei  verfahren  wir  ganz  ebenso  wie   S.  53  §   10.     AVir   be- 
zeichnen zunächst  zur  Abkürzung 

•A^^K  mit  a,  und      V^  "/''^x  ""^  ^-  (^) 

K  (i  +  4-  Ä-r)  ^0  (t  +  \  k?) 

und  setzen  demgemüfs: 

«»o  (i  +  i  ^r) 
Formel  (K)  giebi  nun,  wenn  der  Faktor  von  <pg  nach  links  dividiert  wird: 

<^*  =  9«  +  (  2  *i  —  i'e  *.")  8>n  29i  —  ^  *,'  sin  4<p, 

+ -^- *»  sin  Gy, .  (3) 

Der  aus  dieser  Formel  ersichtliche  Unterschied  von  a^  ^^^  9«  ^^^ 
aber  stets  eine  kleine  GröfsC;  im  Maximum  nur  etwa  gleich  ^^^^ 
oder  in  Sekunden  gleich  200205  :  1200  d.  i.  noch  nicht  200".  Es 
stölst  daher  die  folgende  Entwicklung  auf  keine  Bedenken. 

Mit  Vernachlässigung  kleiner  Glieder  mit  der  3.  und  mit  höheren 
Potenzen  von  k^  folgt  aus  (3): 

sin  2a^  =  sin  2ip^  cos  \l\  sin  2ip^  —       7;^'  sin  4^2  +  •  *  •[ 

-f-  cos  2q>.,  sin  |  /.',  sin  2g)^  -       .  /.',"  sin  4g)^,  -f-  . .  .  |  . 

Indem  wir  die  licihcn  17ir  Dosinus  und  Sinus  beachten,  und  kon- 
sequent die  kleinen  Glieder,  welche  in  /.;'  u.  s.  f.  multipliziert  sind, 
vernachlässigen y  erhalten  wir  hieraus: 

sin  2(Jjj  =  sin  2^^  + 1\  sin  2^^  cos  2(p^  —  y  h^  sin'*  2<p^ 

—  Y  ^'i'  ^^^  2^^  sin  4^3^  -!-•••. 
Wir  setzen  nun  im  Vorstehenden: 
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8  1 

sin'  29,  «»  -j-  sin  2<p^  —  —  sin  6g)j , 
sin  29>2  cos  2g>^  «»  y  sin  4q>^ , 
cos  2^2  sin  49|  =  y  sin  69,  +  y  sin  29, 


und  erhalten  damit: 


sin2<y2  =  (l  — -^fc,')8in29,  +  YÄ;4  8in49^+^Ä;f  sin69,  +  - -.(^^ 


H. 


/  I 

Fi«.  18.    BUipMid. 


Fig.  19.    Kng9l 


Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  eliminieren  wir  sin  29|  aus  (3),   indem 

wir  sie  mit  (-ö-  *, jr-  tf  j  :  (l jy  tM  multiplizieren  und  alsdann 

von  (3)  subtrahieren;  wir  erhalten: 


9>%  —  "iß-*'  8in49,  —  -^  t»  sin  69,  H 


(5) 


Diese  Formel  vemachlässigt  ebenso  wie  (3)  alle  Glieder  mit  höheren 
Potenzen  als  k^ ,  und  es  bleibt  bei  einiger  Beachtung  der  höheren 
Glieder  kein  Zweifel;  dafs  sie  auch  numerisch  noch  ungefähr  ebenso 
genau  ist,  als  jene. 

Wir  setzen  weiter  mittelst  (3): 
S]n4tf2  =*  8in49?2 cos(2A;i8in292-| )  +  co8  49>j  sin(2Ä;|  sin29,  +  •••) 

oder  unter  Vernachlässigung  kleiner  in  k^  u.  s.  f.  multiplizierter 
Glieder: 
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sin  4^2  =  sin  492  +  ^K  ^^^  ^9^%  ^^s  4^2  +  * '  •* 
oder 

sin  4(^2  =»  sin  49,  +  ^^(sin  69,  —  sin  2^)2)  +  •  •  •  .  (6) 

Indem    wir    (6)    mit    —  h^    multiplizieren    und    zu    (5)    addieren, 
findet  sich: 

<^2  —  (y  *i  +  -^  *')  sin  2(^2  +  -^  *?  »in  4(^2 

29  6 

=  9»»  +  "äe" *»  sin  69,  —  -^k*mn2<p,-\ .  (7) 

Jetzt  aber  kann  man  die  in  hf  multiplizierten  Glieder  nach  links 
nehmen  und  dabei  fQr  9,  einfach  tf,  setzen,  was  wieder  nur  kleine 
Fehler  der  Ordnung  k*  erzeugt     Somit  ergiebt  sich  endlich: 

9,  =  tf,  —  (y  *i  —  -^  *?)  «n  2ff,  +  ^  k*  sin  4tf, 

-U-if8in6tf,  +  ....  (8) 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  (3),  so  hat  es  den  Anschein, 
als  ob  (8)  weniger  stark  convergiere  als  (3).  Obgleich  nun  in  der 
That  Formel  (8)  etwas  weniger  genau  als  (3)  ist,  so  genfigt  sie 
doch  noch  ffir  alle  Falle;  dies  erkennt  man,  wenn  man  bedenkt, 
dafs  Je*  im  Maximum  rund  1 :  130000000000  ist  und  die  yemach- 
lässigten  Glieder  diesen  Betrag  keinesfalls  erreichen,  dafs  indes  auch 
jeuer  Wert  nur  einen  Einflufs  von  a^^ :  130000000000  oder  OfiÖ^ 
auf  8^  haben  würde.  Kommt  es  auf  10*^  nicht  an,  so  kann  man 
auch  noch  k^  in  Formel  (8)  yemachlässigen. 

Nachdem  aus  (8)  q>f  ermittelt  ist,  giebt  das  sphärische  Dreieck 
Xl^oPg  unzweideutig  aus  2  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  rechten 
Winkel  sofort  ^2  und  a^  Die  dabei  anzuwendenden  Formeln,  welche 
nichts  Neues  bieten,  fibergehen  wir  einstweilen;  später  stellen  wir 
alles  Zusammengehörige  in  ein  Berechnungsschema  zusammen.  Da- 
gegen mufs  gleich  hier  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  es  in 
der  Begel  wegen  des  yerhältnismäfsig  kleinen  Betrages  der  Ent- 
fernung P^Pt  *"  ^  vorteilhaft  ist,  nicht  direkt  92;  sondern  ^q>  zu 
berechnen«  Vertauscht  man  demgemäfs  in  (8)  q>^  mit  9^  und  ^2  ^^^ 
6^  und  subtrahiert  die  neue  Formel  Seite  ffir  Seite  yon  (8),  so  folgt: 


V 


^9>—  ^6  —  (*i  —  -^  kfj  cos  26  sin  -J<y  +  -g-  k^  cos  4tf  sin  2^tf 

29 

—  -^  kf  COS  66  sin  3^<y  +  •  •  • ; 

26  =  62  +  6j^=  26^  -f.  j^6 , 

V«  =  9i  +  ^9' 


(9) 
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Hierzu   liefert  Formel  (2)  ^6  direkt    aus  5,   Formel  (3)  aber 
giebt  nach  YertauschuDg  von  6^  mit  6^  und  tp^  mit  ip^: 

26y  =  2q>^  +  *i  "11  ^Vi  ~"  y  *f  siJi  ^9i  H 7  (10) 

wobei  es  ausreicht ,  wie  angenommen^  nur  ^  und  h^  zu  berück- 
sichtigen,  weil  die  trigonometrischen  Funktionen  von  6,  zu  dessen 
Berechnung  einzig  und  allein  6^  gebraucht  wird^  in  (9)  nur  mit  Ic^j 
k^  und  k^  multipl  ziert  vorkommen  und  somit  die  vernachlässigten 
Glieder  der  Formel  (10)  in  Formel  (9)  nur  kleine  Fehler  der  Ordnung 
h^   erzeugen. 

§  7.   Berechnung  von  k^  und  der  von  k^  abhängenden  Koeffl- 

cienten.  Nach  S.  221  (8)  ist  k  =  e  sin  5^  —  e  sin  /S^, :  j^l  —  c*  cos*  ßo 
und  hiermit 


k  =  1  —  V^  ~  ^*  ^  y  1 — g' cofi' fc  -.yi  —  c« 


«• 


also  auch,  da  tf  = ^ : 

*i  =  (Vi '+T~sin*^;  -  1)  :  (/r+T^^  +  1) . 

Setzen  wir  nun 

tan  £  =  V*  sin  ß„,  (1) 

so  folgt: 

k.  =  fAn* 

2 


A.  =  tan«|.  (2) 


Hiermit  ist  die  Berechnung  von  k^  sehr  vereinfacht.    Nächstdem 
bedürfen  wir  des  Ausdrucks: 

1  +  1*?  i  +  v*''  +  S**+- 

1-*.    «*^*'  «*°»'""^ r=i; ' 

wobei  für  den  Zähler  bereits  die  Zulässigkeit  der  Vernachlässigung 
von  k*  nachgewiesen  ist.     Man  hat  aber 

und   ersieht  hieraus  ^   dafs   es    durchaus   zulässig   ist,   dafür   einfach 
—  Mk^  zu  setzen.     Femer  ist 

1  —  tj  =  1  —  tan*  —  =  cos  -B  sec*  -^  5 

man  hat  daher  endlich  mit  einer  stets  ausreichenden  Genauigkeit: 

16* 
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1  +  -f  *?  +  •  •  ^  , 

log i^rr "=  21og cos  -^  —  logcos  j:  +  ^  Mk^  +  ••  .  (3) 

Indessen  ist  diese  Form  noch  nicht  die  beste;  es  lärst  sich  die 
rechte  Seite  vielmehr  auf  2  Glieder  reduzieren.  Man  hat  nämlich 
nach  S.  29  (3): 

logcos^ m(^E*  +  -^E*  +  -^E^  +  ^E<>  +  .) 

und  alsO;  indem  man  für  E  einfach  ---  E  setzt: 

41ogcos| m(\e^  +  ^E*  +  ^^\^E'  +  ^^^E>  +  ..) 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion: 

log  cos  ^  =  41og  cos  |— Jlf  (i  £*  +  ^  £«  +  g^^  ^'' +  •  •) . 
Nun  ist  aber  nach  (2): 

Daher  wird,  wie  leicht  zu  finden: 


log  cos  J?  =  4  log  cos  ^  -  MJc^  -  Y  ^* ' •  W 

Hiermit  geht  (3)  über  in: 

log ^-j^ 21ogcos|  +  Am,'+  ?ijlfÄ*  +  ...  (5) 

Das  in  Je*  multiplizierte  Glied  ist  nun  bei  Rechnung  mit  zehn- 
ziffrigen  Logarithmen  ganz  unmerkbar;  auch  ist  sein  Einflufs  in 
Formel  (9)  S.  223  selbst  f&r  eine  die  ganze  Erde  umkreisende  Linie 
nur  0^2'"'".    Man  kann  daher  für  alle  Fälle  setzen: 

1  +  1*?  +  .. 
log  —  >---^^ 21og  cos  f  +  f  mf  +  . . .        (r>*) 

Zu  (9)  des  vorigen  Paragraphen  hat  man  noch: 

log  (*.  -  16  *.')  =  '«»K  *'  -h^^'+-'  (^'^ 

ebenfalls   mit  einer  jederzeit  völlig  ausreichenden  Genauigkeit;   weil 
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die  vernachlässigten  Glieder  der  logarithmischen  Entwicklung  in  der 
genannten  Formel  selbst  nur  Glieder  mit  Äf  als  Fehler  geben. 

§  8.    Bestimmung  des  geographischen  Längenunterscbieds. 

Bezeichnet  x  den  normalen  Abstand  eines  Punktes  P  von  der  Rota- 

tionsaxe,   so   giebt   das   an  P  angrenzende   differentiale   Dreieck   in 

Fig.  16  S.  218: 

xdl  =  ds  .  sin  a  . 

Nach  S.  39  (1)  ist  x  =  a^  cos  /J,  daher  wird  xdl  gleich 

a^  cos  ßdl  =  sinads.  ( 1 ) 


Substituiert  man  hier  für  ds  seinen  Wert  a^\  —  e^  cos*/S  d(p 
und  für  sin  a  nach  S.  218  (2)  den  Wert  cos  ß^  :  cos  ß^  so  folgt  weiter: 

Bei  der  Integration  dieser  Gleichung  erinnern  wir  uns,  dafs  bis- 
her die  Einfahrung  der  Elemente  der  sphärischen  Figur  17^  welche 
der  Fig.  16  auf  dem  Ellipsoid  zugeordnet  ist,  von  Nutzen  war.  Fig.  17 
zeigt  nun,  dafs  die  zu  dq>  gehörige  Änderung  des  geographischen 
Längenunterschieds  auf  der  Kugel  gleich  ist 

,,         dtp  .  sin  a  cos  Öq  j  /.>\ 

dl  =  -—  ^  -  =     -- y^°  dw  ,  (3) 

cos  p  cos' (5     ^  ^  ^ 

Man  hat  daher  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  (2)  Seite  fQr  Seite: 

,U  =  dA  _  eos  ß,  (i^r^^i)  rf^  .  (4) 

Es  ist  jetzt  der  in  Parenthese  gestellte  Faktor  von  dg>  durch  q> 
auszudrücken.  S.  220  wurde  aber  beim  Übergang  von  (6)  zu  (9) 
gefunden,  dafs 

y\'—  e*  cös*  /j  =  yi  ~  c^cös^ß^  yr- 1-  siii>,       (5) 

1  — "c*  C08»]jo 

Hiermit  wird: 

(1  _y  1—  ei c^) =1/1-0" cos^Ä; I y-fL^iß^  -l/l -"FsTn^)-  (6) 

Aus  der  soeben  mit  aufgeführten  Gleichung  für  1c^  folgt  nun  weiter 
durch  Auflösung  nach  c*,  dafs  c*  =  i* :  (sin^/J^  +  **  C08*/So)  ist  und 
hiermit  findet  sich  leicht: 

1 


V-r-Vco.»ft  =yi-i-k*coi*ß,.  (7) 
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Dies  setzen   wir  in  die  Gleichung  (6)  innerhalb   der  Parenthese  ein, 
womit  alsdann  (4)  auf  nachstehende  Form  gebracht  werden  kann: 


dl  =  dX-  cos  ßyi  -  e'  cos''  ß„  U+J"^ot'ß--Vl-k\^n^  ^       (g) 

Entwickelt  man  die  Wurzelgrölsen  rechter  Hand^  so  ist  sofort 
ersichtlich,  dafs  die  einzelnen  vax  Ir,  Ic*  u.  s.  f.  gehörigen  Glieder  ihrer 
Differenz  allesamt  durch  (cot^^y  -|-  sin^g))  teilbar  sind.  Der  Nenner 
(1  —  sin^^o  cos^g))  aber  läl'st  sich  schreiben  (cot^/J^  +  sin*^))  sin^/Jo? 
womit  der  Quotient  übergeht  in 

^Lß,  (i + r  (-"'9'  -  cot^/j„) 

+  -g-  (sin^g?  —  sin-  (f  cot^^„  +  cot^J  -) j  . 

Die  hierbei  vernachlässigten  Glieder  geben,  da  k  cot  ß  ebenso  wie  k 
ein  kleines  Glied  gleicher  Ordnung  mit  c  ist,  im  Resultat  nur  kleine 
Glieder  der  Ordnung  i*.     Setzen  wir  nun  im  Vorstehenden 

sin*9  =  2  —  -g  cos  2ip  und  sin'y  =  *    "~  -ä^^^^9>'{' -q  cos  4{p, 
so  wird  schliefslich  für  Gleichunj:^  (S)  erhalten: 

Diese  Gleichung  kann  nunmehr  integriert  werden.  Zuvor  jedoch 
vereinfachen  wir  die  Eoefficienteu  durch  Einfährung  von  \  und  n. 
Zunächst  folgt  aus  Ä*  =  c*  sin^/S^  :  (1  —  ^  C08*/Jo)  leicht,  indem  man 
im  Nenner  für  1  setzt  (sin'/Jo  +  co8*/5o): 

Jfc*  cot»/Jo  =  (e«  -  A*)  :  (1  -  6*^) .  (10) 

Da  aber  nach  S.  221  (1)  für  A;'  gesetzt  werden  kann  4Z'j  :(1  -{-  Aj)^ 


und  da  ferner  c*  =  4n  :  (1  +  ^)*;  so  i»*  auch 
l^  cot»/J„  =  4  ^(*;--^^)f(f_"*jl  =  4(«  -  *,)  +  8(n  -  ä:,)»  + .  • . ,  1 


(H) 


Jt»  _  4Ä,  —  8*,'  H . 

Man  hat  ferner  aus  der  oben  benutzten  Relation  fQr  A;*  sofort 
weiter  die  Beziehung  k*  (1  —  c*  cos*/3(,)  ^  e*  sin*/?^  und  hiermit: 


k 


§  8.    Bestimmung  des  gcognipbischen  Lriiigciiunterschieds.  231 

also  endlich: 


—  '-^'■^  =  e*  (1  +  2(n-A-.)  +  2{n-k,y  +  •..).  (12) 

Dieses  letztere  setzen  wir  in  Gleichung  (9)  im  Faktor  vor  der 
Parenthese  ein,  die  (11)  aber  innerhalb  der  Parenthese.  Dann  ergiebt 
sich  ohne  Mühe: 


<ll 


=  fn  -  I  c*cos/Jo{(l  +  H  -  2  '^'i  - 1  *'  +  •  •) 


—  -^  Ä.*!  cos  29  +  V  /^^  cüä  49  +  •  •  I (l(p  .  (13) 

Die  Formel  (13)  berücksichtigt  innerhalb  der  Parenthese  alle  Glieder 
bis  zur  Ordnung  n^  excL,  was  mit  Rücksicht  darauf^  dafs  im  Faktor 
von  cos  2(p  h]  nicht  auftritt,  besonders  hervorgehoben  werden  mufs. 
Die  gröfsten  vernachlässigten  Glieder,  welche  die  Ordnung  n^  bezw. 
k*  haben,  sind  jedenfalls  ganz  unerheblich.  Durch  die  Integration 
aber  wird  die  Konvergenz  der  Reihe  noch  verstärkt. 

Integriert  man  von  l^  bis  1^  und  nennt  den  Längenunterschied 
von  Pj  bis  P2  Li, 2,  so  folgt  unter  Zusammenziehung  der  in  sin  2^1 
und  sin  2{p^,  sowie  der  in  sin  491  und  sin  4q)^  multiplizierten  Glieder 
(vergl.  auch  Fig.  18  und  19  S.  225): 

1 ""  T  ^1  cos  2(p  sin  ^/y  -f"  "ö"  ^1'  cos  4q)  sin  2^9  +  •  •  I 

9  ==  Y  (9i  +  92)         ^9  =  9?2  —  9i  • 

Wenn  wir  die  Abplattung  K  einführen,  so  läfst  sich  der  Koef- 
iicient  von  Jtp  noch  in  eine  für  kleine  Entfernungen  vorteilhafte 
Gestalt  bringen.     Nach  S.  37  ist 

c«  =  4n  :  (1  +  nf  =  2ll :  (1  +  n) 

und  hiermit  hat  man  für  den  Eoefficienten  von  Jip  in  (14),  ebenso 
genau  wie  bisher,  die  Formel: 

*  Vcos  A,  (1  +  n  -  4-Z,-,  -  i*,'  +  .  •) 

=  n  cos  ß,  (1  -  \  k^  -  {  k^  +  ;  «/..  +  .  •) .  (15) 

Sobald  man  aber  Glieder  der  Ordnung  k;  in  der  Parenthese  rechter 


(14) 
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Hand   vernachlässigen   kann^   geht   der   Koefficient   in    die    einfache 

Form  a  cos  /J^  (1  --  y  i,)  über. 

Die  Formel  (14)  giebt  selbst  für  eine  die  ganze  Erde  umkreisende 
Linie  kaum  eine  geringe  Unsicherheit  in  den  Hunderttausendstelsekun- 
den von  Li,2f  wie  man  leicht  unter  der  jedenfalls  annähernd  zu- 
treffenden  Annahme  findet,  dafs  der  Koefficient  von  z/9?  noch  nicht 
um  n*  fehlerhaft  sei. 

§  9.  Zusammenstellung  der  Formeln  zur  Übertragung  der 
geographischen  Breite  und  Lauge  mittelst  einer  geodätischen 
Linie  von  bekannter  LSnge  und  mit  bekanntem  Anfangsazimut. 

Die  horizontale  Entfernung  PiP^'^^  s  kann   beliebig  grofs  sein. 

Zunächst  ist,  falls  nicht  die  Dimensionen  des  Erdellipsoids  nach 
Bessel  zur  Anwendung  gelangen,  zu  berechnen: 

c»  =  2a-a*       y\  —^  =1  -ü 


Vd  = 


yi  —  «• 


N. 


/ 


A 


H  m  lA 


Ost. 


S<fd. 

Fig.  20.    J£lUp«oid. 


Fig.  Sl.    KugeL 

Die  geographische  Breite  von  Pj  sei  B^,  so  ist  nun  die  reduzierte 
Breite  /S^  mittelst  der  Formel  aufzusuchen: 


tan  /?!  =  l/l  -  e«  tan  B, ;     log  VT=^  =  9,9985458.202  -    10 .    (1) 

Die  Anwendung  dieser  Formel  von  S.  40  erscheint  hier  am  ge- 
eignetsten, da  tan /3^  sofort  gebraucht  wird.  Es  ist  nämlich  dem- 
nächst das  sphärische  Dreieck  tiPoPj  (F^g*  21)  aufzulösen,  wozu 
die  Formeln  (1)  S.  76  (für  A  =  90<^  u.  s.  f.)  dienen: 

sin  ß^  cos  9]  =^  sin  ß^  j 

sin  ß^  sin  (p^  =*  cos  ß^  cos  «1.2  1  (2) 

cos  /Jq  =  cos  ßi  sin  «i.g  ) 
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cos  /3j  cos  Aj  =  cos  (f^  cos  j3„ 
cos  /Sj  sin  A^  =  sin  q>^ . 


(3) 


Die  Auflösung  der  Formeln  (2)  und  (3)  ist  eine  möglichst  scharfe 
und  auch  ganz  bestimmte,  insofern  wir  wie  bisher  ß^  positiv  nehmen. 

Es  ist  nunmehr  zu  berechnen  nach  S.  227  (1)  und  (2),  sowie 
nach  S.  224  (2)  und  S.  228  (5): 


tan  E  =  yiS  sin  ß^         log  Yd  =  8,9136593.9- 10 
log  h\  =  2  logtan  l  E ; 


#-r  9  1    —    ^1 

0..     .     .     1 


(4) 


in  Sek. 


'   1  +  T^*' 


(5) 


log     _  -^-- J—  =  2  log  cos  Y  "~  T  -^^^^^i'  + 
log  i\  M)  =    6,73469 

^*         ^  furEiiih.der7.Dec. 

log  q"  =  5,3144251.332 
log  f  -  =  8,5112358.493-10. 


Hierauf  ist  nach   den  Formeln  (9)  u.  (10)  S.  226  u.  227  weiter  zu 
berechnen : 


2öi  =  2(pi  +  Q'ki  sin  2q)i  —  \o"t:i*»iT^^Vi 

in  Sek.        in  Sek. 

log  p"  =  5,31443 


(6) 


wobei  es  ausreicht,  2ö^  auf  Hundertstelsekunden  anzugeben,  wenn  man 
weiterhin  nur  noch  Hundertausendstelsekunden  in  Rechnung  ziehen 
will;  ferner,  mit  Rücksicht  auf  (6)  S.  228: 


J(p  =  Ja  '\-%C0^2ö  sin.J(f -f"  ÄC0s4<y8in2z/cy  -\'€co%iia%in'SJo-^ 
in  Sek.      in  Sek. 

2a  =  2(Ti  +  Ja 

I0g3l  =  l0g(-p  0 +  l0g^'l -!>*''+    •• 

=  5,3144251.3« +  logi-i-|6.388];t,»-f... 

f.  Kinh.  d.  7.  Dec. 

log«  =log  (I  Q"k,*-\-)  =  5,11031  +  21ogA;,  +  •  •  • 

log  «  =■  log  T—  ^  e "  i,  •  H — )  =  5,006»  4-  »log  t,  H — 


•  \ 


(7) 


(8) 


(9) 
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Hiermit  erhält  man   ^^  =  ^^  -f-  /Jq>  und  nunmehr   durch  Auf- 
lösung des  rechtwinkligen  Dreiecks  H^qP^  °^^^  ^^^  Formeln 

sin  /3,  =  +  sin  ß^  cos  tp^ 
cos  /Jj  cos  «2 .  i  =  — -  sin  ß^  sin  q>^ 
cos  /Jg  sin  a».i  =  —  cos  ß^ 

cos  ß^  cos  X^  =  cos  9>j  cos  /3q 
cos  ß^  sin  Ajj  =  sin  ip^ 

ß^y  «sf.i  und  Aj.  Üiese  Formeln  gehen  aus  (2)  und  (3)  durch  Ver- 
tauschung von  ßi,  «1.2  und  X^  mit  ß^  bezw.  ««.i  —  180®  und  A,  hervor. 
(«2.1  ist  das  Azimut  der  Linie  P^Pi  in  P^,  vergl.  Fig.  20  und  21.) 
Da  cos  ß2  positiv  sein  mufs^  so  ist  die  Auflösung  von  (8)  und  (9) 
ganz  bestimmt. 

Aus  ß^  folgt  nunmehr  die  geographische  Breite  für  Punkt  1\ 
mittelst  der  Formel 

tan^^=  ;,---^tan/3,,        log— -i:=r- =  0,0014541.798,    (10) 

wozu  tan  ß^  bereits  aus  (8)  bekannt  ist. 

Zur   Berechnung   des    geographischen    Längenunterschieds   Li. 2 
haben  die  Formeln  (3)  und  (9)  bereits  X^  und  X^  gegeben.    Man  hat 
nun  weiter  nach  (14)  und  (15)  S.  231: 
Xi  ,=A,--Ai— cos/Jo  {X^9+fi'cos29sin^9)+C'cot4ytiii2-t/f/)-f ...} 

in  Sek.  in  Sek.  in  Sek. 

2^  =  91  +  92 

l0gX  =  l0gll-|jlf(l-{ll)Ä;i-|A/V+.- 


=  7,5241069.0—10  -  [6,33603]  A^  —  c«/ii«]*.'+ 

farEinh.d.T.Dcc. 


an) 


logg'  =  log(-  ~  q'  e%  +  -)  =  2,53678«  +  log A«,  +  •  •  • 

logC»  (i  ,/WH--)  =  I.9S5+  21ogX.  +  ... .  *) 

Wenn  man  nicht  mit  Bessds  H  rechnet,  so  andern  sich  in  den 
(11)   auch   die   für  log  Ü   und  log  (£!    angegebenen    Zahlen    etwas, 

streng   genommen   aufserdem    der   Koefficient  _  M  f  1  ~      aj  von  itj 

in  log  X.  Jedoch  wird  man  diesen  meist  beibehalten  können.  Die 
Änderung  für  log  IK  und  log  C  ermittelt  sich  mit  UQcksicht  darauf, 
dafs  jetzt  darin  log  c*  «==  7,82441  — 10  gesetzt  ist. 

*)  Behufs   ieilwciser  Benutzung   der   Kcchnung  von  (7)  setze  man   in    der 
1.  Formel  (11): 

{ -7-}  =•  X Jfp  +  iB'coB 2if  fxnJa  +  sCcosi«  mL2dc  +  •  •  • 


§  9.  Zasammensi  d.  Formela  z.  Übertragung  d.  geograph.  Breite  u.  Läoge.     23Ö 

Bei  der  Entwicklung  vorstehender  Formeln  ist  «i.»  <  180®  voraus- 
gesetzt;  damit  die  horizontale  Entfernung  s  positiv  werde.  Man  darf 
sich  der  Formeln  aber  ohne  weiteres  für  jeden  Wert  von  ai.g  bedienen 
und  doch  s  immer  positiv  setzen.  Da  nun  aber  für  ai.s>  180®  cos/^^ 
negativ  wird;  was  nach  der  ursprünglichen  geometrischen  Bedeutung 
von  ß^  als  geographische  Breite  ausgeschlossen  ist,  so  mufs  man  von 
dieser  Bedeutung  ganz  absehen,  und  es  ist  nachzuweisen,  dafs  die 
Formeln  als  solche  auch  für  ai.2>  180®  gelten. 

Sie  gelten  aber  jedenfalls,  wenn  gleichzeitig  ein  östliches  A  positiv, 
ein  südöstliches  ai.^  positiv  und  q>  nach  Osten  hin  positiv  gerechnet 
werden.  Denn  dies  entspricht  Figuren,  die  zu  den  bisher  angewandten 
Figuren  16  bis  21  symmetrisch  auf  der  andern  Seite  des  Meridians 
von  Pq  liegen.  Bezeichnen  wir  nun  jene  Gröfsen  und  die  zugehörigen 
ß  mit  Strichen,  so  ist  u.  a.  aus  (2)  und  (3): 

sin  ßo  cos  <pi  =  sin  ß>i 
sin  ßiQ  sin  {pi  «=  cos  ß[  cos  a'i  .2 
cos  ß>o  =  cos  ß>i  sin  a'i  .s 

cos  /Ji  cos  A'i  =  cos  ip\  cos  /So 
cos  ß\  sin  A'i  =  sin  g>[. 

Da  aber  /Si  =  ß^  und  ai.2  =  360®  —  «1.2  ist,  so  wird  hieraus: 

sin  ß^o  cos  91  =  sin  ß^ 

sin  ßo  sin  g>\  =  cos  ßi  cos  ai,% 

cos  /Ji  =  —  cos  ßi  sin  «i .  2 

cos  ßi  cos  X\  =  cos  q>\  cos  ß^ 

cos  ßi  sin  X[  =  sin  91. 

Setzen  wir   nun  anstatt  ßo  die  neue  Hilfsgrofse  n  —  ß^  und  anstatt 
A'i  die  Gröfse  180®  —  A^,  schreiben  femer  für  yi  einfach  ^j,  so  folgt: 

sin  /)q  cos  9?i  =  sin  ß^ 
sin  /3y  sin  (p^  =  cos  /Sj  cos  «1.2 
cos  /Jq  =  cos  ßi  sin  ffi  .2 

cos  /3,  cos  Aj  =  cos  ipi  cos  /S^ 
cos  /3|  sin  A^  =  sin  q)^ . 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  (2)  und  (3)  überein.  Ebenso 
gelten  auch  die  (8)  und  (ü)  wieder.  Auch  die  Formehi  (4)  bis  (7) 
behalten  ihre  Geltung,  da  sin  ß^  sich  nicht  ändert  und  tp'  :=fp  ist 

Was  endlich  den  Ausdruck  für  Li, 2  nach  (11)  anbetrifTt,  so  nimmt 
die  mit  oberen   Indices  an  A,  /S^  und  tp  geschriebene  rechte  Seitej 
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^  ^'  3»  1^0*^  —  jl  und  cos  /Ji=  —  cos  /Jo  ist,  den  entgegengesetzten  Wert 
im.  Die  Formel  giebt  aber  den  östlichen  Längenunterschied  Li. 2, 
wi^Wher  gleich  dem  negativen  westlichen  Längenunterschied  Li,^  ist. 
Somit  bleibt  auch  diese  Formel  für  den  westlichen  Längenunterschied 
be^t^hon. 

§  10.  Abkttrzuiig  der  Formeln.  In  den  meisten  Fällen  wird 
e«  ausreichen,  in  vorstehenden  Formeln  die  klein  gedruckten  Glieder 
wegzulassen.  Es  erzeugt  dies  in  der  Position  von  P^  höchstens  Fehler, 
die  einer  Verschiebung  von  0,001  bis  0,002  Aquatorsekunden,  oder 
0,03  bis  0,06'^  entsprechen.  Für  kleine  Distanzen  ist  der  Fehler  aber 
erheblich  geringer. 

Betrachten  wir  in  dieser  Hinsicht  zunächst  die  Formeln  (7)  für 
Jfp  und  berücksichtigen  auch  das  in  Formel  (6)  für  2<rj  weggelassene 
Glied,  so  findet  sich  als  Einflufs  der  kleingedruckten  Glieder  der 
Betrag : 

(1  9 

—  -  ÄJ  sin  2(ysin  zlö  mi^tp^  +  ^  k\  cos  26  sin  /16 

Q 


—  ^AJcosCtf  sinS^ff .  J 


(1) 


^ 


Die  ungünstigste  Voraussetzung  ist,  dafs  die  3  Teile  hiervon  sich 
absolut  genommen  summieren.  Im  Maximum  giebt  dies,  lcy=^n  gesetzt: 

q'  ~  n»    d.  i.    0,0012". 

Der  wirkliche  Maximalwert  beträgt  etwas  weniger.  Ist  d6  klein, 
so  können  wir  q>^  mit  6  sowie  sin^<r  und  sin3^<f  mit  zi6  bezw.  ^da 
vertauschen  und  erhalten  anstatt  (1) 

-  Q'hlJa  cos  20  (7  cos«  26  -  ~  ),  (2) 

dessen  Maximalwert  nahezu  gleich  ist 

+  2q'w'J6        d.  i.         +  0,002"  J6. 

Für  J6  =  0,2  giebt  dies  nur  0,0004",  welcher  Betrag  einem  Fehler  in 
s  von  etwa  0,013"»  entspricht. 

Noch  besser  erkennt  man  die  Geringfügigkeit  von  (2),  wenn 
man  den  Einflufs  auf  log  J(p  ermittelt  Dieser  beträgt  für  den 
Maximalwert  0,002"  ^(f  nur  4  Einheiten  der  9.  Decimalstelle,  da 
0,002  M:(f'  =  0,0000000.04  ist. 

Was  nun  die  kleingedruckten  Glieder  in  (11)  anlangt,  so  ist  deren 
Betrag  gleich 

g-  p"afti*  cos ß^  {3Jq>  —  cos 49  sin  2Jq>).  (3) 
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Setzt  mau  für  k^  den  Näherungswert  n  sin'/)o  und  beachtet,  dafs  das 
Maximum  von  sin^/J^  ^^^ßo  nahezu  0,3  beträgt ,  so  folgt  als  gröfster 
Betrag  von  (3)  für  eine  die  Erde  umkreisende  Linie  0,0013''.  Nimmt 
man  aber  jdlip  klein  an,  so  geht  (3)  über  in 

\  q" n^  sin*/Jo  cos /»o  ^9  (3  —  2  cos  4^) .  (4) 

Der  Maximalwert  hiervon  ist  nahezu  gleich 

O.Ag'n^Jfp        d.  i.        0,0004"  z/9? 

und  dies  giebt  för  ^tp  =  0,2  nur  0,0001".  Der  Einflufs  der  klein- 
gedruckten Glieder  in  (11)  ist  also  geringer  als  wie  in  (7). 

Nächstdem  wird  Zi.«  noch  von  den  Vernachlässigungen  in  9 
und  ^q>  beeinflufst,  jedoch  nur  in  dem  Oliede  A^  in  merklicher 
Weise  und  zwar  in  dem  Mafse,  wie  sich  bei  sphärischer  Beziehung 
ein  kleiner  Fehler  in  der  Distanz  auf  geographische  Länge  überträgt 

Die  sphärische  Rechnung  kann  für  mäfsige  Werte  der  Distanz 
8  in  der  Weise  modificiert  werden,  dafs  man  nicht  9,  und  A,  mittelst 
der  Auflösung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  HytoPs  sucht  und  daraus 
^(p  und  ^X  ableitet,  sondern  diese  direkt  durch  Auflosung  des 
schiefwinkligen  Dreiecks  Hf^i^is  bestimmt.  Man  erspart  dann  eine 
Decimale  der  Logarithmen.  Die  hierzu  erforderlichen  Formeln  gehen 
aus  den  (9)  8.  126  hervor,  wenn  anstatt  B  und  ö  gesetzt  wird  ß 
bezw.  9.  Sie  hierher  zu  stellen,  scheint  überflüssig,  da  wir  weiter- 
hin für  den  Fall  kleiner  s  besondere  Formeln  entwickeln  werden,  die 
oben  gegebenen  Formeln  aber  geographische  Breite  und  Länge  bei 
Anwendung  8  zifiEriger  Logarithmen  auch  schon  bis  auf  0,002^'  genau 
und  bei  Anwendung  7ziffriger  Logarithmen  mit  Ansetzen  der  8.  Stelle 
aus  den  Proportionalteilen  meistens  in  den  Hundertst^lsekunden  richtig 
ergeben. 

Es  mag  hier  aber  noch  eine  Formel  für  z/A  =»  A^  —  A^  Platz  finden, 
die  bei  kleinen  s  in  der  Regel  zur  Kontrolle  dienen  kann. 

Das  schiefwinklige  Dreieck  ItPiP^  giebt  nämlich  nach  dem 
Sinussatz  sofort: 

sina^  2                               sin  «2  1 
sm  ^k  =  sin  Jw ~  ■=  —  sin  Jw %--  >  (•>) 

welche  Formel  nur  für  Lagen  von  s  nahe  dem  Pole  unbrauchbar  wird. 

Zur  Erleichterung  der  Rechnung  können  die  als  Funktionen  von 
l\  auftretenden  Koefficionten  31,  X  u.  s.  f.  in  Tafeln  gebracht  wer- 
den. Als  Argument  würde  dabei  log  tan  E  zu  nehmen  sein.  Diene 
Tafeln  würden   nicht  nur  für  liessels  Dimensionen  des  Erdellipsoids, 
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sondern  für  jede  Werte  derselben  brauchbar  sein,  wenn  bei  den 
Logarithmen  von  %',  %'  und  C  bezw.  log  11  und  löge'  abgetrennt 
werden.  Für  das  aufserdem  in  log  X  vorkommende  kleine  Glied  1k\ 
reicht  ein  konstanter  Wert  von  H  jedenfalls  aus^  da  sein  Maximal- 
betrag nur  0;0004''^9>  ist  (^9  als  Arcus  genommen). 

Indes  ist  auch  ohne  Tafeln  die  Rechnung  yerhältnismäfsig  bequem. 

Sehr  bequeme  Tafeln  finden  sich  bei  ÄlbrecM  S.  207  u.  ff.  Dieselben  geben 
die  Eoefficienten  der  von  Beasd  1826  aufgestellten  Formeln  (yergl.  Engd- 
manny  Abhdlgn.  van  Besad,  Bd.  8  S.  6  u.  ff.)  und  zwar  zum  Teil  in  engerem 
Intenrall  des  Arguments  als  die  ursprünglichen  BesseZschen  Tafeln.  Diese 
Tafeln  gelten  fflr  jede  beliebige  Abplattung. 

Bessela  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  oben  mitgeteilten  haupt- 
sächlich in  zwei  Beziehungen.  Einesteils  darin,  da(s  dtp  durch  successive 
Annäherung  ans  Formel  (9)  8.  228  abgeleitet  wird,  andernteils  in  der 
Bildung  der  Eoefficienten  der  Reihe  für  L^f.    Für  diese  haben  wir  eine 

weniger  künstliche  Ableitung  gegeben. 

Wenn  es  sich  um  grolse  Distanzen  oder  um  grofse  ßechnnngasch&rfe 
handelt,  dürfte  die  Rechnung  nach  nnsem  Formeln  deijenigen  nach  Besad 
vorzuziehen  sein,  weil  dann  seine  Tafeln  nicht  ausreichen.  Für  m&Tsige 
Distanzen  jedoch  und  0,001"  Sch&rfe  ist  unter  Anwendung  seiner  Tafeln 
die  Rechnung  sehr  bequem.  Die  indirekte  Ermittlung  von  ^9  ist  hier 
nicht  nur  nicht  unbequemer  als  die  direkte  mittelst  Jü  (denn  die  2.  An- 
näherung führt  schon  zum  Ziele),  sondern  bietet  auch  den  Vorteil,  dals 
dabei  für  die  Berechnung  Yon  L^^  bereits  einige  Logarithmen  (nftmlich 

für  nn  Jip  u.  s.  t)  bekannt  werden. 

Hansen  gab  1866  in  seinen  Geodätischen  Untersudiungen  (Abh.  der  math.- 
phys.  Elasse  der  Egl.  S&chs.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig,  Bd.  8)  eine  sehr 
eingehende  Bearbeitung  des  Problems,  die  jedoch  wenigstens  für  beliebige 
grolse  Distanzen  immer  noch  eine  indirekte  Rechnung  yon  J<p  erfordert  und 
in  der  Entwicklung  von  L^  ^  Tielleioht  nicht  ganz  glücklich  gew&hlt  ist. 

In  ersterer  Beziehung  ist  es  wesentlich,  nicht  von  einer  Formel  für 
PiPf  "»  8,  sondern  Yon  einer  solchen  für  P^P^  also  von  der  vom  Scheitel 
der  geodätischen  Linie  abgerechneten  Distanz  auszugehen.  Durch  Beachtung 
dieses  ümstandes  ist  es  gelungen,  eine  direkte  Formel  für  ii  9  zu  erhalten. 

unsere  Formeln  schlijslsen  sich  insofern  und  in  Betreff  der  Einführung 
von  a  im  Ausdruck  für  L^ ^  an  diejenigen  von   Winterherg  an,  die  in 

Bd.  89  der  Astronom.  Nadw.  Nr.  2119  u.  2120  gegeben  sind.  Nur  l&Tst 
Winterberg  alle  Glieder  weg,  welche  den  hier  klein  gedruckten  entsprechen. 
Der  genannte  Autor  fulst  seinerseits  auf  den  von  Jacobi  mit  Hilfe  der 
elliptischen  Funktionen  gegebenen  Reihenentwicklungen  (CrdUs  Jonmai 
Bd.  68;  Astronom.  Nadur.  Bd.  41,  Nr.  974  u.  1006). 

Abgesehen  Ton  der  interessanten  Lüsung  der  Aufgabe,  welche  Jacoin 
mittelst  Thetafunktionen  in  geschlossener  Form  gab,  ist  es  aber  nicht  not- 
wendig (wie  unsere  Entwicklungen  zeigen)  über  die  Elemente  der  Analysis 
hinauszugehen,  um  zu  den  Resultaten  in  Reihenform  zu  gelangen.  Denn 
die  Endresultate  enthalten  nur  Reihen,  die  nach  Vielfachen  von  9  und  «, 
zwei  ganz  elementar  zu  erlangenden  Funktionen,  fortschreiten.    Die  ein- 
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sige  Beminiscenz  an  die  elliptiBchen  Funktionen  iit  bei  Winterberg  ein  in 
den  Koeffioienten  auftretender  Modnl  9,  fbr  welchen,  abgeB^en  von  Gliedern 
der  Ordnung  q^  und  hoher,  die  Relation  besteht: 


1   1  _  |/l  -  * 


»        1   /*•       **       21*«   ,        \ 


Die  Vergleichung  mit  S.  ttl  (1)  leigt,  da&  4  g  und  k^  nur  um  ^ff ik*  von 
einander  abweichen,  mithin  um  eine  GrOfse,  die  nicht  mehr  von  Bedeutung 
ist.    Setit  man  in  unseren  Formeln 

k,  -4g-.16«»  +  ..., 


so  wird  man  einerseits  keine  Yerstftikmig  der  Eonyergeni  der  KoefBdenten- 
reihen  bemerken,  wfthrend  andrerseits  die  Fonneln  mit  denen  von  Winter- 
herg  gegebenen  bei  Vemachl&ssigiBig  Ton  q*  identisch  werden  (abgesehen 
von  hierbei  unwesentüchen.  Modifikationen,  die  uns  in  anderer  Besiehung 
wünschenswert  schienen).  Man  vergleiche  unsere  ausfShrlichere  Darlegung 
in  den  Astronom,  Nathr.   Bd.  94,  Nr.  2268,  8.  814;  1879. 

Hcmeen  f&hrte  in  seinen  Reihenentwicklungen  ebenfalls  q  ein,  wfthrend 
Besed  ib|  benutste  (von  ihm  t  genannt). 

Wir  erwähnen  noch  die  Bearbeitung  des  Problems  durch  Baeyer  (vergl.  Da$ 
Messen  auf  der  sphäroidisühen  Erdoberfläche,  Berlin  1862  S.  62  u.  iL  und 
besonders  das  8.  Heft  der  als  Manuskript  gedruckten  Wiseemehafüit^en 
Begründung  der  Bedmumgsmethoden  des  Zentrdibureaus  der  Europäisehen 
Oradmessung,    mit    Tafeln).     Die   Ausdrücke   Baeyers  fflr   8  und    L^^ 

setaen  sich  aus  der  Differenz  je  zweier  Reihen  zusammen,  die  fiEür  s  nach 
Potenzen  von  sin'f^i  bezw.  sin'^,,  für  L^^  nach  denen  von  cos'/l|  besw. 

cos'^,  fortschreiten.  Die  Tafeln  geben  die  Eoefficienten  nicht  in  loga- 
rithmischer Form  und  sind  nur  brauchbar  für  Beeteis  Ezcentridtlt  des 
Erdellipeoids.  Eine  direkte  Berechnung  der  Eoefficienten  (oder  ihfer 
Logarithmen)  dürfte  weniger  bequem  sein,  wie  bei  den  andern  erwfthnten 
Lösungen.  Es  gilt  die  Lösung  aber  auch  wie  bei  den  andern  Autoren 
ohne  Rücksicht  auf  die  Gröise  von  s. 

In  mehrerer  Beziehung  interessant  ist  die  Schrift:  Die  Kürseste  auf  dem 
Erdsphäroid  von  Badwven  wm  EM^  1866.  Hier  wird  direkt  mit  der 
geographischen  Breite  gerechnet,  anstatt  mit  der  reduzierten,  worin  wir 
aber  keinen  Vorteil  erblicken  können,  da  die  Reihenkonvergenz  abnimmt, 
wie  für  die  lineare  L&nge  im  speziellen  Falle  des  Meridianbogens  schon 
gezeigt  worden  ist,  und  da  im  übrigen  die  Rechnung  nicht  einfacher  wird« 
Verfasser  untersucht  namentlich  auch  den  Lauf  der  geodätischen  Linie, 
auf  welchen  wir  in  einem  der  nächsten  Eapitel  eingehen. 

Zuerst  wohl  hat  Legendre  die  geodätische  Linie  zur  Übertragung  geo- 
graphischer Eoordinaten  benutzt,  und  zwar  gab  er  1806  in  einer  Abhandlung 
in  den  Memoiren  der  franz.  Akademie  sowohl  allgemein  gültige  Formeln 
wie  Reihen  für  kurze  Distanzen  (nach  Trepied,  vergl.  weiterhin  das  6.  K^^i). 
Dagegen  benutzt  er  noch  1799  S.  14  u.  ff.  des  Werkes:  Delambre,  Mähodes 
antdytiques  pour  la  Determination  d*un  Are  du  MMdien  fflr  letzteren 
Zweck  sphärische  Distanzen.  Die  Einführung  der  Hilfsgröfse  9  wird  all- 
gemein Legendre  zugeschrieben  unter  Hinweis  auf  seine  Thiorie  dm 
fonctiona  eüiptiquee,  1826. 
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Nach  Soldner  {Die  hai^enathe  Lcmdesoermeseung.  1878;  S.  588)  haben 
schon  EyXer  {Mim,  de  VAe,  dt  Berlm  1768)  und  dni  Sijowr  Torgetchlagen, 
die  terrestrischen  Distanien  als  kflrseste  Linien  sa  betrachten,  nnd  dem- 
gem&Ci  die  Übertragung  geographischer  Koordinaten  durchgeführt 

Nach  Todhufiier,  Higtary  of  ÄUraction  ete.  Bd.  1;  S.  88  u.  118,  hat  anch 
schon  ClairaiU  in  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie  ffir  1788  (publiziert 
1786)  die  geod&tische  Linie  auf  Rotationsflächen  behandelt  und  swar  aus- 
gehend Ton  ihrer  (weiterhin  su  betrachtenden)  Eigenschaft  aU  kürzeste  Linie. 
Er  fsnd,  dals  fftr  jeden  Punkt  der  Abstand  you  der  Botationsaxe  mal  sin  a 
(d.  i.  beim  EUipsoid  cos  ^  sin  a,  8.  S16)  eine  Konstante  ist  und  bemerkt, 
dafii  die  Linie  nur  auf  der  Kugel  eine  ebene  Kurve  wird.  Zu  dieser  Unter- 
suchung wurde  er  durch  Caseinii  Vorgehen  (yergl.  jene  Memoiren  f.  1784), 
Dreieckspunkte  durch  Perpendikel  auf  einen  Hauptmeridian  lu  beziehen, 
yeranlalst,  und  wies  nach,  da(s  diese  Perpendikel  streng  genommen  kürzeste 
Linien  seien. 

§  11.  Zahlenbeispiel  IT.  Wir  wählen  ein  Beispiel,  das  yon 
Baeyer  (Bechnnngsmethoden,  3.  Heft  S.  22)  scharf  berechnet  ist 
und  auch  yon  Wmterberg,  Hansen  und  Älbrecht  behandelt  wurde. 
Oegeben: 

B^  —  65«  45'      log  8  —  7,1495432.083     ai.,  —  83«  23'  51,200". 

Die  Formdn  des  %  9  S.  232  u.  ff.  geben  nun  der  Reihe  nach*^): 

log  tan  JBi  —  0,1669321.238 

9,9985458502  -  10 

log  tan  /),  —  0,1654779.440 
log  sin  /l,  —  9,9168283.498  —  10     log  sin  ai.t  —  9,9971101.048  -  10 
log  cos  ß^  —  9,7513504.058  -  10     log  cos  ai.»  —  9,0606205.339  —  10 

sin  /So  cos  9>i  —  [9,9168283.498  —  10] 
sin  /Jo  sin  q>,  —  [8,8119709.397  —  10] 
cos  ßo  —  [9,7484605.106  -  10] 

cos  A  cos  X,  —  [9,7471248.284  -  10]  J 
cos  ft  sin  Aj  —  [8,8938069.077  -  10]  J 
Hiemach  ist 

log  tan  9>i  —  8,8951425.899  —  10   und   y^  —  4«  29' 28,76702" 
log  sin  94  —  8,8938069.077  —  10 


log  cos  9i  —  9,9986643.178  —  10 
log  cos  A^  —  9,9957744.226  —  10 
log  sin  Aj  —  9,1424565.019  -  10 


log  sin  /lo  —  9,9181640.320  —  10, 


Aj  _  7«  58'  46,75083", 


\ 


*)  Zar  Vergleichnng  mit  der  Rechnung  nach  anderen  Formeln  sind  alle  Zahlen 
angesetzt,  die  im  Verlaufe  der  Rechnung  entstehen,  abgesehen  Ton  denen  fftr  die 
Interpolation  der  Logarithmen  und  solchen,  die  im  Kopfe  behalten  werden  kOnnen. 
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log  sin  ^0  UD<1  log  cos  ß^,   ebenso  wie   log  cos  Aj   und   log  sin  A^  ge- 
hören innerhalb  der  Genauigkeit  der  Tafeln  zu  demselben  Winkel. 

Zur  Berechnung  von  ibj  und  /Ja  ist  weiter: 


log  ys       =  8,9136593.9  -  10 
log  sin  /So    =  9,9181640.3  -  10 


log  tan  ^  =  8,8318234.2  —  10 

log  tan  -|^  =  8,5302938.5  —  10 

log  Ä,  =  7,6605877.0  -  10; 
log  s     =  7,1495432.083 


.E==3''53'    2,429" 


E 


:-  =  1   50  31,2145 


log 


8,5112358.493  —  10 


log  (I-m)  =  6,73469 
21og&i     =4,12118 


-  10 


E 


2  log  cos  ;  =  9,9995009.748  —  10 
Summa  =  5,6602800.324 


Summa  =  0,85587 
num.  =  7.176 


log  ^<T  =  5,6602793.148 

in  Sek. 

Jß  =  457382,25862"  =  127«  3'  2,25862". 


Die  Berechnung  von  2<Si  ergiebt: 


log  q"  =  5,31443 
log  Äi  =  7,06059  -  10 
l  log  sin  29,  ==  9,19350  —  10 

Summa  =  1,56852 

29,  =  8«  58'  57,534 

[1,56852]  =       +  37,027 

[8,021,  —  10]  =       -    0,010 


log(-|c")  =  4,411, 

21og  Ä,  =  4,121  -  10 

l  log  sin  49>,     =  9,489  —  10 

Summa  =  8,021»  — 10 

2<yj  =     8»  59'  34,551" 
2ö  =136     2  36,810. 


Hieraus  hat  man  folgende  Rechnung  für  ^g>  und  <p^: 

log(-(>")  =  5,3144251.3,. 


log  (  I^m)  =  6,388 

21og  fc,  =  4,121  —  10 
Summa  =  0,509 

log(|-p")- 5,110 

21og  Ät     =  4,121  -  10 
log  4  =  9,23T— ~iÖ^ 

Helmert,  inathcni.  u.  phyaikal.  Theorieeii  df>r  höh.  Oeodäiie. 


log  k^         =  7,0605877.0 
—  [0.509]  =  —  3.2 


-  10 


log  :X,  =  2,3750125.1 

log  (-  -g-  9")  =  5,096, 
31og  *,  =  1,182 


-10 
log  d  =  6,278,  -  10 

IC 
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log  31  = 

■■  2,3750125.1. 

log«  = 

:  9,231 

10 

log  cos  20  = 

9,8572526.9.-10 

log  cos  40  == 

8,561 

10 

log  sin  ^0  = 

9,9020591.7      10 

log  sin  2^^0  = 

9,983. 

-  10 

Summa  ^= 

2,1343243.7                          Summa  = 

log  €  =  6,278.  -  10 
log  cos  6ff  =  9,825  —  10 

7,775. 

-  10 

log  sin  3z/0  =  9 
Summa  =  5 

,557  -  10 

,660.  -  10 

f                   ^0  =  127»  3'  2,25862" 

[2,1343243.7]  —  +     2  16,24620 

[7,775,       10]  =                      596 
[5,660.  -  10] 5 

^tp  =  127»  5'  18,49881" 

=  457518,49881". 

Zur  numerischen  Prüfung  der  Formeln  wurde  (^9  —  ^a)  auch 
nach  Formel  (9)  S.  223  berechnet  Es  fand  sich  hierbei  derselbe 
Wert  wie  vorher,  nämlich: 

2^  16,24140"  —  0,00122"  +  0,00000"  =  2'  16,24018". 

Man  hat  nun  weiter 
^^j  <p^  =  13P  34'  47,26583" 

log  sin  9,  —  9,8739202.704  —  10,    log  cos  9,  =  9,8219472.649,  —  10. 

Femer: 

sin  /},  =  [9,7401 112.969n-  10] 

cos  /J,  cos  a«.i  =  [9,7920843.024,  —  10] 

cos  /Jj  sin  «2.1  =  [9,7484605.106«—  10] 

cos  ft  cos  A2    =  [9,5704077.755,  —  10] 

cos  ft  sin  X^     =  [9,8739202.704  —  10] 

Damit  wird: 

log  tan  a2A  =  9,9563762.082  —  10     «2.1  =  222<»   T  37,98543' 

log  tan  A3     =0,3035124.949,  A,  =  116^26'    3,37617' 

log  sin  «2.1  —  9,8265794.683,  — 10     log  sin  k^  =  9,9520392.280  —  10 

log  cos  «2.1  —  9,8702032.601,  — 10     log  cos  X^  =  9,6485267.332,  — 10, 

und  hieraus  folgt  mittelst  obiger  Gleichungen 


k// 


i/r 
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log  cos  ft  =  9,9218810.423  —  10 , 

dreimal  übereinstimmend  und  einmal  mit  4  anstatt  3  in  der  10.  Deci- 
malstelie.  Dieser  Wert  fQr  log  cos  ß^  gehört  innerhalb  der  Genauigkeit 
der  Tafeln  demselben  ß^  an,  wie  der  oben  angegebene  log  sin  ß^. 

Es  ist  weiter  : 
log  tan  ß^  =  9,8182302.546»  -  10 


-  log  Vi  —6^  =  0,0014541.798 

log  tan  JSg  =  9,8196844.344«  -  10;    B^  =  -  33^  26'  0,00002". 

Man  hat  endlich  noch  zur  Berechnung  von  Li. 2: 
^A  =  A,  -  Ai  —  108«  27'  16,62534". 


Femer: 


logjljf(l 


6,33603 


T«)l- 
log  hl  =  7,06059  —  10 


Summa  =  3,39662 


log« 
[3,39662] 
[0,333] 


=  7,5241069.0 
-=  —  2492.4 
=     -        2.2 


log(|-JJf)=G,212 

2  log*,      —4,121 
Summa  »=  0,333 

-  10 


—  10 


log  X  =  7,5238574.4  —  10 


log  (- 


e»)  =  2,53678« 
log  t,  =  7,06059  — 10 


1 


1,935 


log  r  =  9,59737,- 10 


21og  Ä,  =  4,121  —  10 
log  €  ■=  6,056  -  10 


log  cos  ßo 
logX 
log  ^9 


9,7484605.1  -  10 
7,5238574.4  -  10 
5,6604086.6 


Summa  =  2,9327266.1 


log  cos  /J„ 
log«' 
log  cos  299 
log  sin  z/9> 


9,74846  —  10 
9,59737.-  10 
9,85745,  -  10 
9,90184  —  10 


Summa  —  9,10512  —  10 


log  008  /Jo 

logC 

log  cos  49 

.  logsia2i^9) 

Summa  > 


9,748 
6,056 
8,572 
9,983. 


10 
10 
10 
10 


4,36. 


-  10 


log  sin  Jk 


Resultate: 


'"      S7,98«' 


k'/ 


ift 


0,000' 
60,000' 


k. 
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Es  ist  daher  für  Li.«: 

A^  -  A,  =  108«  27'  16,62534" 
-  [2,9327266.1]  =  ~     14  16,49848 
-  [9,10512  -  10]  =  —  0,12739 

+  [4,36  -  10]  =  0 

2,1.2  =  108^2' 59,99947". 

Die  Berechnung  von  dk  aus  der  1.  Gleichung  (5)  S.  237  giebt 

[  9,9018424.667  -  10  | 
9,9971101.048  —  10     =  9,9770715.292  —  10 
0,0781189.577  ) 

mit  Jk  =  108«  27'  16,6254".  Die  Bestimmung  ist  aus  leicht  ersicht- 
lichem Grunde  nicht  sehr  scharf  und  auf  0,0001"  unsicher.  Übrigens 
pafst  der  Wert  gut  mit  dem  oben  gefundenen.     Die 

«2.1=    222«  7' 37,98543' 

^2=  — 33«26'   0,00002' 

lXi.2=    108n2' 59,99947' 

stimmen  mit  den  neben  angeschriebenen  Ergebnissen  von  Baeyers 
Rechnung,  bei  welcher  zwar  zehnziffrige  Logarithmen  benutzt,  aber 
die  Ergebnisse  der  logarithmischen  Rechnung  nur  bis  zu  (len  Tausendstel- 
sekunden incl.  angeschrieben  sind,  völlig  überein,  soweit  dies  er- 
wartet werden  kann.  Baeyers  wie  auch  Bessels  Tafeln  genügen  im 
vorliegenden  Falle  wegen  der  Grofse  von  s  nicht  zu  einer  Genauigkeit 
auf  Hunderttausendstelsekunden;  nun  gestatten  allerdings  die  Formeln 
beider  jede  wünschenswerte  Genauigkeit  zu  erreichen,  aber  die  direkte 
Berechnung  der  Eoefficienten  ist,  wie  bemerkt,  mühsamer  als  oben. 

§  12.    Zahlenbeispiel  I.    Gegeben: 

B,  =  52«  30'  16,7"       s  —  529979,5784'''      ai.«  —  239«  33'  0,68921". 

S.  43  ist  bereits  ß^  berechnet,   sodafs  wir  es  hier  nicht  noch- 
mals aus  der  Tangente  zu  berechnen  brauchen: 

/3,  =  52«  24' 43,01137". 

log  sin  ß^  =  9,8989537.053  -  10    log  sin  «1.2  =  9,9355442.63U  -  10 
log  cos /3i  =  9,7853155.518  -  10    log  cos  «1.2  — 9,7048223.603«  —  10. 

Die  Formeln  S.  232  u.  flF.  geben  nun: 

sin  /Jo  cos  q)i  =  [9,8989537.053  —  10] 
sin  /Jo  sin  g>,  =  [9,4901379.121«  —  10] 
cos  /Jo  =  [9,7208598.149»  —  10] . 


t  18.   Zahlenbeispiel  I. 
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Hieraos  folgt: 

log  tan  9>i  —  9,591 1842.068» 
log  sin  9>i  —  9,5604238.251  •• 

log  sin  /Jo 
Femer  ist: 


10   Vi  —  —  21«  18*  40,05148" 
10   log  cos  9,  —  9,9692391.183 
.  9,9297145.870  — 10. 


—  10 


cos  ßi  cos  A,  =»  [9,6900989.332,—  10] 
cos  ßi  sin  A,  =  [9,5604233.251.—  10] 


and  hiernach: 

log  cos  Ai  = 
log  sin  Aj  •— 


9,9047833.814.— 10  \ 


9,7751077.733.—  10 


A,  =  216«  34'  13,42302". 


Es  ist  nun  weiter: 


log  yj  —  8,9136593.9  -  10 
log  sin  /Jo  -=  9,9297145.9  -  10 
log  tan  £  —  8,8433739.8  -  10  JE  «=■  3«  59'  18,097" 


E 


E 


log  tan  ^  =  8,5418171  —10   ^  =  1«  59' 39,0485" 

log  jfe,  —  7,0836342  -  10 
log  s  »  5,7242591.353 
log  i-  =  8,5112358.493  -  10 

-  9,9994737.942  -  10 


21og  cos  -^ 


log  (-J^lf)-- 6,73469 
21og  ti     =  4,16727  -  10 


Summa  —  4,2349687.788 


Summa  <—  0,90196 
nom.  —  7.979 


log  J9  •»  4,2349679.809 

in  SA. 

z/tf  =  17177,81736"  —  4«  46'  17,81736". 


Die  Berechnung  von  2tf,  giebt: 

29, 
q"\  sin  2ipi 

—  -r-  ffh]  8in4  tpi 


log  sin  29,  =  9,83069.  —  10 
log  sin  49,  -=  9,999,     —  10 


—  42«  37'  20,10 
2  49,34 


=  + 


0,04 


2tf,  —  -  42«  40'   9,40" 
2tf  -=  —  37  53  51,68. 


Die  Berechnung  von  Jtp  giebt: 
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log  sin  /16 

=  8,9200407 

—  10 

logco8  2<y     —9,8971371 

-  10 

log3l  =  2,3980589. 

log  sin  2^<y  ==  9,21959 

10 

log  «  =  9,27758       10 

log  cos  4  <y     —9,38985 

10 

log  d  ==  6,35.      —  10 

log  sin  3^(r  =  9,393 

10 

log  cos  6  <y    —9,604« 

-  10 

t 

^0  = 

4»  46'  17,81736" 

%  cos  2<r  sin  ^e   =  — 

16,41484 

< 

6  cos  4a  sin  2J0  ^  -|- 

0,00771 

(E  cos  6(Tsin  S 

;//<»  =  + 

z/9>  = 

2 

17 

161,41025"  — 

4"  46'    1,41025" 

9  =  - 

-  18«  55' 39"; 

9i  — 

21   18  40,05148 
16»  32'  38,64123" 

1 

log  sin  9,  =  9,4544678.545»—  10    log  cos  9,  =  9,9816378.827  -  10. 


Hiermit  erhält  man  weiter: 


V 


sin  ßi  = 

cos  ß^  cos  tti.t  = 

cos  /},  sin  «2.1  -= 

cos  /{,  cos  A,    <=> 
cos  ß^  sin  A|    >= 


[9,9113524.697 
[9,3841824.415 
[9,7208598.149 

[9,7024976.976« 
[9,4544678.545. 


10] 
10] 
10] 

10]  ) 
10]. 


Dies  giebt: 


log  tan  at.  1  =  0,3366773.734 
log  tan  A,  =9,7519701.569 
log  sin  a«.  1  =  9,^582216.230 
log  cos  at.  1  =  9,6215442.496 

und  es  wird 


10  A, 

10    log  sin  A( 
10    log  cos  Aj 


65«  16'    9,36534" 
209«  27'  43,28944" 
9,6918296.627«— 10 
9,9398595.058»— 10, 


log  cos /S,  =9,7626381.919  —10    bezw.  .918  je  2mal; 

log  tan /S,  =0,1487142.779 

log  tan  B,  =  0,1501684.577;     B,  =  54«  42'  50,60000". 

Femer  ist  ^A  =  A,  —  A,  —  —  7«  6'  30,13358".  Zu  weiterer  Kon- 
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trolle  kann  man  dieses  nochmals  mittelst  des  Sinussatzes  aus  Jtp  be- 
rechnen, vergl.  S.  237  (5),  und  erhält  mit  log  sin  Jq)  »=  8,9196266.655 
—10  aus  ai.s  sowohl  wie  aus  a%,ii 

log  sin  JX  =  9,0925327.367n-10;    ^A  =  -  7«  6'  30,13350". 

Dieser  Wert  ist  als  der  genauere  beizubehalten.  Bei  Berechnung 
Yon  Zi.9  findet  sich  nun  weiter: 

log  Jtp  =  4,2345530  log  7C  =  7,5238439  -  10 
log  cos  2^  =  9,8974  —  10  log  t!  =  9,6204»  —  10 
log  sin  ^q>  =  8,9196  -  10    log  «'  =  6,10  —  10 


Die  Berecbnong 
das  3.  und  4. 
Oliedei  mit  a 

•rgiebt  dieielben 
Werte. 


z/A  =  -  7«  6'  30,13350" 
—  cos  /Jo  .  X ^9  =  +  30,14788 

—  cos  /Jq  .  tl  cos  2fp  sin  ^(p  =  —  0,01440 

—  cos  /Jq-®'  ^^^  4^  sin  2  ^fp  =  0 

Li.,  =  -7^6'    0,00002". 
Man  hat  somit  als 

/   JB,  =  54«  42^  50,60000" 
Resultat:     |lri.2=    V    6'    0,00002"öetuch 
|a,.i  =  65M6'    9,36534". 

§  13.  Bestimmang  der  geodätischen  Linie  aus  der  geo- 
graphischen Lage  zweier  Punkte.  Diese  Aufgabe  ist,  abgesehen 
Yom  Falle  eines  kleinen  Abstandes  beider  Punkte  (der  in  einem  spätem 
Kapitel  behandelt  werden  wird)  noch  nicht  direkt  gelöst  worden. 

Man  löst  aber  dieselbe  indirekt  dadurch,  dafs  man  aus  dem 
schiefwinkligen  sphärischen  Dreieck  lt)P||ls  Fig.  21  S.  248  mittelst  der 

Seiten  ~  —  ß^  und  —  —  ß^  sowie   mit   Hilfe   des   Zwischenwinkels 

z/A  «s  Aj  —  k^,  woftir  man  in  1.  Annäherung  Li,%  setzt,  ai.g,  a%,i  und 
/lq>  bestimmt  Nun  lassen  sich  vorläufige  Werte  von  g)^,  tp^y  ßQ,  k^ 
ermitteln,  worauf  die  Gleichung  zwischen  Zri.s  und  jJX  den  Unter- 
schied beider  angiebt. 

Man  erhält  dadurch  einen  bessern  Wert  für  ^X,  womit  eine 
neue  Auflösung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  erfolgt  u.  s.  f.,  bis  der 
Unterschied  Li.%  -—  ^X  konstant  bleibt. 

Zur  Auflösung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  lt|tx9s  benutzen  wir 
die  Crotf/aschen  Gleichungen  (vergl.  S.  131): 
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«21  H""i.»    •     äf^ 

sin ^ sin  - 


cos  - 


"2.1 +  '^1.  2     .      ^^ 


Sin  -^r-  = 


2  2 

Sin r COS 


''^2.1  ''1.2  ^<P 


cos  — 


''2.1  —  "1.2        -^qp 


2  ^^«    2 


-  sm  '^^      '^'  cos  — 

-  cos  ^^   '       sm  — 

+  cos  ^^         '^'  ^^^    o" 

+  sm  --p-  sm  Y 


(0 


und  beschränken   uns  bei  der  Auflösung  auf  die  Annahme  ^9  <  n. 


N. 


Ai 


^:t^ 


y 


Hi  m  iA 


West. 


Ost. 


Süd. 

Fig.  20.    ElUptoid. 


Fig.  21.    KogeL 


Zur  Berechnung  von  /3^  und  ß^  aus  B^  und  B^  ist  die  Formel 
anzuwenden: 


tan  /?  =  }/l  -  e^  tan  JS;  log  }/l  —  c«  =  9,9985458.202  -  IO5    (2) 
zur  Bestimmung  von  Jk  aus  Li,%  aber  führen  die  Formeln: 

^A  =  ii.2+COS/jQ{3l'^qP  +  Ä'cOs29)Sin^qp  +  «'coi4yiint^y-^ }  ' 

U  Sek.      in  Sek.  in  Sek. 


logX=  log a  —  Y M\l  —  y  a)  A:^  - -3- Mk,*-\. . . . 
=  7,5241069.0  —  10  —  [6,33603]  k^  - 16.212]  *.»+... 

für  Einh.  der  7.  Deo. 

log«'=  log  (-  ^f'Vij  +  •••)  =  2,53678,  +  log  A;,  H 

log  «•  =>  log  (-  d"  <»*,'  H )  =  1,935  +  »  log  *,  H ; 


(3) 


sin  ß^^  cos  91  :=  sin  /S^ 

sin  /Sq  sin  q>i  s=  cos  /S^  cos  ai .  s 

cos  ß^  =  cos  /Jj  sin  ai .  s 


oder 
auch 


sin  /Jq  cos  9>2  *==  "H  ®^^  ßi 

sin  /3q  sin  ^g  =  —  cos  /J,  cos  «j. 1 1  (4) 

cos  /Sq  «=s  —  cos  ß^  sin  at .  1 
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tan  E  =  Yd  sin  ß^]        log  Y'd  —  8,9136593.9—10 


log*! 


E 


(5) 


B  2  log  tan- 

Bei  einer  ersten  Berechnung  von  ^A  wird  man  die  Glieder  mit 
k^  weglassen.  Wie  im  übrigen  der  Gang  der  Rechnung  ist,  lassen 
am  besten  die  folgenden  Beispiele  erkennen. 

Hier  ist  zunächst  noch  hervorzuheben,  dafs  für  itife^t^  Entfernungen 
ein  vom  vorigen  etwas  abweichendes  Verfahren  sich  empfiehlt,  bei 
welchem  man  in  1.  Annäherung  in  die  (1)  nicht  für  z/A  einfach  Zri.« 
einführt,  sondern  besser  (wie  Albrecht  S.  80  angiebt)  eineu  Wert,  den 
die  Anwendung  der  folgenden  beiden  Formeln  liefert  : 


z/Aj  =  ii.2  +  p'ä  cos  ßi  cos  /J,  sin  ii.g 

In  Sek.         in  Sek. 


z/A 

in  Sek. 


/^i.2  +  p'ä  cos  ßi  COS  ß^  sin  JXi  + 


(6) 


in  Sek. 


Zu  diesen  Formeln  gelangt  man  sofort,  wenn  man  in  der  1.  Glei- 
chung (3)  alle  Glieder  mit  ki  vernachlässigt,  also  X"»ll  setzt,  aufser- 
dem  aber  für  /J(p  sinz/97  schreibt  und  nun  beachtet,  dafs  in  Strenge 
ist  (vergl.  die  3.  Gleichung  (4)  oben  und  S.  237  (5)): 

cos  ß^  sin  ^(f  «s  cos  ß^  sin  ai.2  sin  z/9  =  cos  ß^  cos  ßi  sin  z/A. 

Es  wird  sich  weiterhin  zeigen,  dafs  bei  kleinen  Distanzen  die 
(6)  den  Wert  von  z/A  auf  Tausendstelsekunden  genau  geben  und  dann 
ist  die  ganze  Rechnung,  insofern  man  sich  mit  dieser  Genauigkeit 
begnügt,  als  eine  direkte  zu  betrachten.   [Vergl.  noch  S.  264  (3).] 

Wenn  nun  bei  fortgesetzter  Annäherungsrechnung  z/A  sich  nicht 
mehr  ändert,  so  kann  dann  s  aus  ^(p  abgeleitet  werden  nach  den 
Formeln  (vergl.  S.  223  (9)  und  S.  233  (4)  u.  (5)): 


.}^  dtp  +  (^1—  8  *•')  cos  2(p  sin  dtp 


1  —  ^•l 


p      iuSek 


—  —  A.^cos  4op  sin  2zlw 

o 

log  h-  =  1,4887641.507      log  (-  g')  =  5,90010 


log  \  =  6,8031892.8 


log^*"  =  MM 


1  +  X*''                           E         6 
log-j^^—  =  2  log  sec  —  +  -  Jtf Ä,»  H 

log  (—  M)  =  6,73469     und    log  l—  --  ll\  —  6,SIS«  ftt(Eii>h.d«r7.D«e. 


(7) 
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Die  Formeln  des  §  9  ond  des  §  18  dieses  Kapitels  gestatten  die  Lösung 
aller  Aufgaben,  die  sich  auf  die  Lage  von  2  Punkten  beziehen.  (VergL 
hierzu  die  ausführliche  Darstellung  von  Winterberg,  Astronom.  Nachr. 
Bd.  96.  Nr.  2271  u.  ff.  8.  228  u.  ff.,  auch  Hansen,  Geodät.  Untersuchungen.) 
Mit  Hilfe  des  in  den  genannten  Paragraphen  Gegebenen  lassen  sich 
u.  a.  ohne  weiteres  die  wichtigsten  Aufgaben  über  beliebig  grofse  geo- 
dätische Dreiecke  lösen,  insbesondere  diejenige  seiner  Bestimmuqg  aus 
2  Seiten  und  dem  Zwischenwinkel,  wenn  die  geographische  Lage  und  die 
Azimute  im  Scheitel  des  letzteren  gegeben  sind. 

§  14.   Zahlenbeispiel  IT.    Gegeben: 

B,  =  55M5',        B^  =  —  33^26',        ii.2  =  108«  13'. 

Wir  rechnen  mit   7ziffirigen  Logarithmen   (Tafeln   v.  Bruhns)  unter 
Mitfährung  der  8.  Decimalstelle  aus  den  Proportionalteilen. 

Zunächst  ist  nach  Formel  (2)  S.  248: 


f  log  VT=^=9,9985458.2— 10         (log|/r^=  9,99854585  — 10 


logtanJS,  =0,1669321 


logtanj?, —9,8196844,. 


logtanft -»0,1654779.2— 10  logtanft— 9,8182302.2«— 10 

ß^ — 55«39'38,500"  A = -  33<>  20' 42,642" 

logsinft — 9,9168283.4  - 10  logsin  /J, = 9,7401 1 12.6»  - 10 

logcosft =9,7513504.2— 10  log  cos ft— 9,9218810.5  —10. 

Die  Formein  (1)  S.  248  geben  hiermit: 
sin  5Ll+!^iJ sin  ^  =co8  ^  [9,8456844.2  - 10]  =  [9,6138  - 10] 

cos "'•''^"'•' sin  ^  —  sin ^ [9,9917124.5- - 10]  =  [9,9003»— 10] 
sin  ^I^LilZl'iJ  cos  ^^  =  cos  ^[9,8532202.1  -10]  — [9,6213  —10] 
cos  "ÜLlZü^iJ  cos  ^  =  sin  ^  [9,2867058.0  — 10]  —  [9,1953— 10] . 

Die  äufsersten  rechten  Seiten  beziehen  sich  auf  die  Annahme 

^A  =  108n3'. 
£s  folgt  damit: 

Jq>  —  126"5r,        J(p  =  457020",        log  ^q>  =  5,6599; 

ai.,  =  83n3',        «2.1  =  222^' 

und  nach  den  3.  Gleichungen  (4)  S.  248  übereinstimmend: 

log  cos  /Jo  —  9,7484  —  10. 
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Hiermit  ergiebt  sich  nunmehr  in  2.  Annäherung  aus  Formel  (3)  S.  248: 

z/>l=Xi.2  +  L9;7484  — 10  + 7,5241 -10  +  5,6599]  =  108«27' 16". 

Mit  diesem  Werte  von  ^X   erhält   man  aus  dem  obigen  Glei- 
chungssystem: 

«2.1+«J.2 


sin 


2 


"2.1  +  <^1.2 
COS r 


Sin 


COS 


*2.1  — <'l.2 


«2.1  —''1.2 


sin  ^  —  [9,612522  - 10] 
=  [9,900916«- lOJ 
=  [9,620058  — 10] 


=  [9,195910  -10]; 


9iU 

2 

sin 

dtp 
2 

COS 

dtp 
2 

Of\S, 

dtp 

2  2 

Jtp  =  127»5'  18,1",    «,.,  =  83»23'51,0",    a,.i  =  222«r37,8". 

Das  1.  Systctn  (4)  S.  248  giebt  jetzt: 

sin  /3o  cos  9?,  =  [9,916828  —  10] 
sin  /Jo  sin  9),  =  [8,811974  —  10] 
cos  /Jo  =  [9,748460  -  10],  i 

9),  =  4»29'28,9",        logsin  ß^  =  9,918164  —  10; 

die  beiden  Werte  von  /Ig  aus  cos  ß^  und  sin  ß^  stimmen  hinlänglich 
mit  einander  überein. 

Man  hat  nun  zur  Berechnung  von  ^X  aus  Li.t  in  3.  Annäherung 
nach  den  Formeln  (5)  S.  249  und  (3)  S.  248: 

29,  =  8"58'57,8",    29  =.  136«4'  16",    J<p  =  457518,1" ; 

(  log>/d  =  8,913659—  10 
logsin /3„  =  9,918164  — 10 


log  tan  £=  8,831823  —  10 

logtan|=  8,530293  —  10 

log  /.-,  =  7,060586  -  10 


7!;  =  3»53'  2,4" 


E 


=;=1<»56'31,2" 


2 


log  r = 9,597,    - 10 

log  X  =  7,5241069  —  10  —  2492  =  7,523858  -  10, 

Einh.d.T.Oeo. 

wobei  in  log  X  die  Glieder  mit  li^*  weggelassen  sind.    Es  ist  femer: 

log  cos  /Jo  =  9,748  —  10 


log  cos  /Jo  =  9,748460  —  10 

log  X    =  7,523858  -  10 

log^f  9)  =  5,660408 

Summa  =  2,932726" 


logi'       =9,597,-10 

log  cos  29>  =  9,857«—  10 

log  sin  ^9)  =  9,902  —10 
Summa  —  9,104  —  10 
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[            Li.t  ■= 

.  108»  13' 

0" 

[2,932726]  — 

■  + 

14' 16,497 

1  [9,104- 10]= 

+ 

0,127 

// 


ff 


^A  —  108<>2r  16,624". 

Hiermit  erhält  man  weiter  aus    dem  oben  mehrfach  benutzten 
Gleichungssystem : 

sin  '"''^"^''^^  sin -^  —  [9,6125217.6  -  10] 
««.i  +  *^i.«    .     dtp 


cos  — 


sm 


2 


[9,9009166.8»—  10] 


sm 


cos 


«».!""  *^i.« 


«2.1  ~*1.2 


cos -^  —  [9,6200575.5  -  10] 
cos ^^''^  —  [9,1959100.3  -  10]; 


Jip  =  127^5' 18,47",    «1.,  =  83^23'51,18",    a,.i  —  222or38,00". 

Dies  weicht  so  wenig  Ton  den  vorher  erhaltenen  Werten  ab,  dafs 
durch  eine  neue  Rechnung  ^X  höchstens  ein  wenig  in  den  Tausendstel- 
sekimden  geändert  werden  würde.  Wir  bleiben  daher  bei  den  bis 
jetzt  erhaltenen  Resultaten  stehen  und  ermitteln  s. 

Hierzu  geben  die  Formeln  (7)  S.  249  mit 


und 


der  Reihe  nach: 


Jtp  =  457518,47" 


29>— 136«4'16,3", 
log  ^9  —  5,6604086.0 


log  -^  —  1,4887641.5 


Summa  —  7,1491728.0 


logfto 
log  A, 

log  cos  2q> 

log  sin  2^9) 


6,803189 
7,060586  —  10 
9,857455»-  10 
9,901842  —  10 


Summa  —  3,623072» 


f  ^^8  (-  y)  =  5,900» 

21og  Jfci        =  4,121  -  10 

log  cos  49  =  8,572  —  10 

logsin2-^9  =  9,983»—  10 

Summa  —  8,576  —  10 
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log  (l  m)      •=  6,735  j  2 logsec  ^  =  0,0004990.4 

2  log  fcj  =  4,121  -  10   l  [0,856]        =.      +       7.2 

log  (4-  MkA  —  0,856  i  +  W 

log  --f  j^ 0,0004997.6 . 

Dies  wird  den  vorher  gefundenen  drei  Logarithmensummen  zugefügt 
und  so  erhalten: 

s  =  14114729,3  -  4203,2  +  0,0  -=  14110526,1 . 

I  log  s  =  7,1495432.0 
«,.,=  83<»23' 51,18' 
«,.1=222    7  38,00 


Die  Resultate: 


...4SM 
61,10 
37,99 


stimmen  mit  den  Angaben  auf  S.  240  u.  244,  die  rechter  Hand  bei- 
gefügt sind,  in  völlig  genügender  Weise  überein. 

§  15.   Zahlenbeispiel  Y.     Gegeben: 

B,  =  5in2',      5g  =  51»55',      i, . ,  =.  69<»3'. 

Wir   rechnen   wieder   mit    7ziffrigen   Logarithmen   (Tafeln    von 
Bruhns)  wie  im  vorigen  Beispiel. 

Die  Formel  (2)  S.  248  giebt  zuerst: 


flogV^l  -  e*=  9,9985458.2-  10 
1  log  tan  B,    =0,0947328 


log]/n-?  =  9,9985458,2—10 
logtanjBg    =0,1058886 


logtan/Ji  =0,0932786.2  logtan/J^  =0,1044344.2 

^1  =  51»6'22,603"  /J,  =  5 1''49' 24,545" 

logsin^j  =9,8911537.2-10  logsin^,  =9,8954835.0—10 

logcos^i  =9,7978751.1—10  logcos/J,  =9,7910490.7—10. 

Die  Gleichungen  (1)  S.  248  führen  hierauf  zu: 
sin  °''"^"'*  sin  '^-  =  cos  ^  [7,7964889,—  lOJ  =  [7,71235«— 10] 

cos  ""';"'"  sin  ^  =  sin  4^  [9,7944840,-  10]  =  [9,54789»  — 10] 

sin  "-i^?-"^-^*  cos  ^  =  cos  ^  [9,9999915.0- 10]  =  [9,91585- 10] 

cos  "*-•  7-^  cos  4r  =  sin  4^  [9,8933325.1-10]  =  [9,64674— 10] . 
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Die   äafsersten  rechten   Seiten  beziehen   sich  auf  ^k  =  69'*3'.    Es 
folgt  leicht: 

Jip  =  41»21'30"=  148890";        log  =  5,17287; 
«,.1  -=  242''33'4",        «,.,  -=  119»r20". 

Die  3.  Gleichungen  (4)  S.  248  geben  Obereinstimmend: 

log  cos  ßo  =  9,73918  —  10. 

Hiermit  findet  sich  in  2.  Annäherang  ans  Formd  (3)  S.  248: 

^X  -=  Z,.,  +  [9,73918  - 10+7,52411  — 10+5,17287]=69«7' 33,00" . 

Mit  diesem  Werte  giebt  das  obige  Gleichungssystem: 
sin  "«■'  +  °'*  Bin  ^  =  [7,7121545,   -10] 

cos  "'•*"^'''»  sin  ^  ■=  [9,5483051.  —10] 
sin  """"'*  cos  ^  =  [9,9156570.7  - 10] 

cos  "'-'T*'*  cos ^=  [9,6471536.0  —10]. 

J<p  — 41^25'  57,2",     «s.  1  —  242«  30'  57,26",     a, . ,  -=  1 19»  9'  18,26". 

Hiermit  erhält  man  mittelst  des  1.  Systems  (4)  S.  248: 

sin  /Jo  cos  (pi  —  [9,891154  -10] 
sin  /),  sin  9,  <»  [9,485560.-10] 
cos  /Jo  ■=  [9,739040  - 10] ; 

9>,  —  -  21«27'  19,5",        log  sin  ß^  =  9,922344. 

die  Werte  von  /),  aas  cos  ß^  und  sin  ß^   stimmen  hinlänglich   mit 
einander  überein. 

Man  hat  nun  zur  Berechnung  von  /iX  aus  Li.t  in  3.  Annäherung 
aus  den  Formeln  (5)  S.  249  und  (3)  S.  248: 

29,  —  —  42»54'39,0",     29  =  -  1030'41,8",    ^9  =  149037/'; 
log  tan  .B  —  8,836003—10  ^  =  3«55'  1 7,2" 

log  tan  f  —  8^34464- 10  y  =  1»57'  38,6" 

log  t,  =  7,068928-10     log  f  =  9,606.-10 
log  3t'  —  7,5241069—10  —  2541  Btah.  a.  7.  d«.  =  7,523853—10, 


§  16.    Zahlenbeispiel  V. 


255 


wobei  in  log  31'  die  Glieder  mit  k^  weggelassen  sind.    Ferner  ist: 

log  cos /So  =  9,739  --10 
( log  cos  /Jo  =  9,739040-10 
log  31'       =7,523853-10 
logJtp      =  5,173295 


log«'        =9,606«— 10 

log  cos  2^  =  0,000 

log  sin  z/9)=  9,820  —10 


Summa  =  2,436188 


Summa  =  9,165i,  — 10 


Li.  2  = 


[2,436188] 
[9,165»— 10] 


69^3'    0" 
+  4' 33,016 
-         0,146 


// 


// 


JX  =  69^  r  32,870". 

Dies  weicht  von  der  2.  Annäherung  so  wenig  ab,  dafs  jetzt  in 
3.  Annäherung  dtp,  a%,i  und  «1.2  kaum  in  den  Zehntelsekunden 
Änderungen  erleiden  werden  und  für  7ziffrige  Rechnung  jedenfalls 
die  folgenden  Werte  als  definitiv  anzusehen  sind. 

Es  wird: 


dX 


^  =  34«  33' 46,435";  I      "         J^ 


log  sin 
log  cos    2 


9,7538208.9-10 
9,9156656.7-10; 


«g  1  +  «1.2      .     //9 

Sin 2 ^^^  T 

COS 2 »»°  -V 


sin 


COS 


«2.1  ~"  "1.2         -^9 
_ cos  -r^ 


=  [7,7121546»— 10] 
=  [9,5483049« -10] 


[9,9156571.7-10] 


"«.1  "-  «1.2 


//qp 


cos  Y  =  [9,6471534.0-10]; 


^tp  -=  41"»  23'  57,34",   «,.,  =  242"  SC  57,32",    a,.,  =  119»  9'  18,20". 

Zur  Berechnung  von  s  geben  nun  die  Formeln  (7)  S.  249  mit 

J<p  =  149037,34"  und  2<p  ' 1»  30'  41,8" 

der  Reihe  nach: 

log  ^9  =5,1732950.6 

log  h     =  1,4887641.5 


Summa  -=  6,6620592.1 
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log  (- 1)  -  5,90, 

21ogJfci       =4,14  -10 
log  cos  4y  =  0,00 
[log8in2^9)=  0,00 


log  Iq  =  6,80319 

log  Äj  =  7,06893-10     . 
log  cos  29?  =  9,99985—10 
log  sin  Jg>  =  9,82040—10 

Summa  =  3,69237  Summa  —  0,04» 

log  (I  m)  =  6,735         J21og  sec  ^  =  0,0005087.2 
21og*i        =4,138— 10 1  [0,873]         —       +      7.5 


^" 


\og(iMkA=  0,873-10  i  +  T*? 

^  *  log  "YZTjp  —  0,0005094.7 

Dies  wird  den  vorhergefundeneu  3  Logarithmensummen  hinzu- 
gefügt und  so  erhalten: 

s  =  4597996,6  +  4930,4  -  1,1  —  4602925,9"». 

l  log  s  —  6,6630340 
Resultat :    |     ai .  2  =  1 19^  9'  18,20' 
I    «2.1  «=242  30  57,32 

HanscHy  der  dasselbe  Beispiel  in  seinen  Geodät  UntersucJmngen  be- 
handelt, hat  a.  a.  0.  S.47  und  S.  88  für  aj.i  57,30"  und  57,27";  «1.2  und 
logs  (auf  Meter  reduziert)  stimmen  mit  den  hier  erhaltenen  Resultaten. 

§  16.    Zahlenbeispiel  I.    Gegeben: 

Königsberg  B,  =  54«  42^  50,6'M  j,      _  +  70  ß' 
Berlin  .B,  =  52  30  16,7   )     '^""^ 

Es  ist  zunächst  nach  früheren  Rechnungen: 
ß,  =  54«  37'  24,75639"  (S.  171)    ft  «  52«  24'  43,01137"  (S.  43) . 

Hiermit  hat  man  bei  Anwendung  7ziffriger  Logarithmen  (Tafeln  von 
Bruhns)  unter  Beibehaltung  der  8.  Ziffer  aus  den  Proportionalteilen 
nach  den  Gleicliungen  (1)  S.  248: 

sin""'  '  "J"  "*  '  sin  ^  =  L8,2855261.9  -10] cos4^  =  [8,28470  -10] 
cos"'  •  "^  "'■'  sin  "^^''  =  [9,7742057.3,— 10]8m^-  =  [8,56604«— 10] 
sin  "*  '  ~  "•  •'  cos  "^^  =  [9,9999191.0  - 10] co8-|-  =  [9.99909  - 10] 
cos  ""  ~  "'  •  *  cos  ^^  =  [9,9052782.2  — 10]  sin  4*  =  [8,697 11  - 10] 
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Die  aufsersten  rechten  Seiten  beziehen  j9ioh  auf  JX  ^s  7^  6'  (f. 
Es  wird: 

«1  ,  _  65^  14'  \r    a, .  1  —  239^  31'  33" 

Jfp  =  4«  45'  46"  —  17146"     log  Jfp  =  4,23416 . 

Die  3.  Gleichungen  (4)  S.  248  geben  nun  in  guter  Übereinstim- 
mung: 

log  cos  ß^  —  9,72075—10  . 

Hiermit  aber  folgt  in  2.  Annäherung  aus  Formel  (3)  S.  248: 
JX  =  Lx,^  +  [9,72075—10  +  7,52411—10  +  4,23416] 

z/A  =  T  6'  30,131"     4^  —  3^  33'  15,066" 


log  sin  ~  —  8,7923388.3-10    log  cos  ^  =  9,9991638.9-10. 

Im  vorliegenden  Beispiel  erlangt  man  diesen  Wert  etwas  rascher 
nach  den  Formeln  (6)  S.  249.    Diese  geben: 

log(p"a)   —2,83853 
log  cos  /»i  —  9,78532-10 
log  cos  ft  —  9,76264—10 
log  sin  7^  6'  »=  9,09202-10 

Summa  —  1,47851 
z/A  —  V  6'  30,10"  . 

Mit  log  sin  V  6'  30,10"  =  9,09253—10  anstatt  der  4.  Zeile  folgt  als 
Summe  1,47902  und  damit 

JX  _  7^  6'  30,131". 

Jetzt  wird  mit  dem  2.  Näherungswert  fDr  ^l  (man  mag  denselben 
auf  die  eine  oder  andere  Art  ermittelt  haben): 

sin  "*J-tJ!^«.  sin  ^  —  [8,2846900.8  -10] 

cos  ^!hL^au^  sin  ^  —[8,5665445.6, -10] 

sin  "'^"^"'^  '  cos  "^^  —  [9,9990829.9  - 10] 

* 
C08  ""'""'^  COS  ^  =.  [8,6976170.5  -10] 

und  hieraus: 
z/9  =  4»  46' 1,410"    «4.1  =  239»  33' 0,67"    a,.»  =  65»  16' 9,34". 

H«1m«rt,  roatbem.  n.  phjsikal.  Theoriecn  der  hob.  Geodäsie.  17 
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Das  1.  System  (4)  S.  248  führt  nuu  zu: 

sin  ßo  cos  9,  =  [9,91 13525- lOJ 
sin  ßa  sin  q>^  =  [9,3841825—10] 
cos  ßo  =  [9,7208598-10] 

9,  =  16»  32'  38,64"    log  sin  /},  =  9,9297146-10  , 

welcher  letztere  Wert  mit  cos  ^^  zu  demselben  Winkel  gehört,  wie 
es  sein  mufs. 

Man  hat  jetzt  zu  den  Formeln  (5)  und  (3)  S.  249  u.  248  in  3.  An- 
näherung, wenn  wir  zum  Zwecke  einer  anderweiten  Benutzung  anstatt 
mit  6zifFrigen  (wie  hier  genOgeud  ist)  mit  7ziffrigeu  Logarithmen  rechnen: 

29),  =  33»  5'  17,28"    2<p  =  37»  51'  18,69"     Jtp  =  17161,410" 

log  tan  E  =  8,8433740—10  E  =  3"  59'  18,097" 

log  tan  ^  =  8,5418171-10  *'  =  1  59  39,048 

log  Ä-,  =  7,0836342— 10  log  ß'  =  9,6204»  -  10 

log  X  =  7,5241069-10  —  (2628  +  2)  «nh.  a.  7.  d,o.  =  7,5238439-  10 


log  cos  /So  =  9,7208598— 10 
logÄ'  =7,5238439-10 
log  Jg>  =  4,2345530 


log  cos  ßo  «=  9,7209  — 10 

log  «'        =  9,(5204«  — 10 

log  cos  29  =  9,8974  —10 

log  sin  Jq)  =  8,9196  —10 


Summa  =  1,4792567  Summa  =  8,1583»— 10 

Li,  =  7»  6'    0,00000' 

[  1 ,479*2567]  =  +     30, 1 4788' 

[8,1583.-10]  =  -       0,01440' 


^ff 


»" 


w" 


JX  =  7^  6'  30,13348"  . 

Von  dem  vorstehendeu  Wert  weicht  aber  der  in  2.  Anuälieriing 
erhaltene  nur  in  der  3.  Decimale  der  Sekunden  um  2  Einheiten  nb. 
Man  kann  daher  für  die  Rechnung  mit  TzifTrigen  Logarithmen  bei 
den  bisherigen  Resultaten  ai.2;  ^s.i  und  jdg>  stehen  bleiben.  Man 
hätte  sogar  die  letzte  Berechnung  von  Jk  ganz  weglassen  können, 
wenn  zum  voraus  bekannt  gewesen  wäre,  dafs  z/A  in  2.  Annllherung 
bis  auf  0,002"  richtig  sei.  In  dieser  Beziehung  wird  der  folgende 
Paragraph  Aufschlufs  geben. 

Zur  Berechnung  von  s  erhält  man  jetzt  nach  den  Formeln  (7) 
S.  249  mit 
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dei'  Reihe  nach: 


17161,410"  und  2^)  =  37»  51' 18,69 


log  z/9  =  4,2345529.7 
log  -'';;  =  1,4887641.5 


ft 


log  ^0  =  6,80319 
logt,  =  7,08303-10 
log  cos  2g)  =  9,89739— 10 
i  log  sin  J(f  =  8,91963—10 

Summa  =  2,70384 


Summa  =  5,7233171.2 

'  log  (-  ^)  =  5,90« 

21og/.-,         =4,17 

log  cos  Aq>  =  9,39 

[  log  sin  2^q>  =  9,22 


10 
10 
10 


Summa  =  8,68»— 10 


log  (I-  m) 
.  2  log  /.-, 


=  6,735 

=  4,167—10 


E 


21og8ec  ^ 
[0,902] 


0,0005262.0 
+  8.0 


log("^J//.-,')    =0,902 


=  0,0005270.0 


Dies  winl  den  vorhergefundenen  3  Logarithmensummen  hinzugefügt 
und  so  erhalten: 


s  =  529473,32  +  506,26  —  0,04  =  529979,54'»  . 


Die 


.■?  =  529979,54"' 
Resultate   \  a,.s=    65"  16' 9,34" 

a,  ,  =  239»  33' 0,67"  ) 

.stimmen  befriedigend  mit  der  Rechnung  S.  244  u.  ff.  fiberein. 


Um  eine  noch  gröfsere  Genauigkeit  zu  erhalten,  wenden  wir  nun 
im  Folgenden   lOziffrige  Logarithmen  an. 

Es  ist  mittelst  des  oben  gefundenen  Wertes  für  /IX: 


Jl 


1*  =  3"  33'  1 5,06()74 


log  sm  -^ 
log  cos  -- 


=  8,7923388.593-10 
=  9,9991638.814-10 


und  indem  wir  wie  oben  setzen: 


ß^  =  54^'  37'  24,75(>39"        ß^  =  52"  24'  43,01137", 

17* 
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nach  den  Gleichungen  (1)  S.  248: 


sm 


cos 


sin 


cos 


a«.i 


««.1  +  «1.« 

2 

da 

sm  ^ 

—  [8^846900^67 

-10] 

««.1  +  «1.« 
2 

dw 

sm   ^ 

-  [8^65446.196, 

-10] 

««.1  —  «1.« 
2 

cos   j" 

—  [9,9990829.928 

> 

-10] 

2 

cos  / 

—  [8,6976170.810 

-10] 

1 

=  239«  33'  0,68891" 

«,.,  —  65»  16' 

9,36499 

ff 


log  sin 


^tp 


8,6189725.722-10 


log  cos  ^  —  9,9996240.975-10 


4r  —  2»  23'  0,70512" 


J(p  —  4«  46'  1,41024"  —  17161,41024"  . 

Für  E  und  i^i ,    sowie  2g>  können  die  Werte  der  froheren  Rechnung 
beibehalten  werden. 


Zur  Berechnung  von  8  ist: 


8 


-^   MJc^  *»  2  BInb.  d.  7.  Dm. 


(  log  ^9  —  4,2345529.731 


8 


log -4 


—  1,4887641.507 


Summa  —  5,7233171.238 


log  60 

log  (*.-!-  */) 

log  cos  2q> 
log  sin  2^9> 


6,8031893 

7,0836340-10 

9,8973875-10 
8,9196266—10 


Summa  —  2,7038374 


log  (—  ^)  —  6,9001, 

2  log  Ar,        —4,1673-10 
log  cos  49  —  9,3924  —10 
,  log  sin  2  ^9  —  9,2191  —10 

Summa  —  8,6789,  — 10 


V 


log  (|lf) 
2IogX^ 


6,73469 
4,16727 


-10 


21og  sec  ^  —     0,0005262.058 


[0,90196] 


+ 


7.979 


log  {\  Mlc*)  —  0,90196 


0,0005270.037 
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[5,7238441.275]       =       529473,3769 
[2,7043644]  -=  +        506,2493 

[8,6794.-10]  -^  -  0,0478 

Glied  mit  sin  3^<p  ^=  0 


s  =       529979,5784 

s  =  529979,5784 
log  s  =  5,724259r.353 
a,.g=    65M6' 9,36499" 
o,.,  — 239»  33' 0,68891". 


Resultat: 


• 


Diese  Zahlen  sind  nicht  in  völliger  Übereinstimmung  mit  der 
Rechnung  S.  244  u.  ff.,  weil  dort  «1.2  um  0,0003''  zu  grofs  angenommen 
ist.  Zunächst  ist  dort  auch  as.i  entsprechend  gröfser  um  0,0003''. 
Dem  gröfsem  Azimut  daselbst  gehört  femer  eine  Verkleinerung  yon 
J?2  um  0,00002^'  und  eine  Vergröfserung  des  absoluten  Betrags  der 
Längendifferenz  um  0,00002^'  zu,  welche  letztere  wenigstens  in  der 
That  nach  8.  247  vorhanden  ist 

§  17.  Die  Konvergenz  der  Annäherungsrechnangen  bei 
Losung  der  Aufgabe  des  §  13.  Wir  betrachten  zunächst  die 
Methode  der  ausschliefslichen  Anwendung  der  Gau/Fischen  Gleichun- 
gen. Dieselbe  setzt  in  1.  Annäherung  Li.j  für  z/A  und  hierauf  in 
2.  Annäherung  Jk  =  Li.g  +  Ä  cos  /J'^  Jq/,  wobei  cos  ß'^  Jtp  das  Er- 
gebnis der  1.  Annäherungsrechnung  für  cos/3q^9>  bezeichnet.  Sub- 
trahiert man  nun  diesen  2.  Näherungswert  von  dem  strengen  Wert 

Lx.i  +  a  cos  /}o{'^9>  (1  — 2"  ^v  """  Y  ^*  ^^®  ^'^  ®^  ^^  +  •  *|  > 

in  welchem  Ausdruck  wir  in  der  Parenthese  h^  vernachlässigt  haben,  so 
folgt  als  Fehler  des  2.  Näherungswertes  im  Sinne  einer  Verbesserung: 

(cos ß^^fp  —  cos /S'o Jfp)  —  Y h^ cos /Jq (z/y -|- sin  Jtp cos 2tp)  +  •  •  1  .  (1) 

Indem  wir  uns  jetzt  auf  kleine  Distanzen  beschränken,  können 
wir  im  1.  Teil  von  (1)  für  Jq>  und  Jq>  die  Sinus  dieser  Winkel, 
im  2.  Teil  aber  für  sin  Jq>  einfach  dq>  setzen.  Da  nun  (vergl. 
S.  249  die  Entwicklung  zu  (6)): 

cos  /Jq  8^^  ^9  —  ^^®  /'ü  ^^°  ^^'  "^  ^08  ßi  cos  /3j  (sin  JX  —  sin  Li.«) 

ist,   da  ferner   wegen   ii.2  =^  JX  —  a  cos  ß^  Jtp  -f-  .  .  .   für  kleine 
Distanzen  in  hinreichender  Annäherung 

sin  /ik  —  sin  Li,%  ■=  a  cos  ß^  cos  z/A  Jtp  -f  •  • 
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gesetzt  werden  kauu,  überdies  aber  mit  Rücksicht  auf  die  1.  Glei- 
chungen (4)  S.  248  und  die  Relation  1  +  cos  2^?  =  2cos^9?,  eben- 
falls ausreichend  genau 

-^  Ici  cos  ßQ  Jtp  (1  +  cos  2^)  =  —  n  cos  /3q  sin  ß^  sin  ß^  Jq>  +  •  •  • 

wird,  so  läfst  sich  (1)  für  kleine  Distanzen  auf  die  Form  bringen: 

a^  cos  ßo  ^(p  (cos  /?!  cos  ß2  COS  z/A  —  —  sin  /3,  sin  ß^j  -\-  •  -  -  ,  (2) 

Beachtet  man  endlich  noch,  dafs  cos  ft  cos /JjjCosziA  +  ^iw/J^  siu/j^, 
=  COS  z/93  ist,  so  folgt  einfacher: 

tt^  cos  /Jo  ^9  (cos  ^(p  —  Y  sin  ßi  sin  ^2)  +  •  •  1 

log  0^  =  5,048-10.  ) 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  sind  aufser  Gliedern  mit  ü^  ins- 
besondere solche  mit  n^z/97^  vernachlässigt,  und  es  wäre  daher  kon- 
sequent, auch  noch  für  cos  z/9  einfach  1  zu  setzen.  Indessen  ge- 
winnt durch  Beibehaltung  von  cos  z/97  die  Schärfe  des  Ausdrucks, 
namentlich  in  höhern  Breiten,  weil  hier  die  bisher  vernachlässigten 
Glieder  der  Ordnung  t?Jq?  sich  erheblich  verkleinern.*) 

Man  erkennt  aus  der  Gestalt  des  Ausdrucks  (3),  dafs  die  Kon- 
vergenz der  Annäherungsrecbnung  hauptsächlich  von  dem  Betrage 
der  reduzierten  Breite  bedingt  ist.  Setzt  man,  um  dies  weiter  zu 
verfolgen,  cos  /J^  «»  cos  /}  sin  a  -|-  •  • ,  worin  ß  das  arithmetische  Mittel 
von  /?!  und  /J^,  und  a  das  arithmetische  Mittel  von  «1.2  und  «2.1 — 180° 
bedeutet,  setzt  man  aufserdem  cos  Jq>  :==  1 ,  so  geht  (3)  über  in 

V?  z/9  sin  a  .  cos  /3  (1  —  y  sin*  /5 j  +  •  • .  (4) 

Der  Faktor  cos  /S  (l  —  y  sin^  ß)    ist   für   /J  =  0    gleich    1  ,^  für 

sin  /J  =  +  ]/-|   d.  i.   für   /3  =  +  55°   und   ebenso   für   /J  =  +  90° 

gleich  null  und  hat  für  /3  ==  0 ,  sowie  für  sin  /J  =  +  y  V^  ^'  ^-  ^^^ 
/J  =  +  70°  Maxima. 

Das  letztere,  kleinere  Maximum  beträgt  —  — .     Für  ß  ==  48^  ist 

der  Faktor  -}-  y  . 


k 


*)    Diese  Glieder  laHtjon  sich  iu  luicliHtehciulen  Aii8druck    zusamtucnzichen, 
Jfp  als  Arcus  genommen: 

-r^  Q'ü*co%ß^,J(p^    j  co»'^  (1    -  Gsinaj^sina^^)  —  l| 


§  18.    Fortsetziuig:   Die  Konvergenz  bei  der  2.  Methode.  2Go 

Us  ist  daher  nur  für  die  Zonen  nördlich  von  ß  =  48®  und  südlich 
von  ß  =  —  48®  his  m  den  Polen  die  Konvenjcns  der  Annühtrungsrechmng 
eine  ungewöhnlich  starle,  indem  hier  der  Fehler  des  2,  NähermKjsivertcs 
von  z/A  lleiner  als  Jq) :  800000  bleibt. 

Im  allgemeinen  geht  aber  der  Fehler  bis  z^q) :  90000,  sodafs  er 
selbst  für  sehr  kleine  Entfernungen  nicht  zu  vernachlässigen  sein  wird. 

Der  Ausdruck  (3)  kann  jedoch  dann  dazu  dienen,  den  2.  Nähe- 
rungswert für  z/A  sofort  in  einen  in  der  Regel  als  definitiv  zu  be- 
trachtenden Wert  überzuführen. 

Zahloubcispiel  V  S.  253  giebt  zu  dem  Ausdruck  (3): 

3 

COS  ^(p  =  0,750  —  sin  ß^  sin  ß^  =  0,918 

log  z/g?  =  5,173  log  cos  ß^  =  9,739  —  10 

Verbesserung  von  (z/A  =  (59®  T  33,00")  gleich  —  0,15". 

Der  genaue  Wert  ist  —  0,13";  die  Formel  (3)  j^afst  hiernach  trotz 
der  Gröfsc  der  Distanz  noch  ganz  leidlich. 

Ziihleiibeispiel   I  8.  25G  giebt  zu  dem  Ausdruck  (3): 

cos  z/g)  =  0,997  ~  sin  ß^  sin  ß..  =  0,969 

k)g  J(p===  4,231  log  cos  ß^  =  9,721  -  10 

Verbesserung  von  (z/A  =  7^  G'  30,131")  gleich  -f  0,0029". 

Kediiiet  man  aber  8.  25()  u.  257  in  1.  Annäherung  7zifing  anstatt 
5zill'rig,  so  folgt  als  2.  Nälieruugswert  für  z/A  7^  6'  30,1307";  dazu 
0,0029",  giebt  bis  auf  O/)()01"  den  strengen  Wert  von  S.  258. 

§  IS.  Fortsolziiiis*::  i.  Methode.  Wenden  wir  bei  Beginn  der 
Aunähorungsrcchnungcn  die  Formelu  (ü)  S.  249  an,  so  entspricht  der 
2.  Näherungswert  für  jJk  bis  auf  einen  unerheblichen  Fehler  der 
(rleichung 

z/A  =  Li,2  -\-  ü  cos  /J^  cos  ß^  sin  z/A. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  angegebenen  strengen  Wert, 
so  ergiebt  sich  als  Fehler  dieses  Näherungswertes  im  Sinne  einer 
Verbesserung: 

acos/i„    ^I(p    -  ^^lc^(^zJ(p-\-iiiuJq)coa2q))\ — acos/Jj  cos /3^>  sin  z/A -[-••.  (1) 

Setzen  wir  hierin 

cos  ß^^-^lq>  =  cos  /i„  sin  z/g)  +  ß  ^^^  /^o  sin^z/9?  -}-•.• 

^==  cos  ß^  cos  ß.,  sin  z/A  +  c  ^^^  ßo  -^^  sin^^g)  -f-  .  .  . 
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und  schreiben  för  \Jq>  im  2.  Teile  der  geschlungenen  Parenthese 
\  sin  dq>y  so  geht  (1)  nach  weiterer  Reduktion  über  in: 

a  cos  ß^^tp  (y  sin*  Jfp  —  -r-  ^  8^"^  ßi  8^^  A)  H (2) 

Die    Vergleichung    dieses    Ausdrucks    mit    (3)    auf   Seite    262 

spricht  für  Jq>  <-=-  cos  /)  zu  Gunsten  der  2.  Methode.    Überschreitet 

aber  dfp  diesen  Betrag,  so  wächst  der  Ausdruck  (2)  weit  rascher 
als  jener  Ausdruck  (3). 

Für  nicht  kleine  Distanzen  ist  daher  die  1.  Methode  (Anwendung 
der  6rau/^ischen  Gleichungen)  der  2.  Methode  vorzuziehen. 

In  der  That  ist  im  Falle  des  Beispiels  V  S.  253  der  nach  der 
letzteren  bestimmte  2.  Näherungswert  für  z/A  um  23"  fehlerhaft, 
nämlich  gleich  69«  T  10",  0  anstatt  32",  9. 

Für  Seiteil   fneßinirer  Dreiecke  kann   nach   Formel   (2),   indem 

Y  sin'zi^)  gegen  ya  sin  ß^  siaß^  zurücktritt,  eine  stärkere  Annäherung 
als  durch  (6)  S.  249  dadurch  erzielt  werden,  dafs  man  JX  aus  der  Gleichung 

JX  -«  Li. 2  +  q'ü  cos  ßi  cos  /),  sin  JX{\  —  ~  a  sin  ß^  sin  /J,)    (3) 

in  Sek.      in  Sek.  \  ^  / 

bestimmt.  Dieser  Wert  ist  sodann  in  die  Formeln  (1)  S.  248  einzuf&hren. 

AWretJU  hat  in  Nr.  2294  der  Astronom.  Nachr.  Bd.  96  S.  211  (1880) 
seine  Methode  ausführlich  behandelt  und  den  Grad  ihrer  Annäherung 
bestimmt 

§  19.  Die  Aufgabe  des  §  13  im  allgemeinen.  Im  §  13  S.  248 
wurde  vorausgesetzt,  dafs  J<p  <Cx  sei  und  dafs  die  Annäherungs- 
rechnung auch  unbedingt  zur  Lösung  führen  müsse.  Allein  das 
erstere  ist  eine  Beschrankung  und  das  letztere  tritt  nicht  immer  ein. 

Zunächst  sieht  man  sofort,  dafs  die  Gleichungen  (1)  S.  248  aufser 
von  einem  Wert  ^7  <  x,  den  wir  mit  Jtp'  bezeichnen  wollen,  noch 
von  unendlich  vielen  anderen  Werten,  die  zwischen  n  und  2^,  2x 
und  Sx,  u.  s.  f.  liegen,  befriedigt  werden.  Jedem  derselben  entspricht 
je  eine  besondere  geodätische  Linie.  Die  kürzeste  Verbindung 
gehört  aber  zu  ^tp,  was  für  mäfsig  grofse  Distanzen  unmittelbar 
klar  ist,  aber  sich  auch  als  allgemein  gültig  im  7.  Kapitel  bei  der 
Untersuchung  des  Laufes  der  geodätischen  Linien  erweisen  wird. 

An  dieser  Stelle  findet  auch  derjenige  Fall  seine  Erledigung,  für 
welchen  die  Methoden  des  §  13  mehr  oder  weniger  versagen.  Es 
tritt  dies  nämlich  ein  bei  nahezu  diametraler  Lage  der  Punkte.  Wenn 
man  hier  in  1.  Annäherung  Li. 9  für  z/A  setzt,  so  begeht  man  nahezu 
den  Fehler  180^  (t  cos  /Sq  d.  i.  0,6^  cos/3^,  indem  Jg>  in  Gradmafs 
nahezu  180^  betrogt    Es  läfst  sich  aber  leicht  und   zwar   am  be- 
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quemsten  geometrisch  erkennen^  dafs  bei  nahezu  diametraler  Lage  der 
Hilfspunkte  ]Dj  und  J),  auf  der  Kugel  (wenn  insbesondere  ßi  -f-  ß^  ▼on 
der  Ordnung  0,6^  cos  ß^  ist)  eine  geringe  Verschiebung  des  einen  der« 
selben  in  geographischer  Länge  die  Lage  des  sie  verbindenden  gröfsten 
Kreises  d.  h.  den  aus  der  Anuäherungsrechnung  hervorgehenden  Wert 
cos  /Jq  stark  beeinflufst.  In  extremen  Fällen,  wie  z.  B.  für  ß^  =  ß^f2=  null, 
kann  sogar  von  einer  successiven  Annäherung  fortgesetzter  Rechnungen 
nicht  mehr  die  Rede  sein. 

Wie  man  nun  hier  im  allgemeinen  einen  wirklichen  1.  Näherungs- 
wert für  z/A  ableitet,  wird  a.  a.  0.  gezeigt.  Mit  Benutzung  dieses 
letztern  kann  dann  nach  §  13  weiter  gerechnet  werden. 

Hansen  hat  im  2.  Abschnitt  seiner  Geodätischen  Untersuchungen  die 
Aufgabe  des  §  13  S.  247  (wie  zahlreiche  andere)  mit  Hilfe  des  vertikalen 
Schnitts  gelöst,  der  von  einem  der  beiden  Punkte  nach  dem  andern  geführt 
werden  kann.  Es  erscheint  uns  diese  Methode  aber  als  keine  besonders 
vorteilhafte. 

Eine  direkte  ist  sie  insofern  nicht,  als  bei  grofsen  Distanzen  die  Resultate, 
welche  ans  der  Reduktion  der  Angaben  für  den  vertikalen  Schnitt  auf 
solche  für  die  geodätische  Linie  hervorgehen,  immer  noch  durch  Differential- 
formeln  korrigiert»  werden  müssen. 

Aufserdem  werden  die  Formeln  unbrauchbar  fQr  nahezu  diametrale 
Punkte,  wie  die  Betrachtung  der  (52)  S.  60  a.  a.  0.  unter  Voranssetsung 
von  X  nahezu  180^  zeigt.  (Nur  irrtümlich  ist  daselbst  von  Hansen  die  All- 
gemeingültigkeit der  aus  Reihenentwicklungen  abgeleiteten  Formeln  be- 
hauptet) 

Endlich  ist  der  Formeiapparat  bei  Hansen  weniger  einfach,  als  der  hier  in 
§  13  gegebene,  der  noch  den  andern  auch  nicht  zu  unterschätzenden  Vorteil 
hat,  sich  wenig  von  dem  für  die  Aufgabe  des  §  9  S.  232  zu  unterscheiden. 

Zur  Vergleichung  können  die  Beispiele  IV  und  V  S.  250  u.  253  dienen, 
die  Hansen  8.  87  u.  ff.  a.  a   0.  behandelt. 


6.  Kapitel. 

Differentialformeln  und  Reihenentwicklnngen  fAr  die 

geodätische  Linie. 

§  1.  Drehung  einer  geodätischen  Linie  Pj  P^  um  einen  ihrer 
Endpunkte.  Wir  denken  uns  die  Linie  P1P2  von  der  konstanten 
Länge  s  um  den  Punkt  P^  gedreht.     Nach  S.  220  (6)  hat  man 

?> 

s  =  a^  j  yi  —  e^  cos*  ß  dtp,  (1) 

wobei  ß  als  Funktion  von  (p  mit  Rücksicht  auf  die  feste  Lage  von 
Pi  durch  die  Formeln  gegeben  ist: 
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k 


Ändert  sich  «1,2  uin  den  differcutialeii  Betrag  tf«i.2,  so  lindert  sich, 
wie  die  (2)  zeigen,  ß,^  luid  infolge  dessen  bei  konstantem  Werte  von 
q>  auch  ß,  aufserdem  aber  931,  weil  ß^  konstant  bleibt.  Diese 
Änderungen  haben  endlich  noch  nach  Mafsgabe  von  (l)  eine  Änderung 
von  <p^  zur  Folge. 


West. 


n 


Ost. 


Süd 

Fig.  20.    Ellipsoid. 


i'ig.  i^i.    Kugel. 


Bezeichnen  wir  die  Änderungen  durch  V^orsetzen  eines  ö  an  die 
betreffende  Variable  und  beachten,  dal's  ös  =  null  sein  soll,  so  giebt  (1): 


0  =  w^ätp^  —  w^d(pi 


cüs|9  8inß  dß 


XV 


il<p, 


(-) 


'Pi 


wobei  wie  früher  10  im  allgemeinen  zur  Abkürzung  für  |/l  c-cos'^/i 
dient,  dß  ist  in  Bezug  auf  konstanten  Wert  von  q)  zu  verstehen. 
Hierzu  geben  die  (2): 

Öß  =  Sec  ß  cos  Aq   cos  (f  ^ß^^ 

Öß^  =  —  CSC  ß^^  cos  ßi   cos  «Lj  d«|  j. 


Betrachtet   man   nun   die  Relationen   der  spliilrischen   J^^ig.  21 
S.  248  (4)J,  so  findet  sich  aus  Vorstehendem: 

dß  =  —  sec  ß  cos  /j„  cos  (p  siu  <pidai.2. 


vergl. 


(4) 


Dies  führen  wir  in  (3)  ein  und  erhalten,  *la  auch  sin  ß  =  sin  ß^^  cos  7)  ist: 

0  =  w^SJtp  +  (e(?jj  —  tv^drpi  —  tr  sin  ^^,  cos  /Sj,  siu  q)iJdctiA 
für  ('O 


§  1.    Drehung  cinor  {^jcodiltigchen  Linie  /*,  P,  um  einen  ihrer  Endpunkte.     2ü7 


und 


j  =  /  H2p  ,/^. 


(6) 


'/'• 


Drückt  man  in  (">)  d(pi  durcli  (J«i.2  aus,  so  gicbt  diese  Gleichung 
ein  Mittel  zur  Bestimmung  von  8  zJI(p,  und  man  kann  weiterhin  mittelst 
des  sphärisclion  Dreiecks  lip,P^,  Fig.  21  die  zu  ö^fp  und  d«i.2 
gehörigen  Änderungen  von  /ij,,  Li^  und  a^.i  finden.  Zunächst  folgt 
aus  sin  /i^  =  sin  (i^  cos  qpj  durch  Ditlcrentiation  und  mit  Rücksicht  auf 
die   1.  Gleichung  (4): 


oder 


sin  /3j,  sin  ^)iSq)^  =       cos  ß^^  cos  (pxü{\y 


d(p, 


cot  ß^^  COS  9i5«i.2' 


Hiermit  giebt  die  1.  Gleichung  (5): 

■ 

äzlq)  =     (ii\^  —  7i\)  cot  ß^  COS  g)^  +  t'^  sin  /^^  cos  /3„  sin  9?^  J 

Zur  Hestimnumg  von  d/1,  und  Ö.Jl  hat  man 
aus  der  s[)härischen  Fig.  22,  in  welcher 
PiPy'^"  ^^^^  J(pr<  drci2  und  P/P..'  =  dz/<jp 
ist,  direkt  durch  Projektion  von  P/  auf  lip^ji 

üß,  =  P.<0  (8) 

=  COS  cC'2.iÖ^(p  —  sin  z/g)  sin  cc^.idcci  2 
und 

cos/3^dz/A  =  p.;(!5 


<5(Y,_, 


ItJ., 


(7) 


/ 

/ 


--=  —  sin «2  \8J(p  —  sinz/flpco8a2  id«i  2.  .    ^i 

Führen  wir  (7)  in  (8)  und   (D)   ein,   so  er- 
giebt  sich: 


Fig.  22. 


d^,=, 


W2{}^oiß^^to\i(p^{i{}^a<ix  —  sinz/g)sinr;2. 1) 


d'ofj 


.2 


w^  cot/^y  cos  fp^  cos  a2 . 1  4"  ^'' »i'i  /^u  ^^^  ß^i  •'^*"  9^i  ^^'^  «js  .  1  «^     "'* 


und 


dz/A 


—  /6*jj  (cot/5y  COS  9?^  sin  «2. 1  +  sin  z/9?  cos  «2. 1) 
+  w^  cot/3^jC06  9?j  sin «2.1  — c^ sin ^^j cos /3q sin 9?! sin «2.1«/^ 


da 


1.2 


16'.^  008  ^, 


(10) 


Multipliziert  man  die  Formel  für  öß.^  mit  tan  /^j,  sin  9?,  tan  «2.1,  d.  i. 
wegen  tan /J^  sin  9?^,  =  cot  «2.1  soviel  wie  1,  so  geht  sie  über  in: 
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m  sin  a« 


^8.1 


wobei  gesetzt  ist: 

m  "B  Oq  {Wi  cos  9>|  sin  9>2  —  ^s  ^"^  Vt  ^^^  9^8  "  ^  '^^^^  /^o  ^^  Vi  sin^^eT).  (12) 

Zur  Bestimmung  von  ÖLi.i  hat  man  zunächst  die  aus  (2)   und 
(3)  8.  229  folgende  Gleichung  zu  beachten: 


7.1.2  =  r^l  —  c*  cos«  ß  dL 


(13) 


Hierzu  ist  ß  als  Funktion  von  A  mit  Rücksicht  auf  die  feste  Lage 
von  Pj  durch  die  Relationen  gegeben: 

tan  ß  =  tan  /S^  cos  A         cos  /S^  «=»  cos  ß^  sin  ai.g.  (14) 

Die  Differentiation  von  (13)  führt  zu: 

dZi.,  =  u;,dA,  -  w,dX,  +  ^j^^^JL^HL  dX,  (15) 

wobei  d/3  in  Bezug  auf  konstanten  Wert  von  X  zu  verstehen  ist  Es 
wird  hiermit  nach  (14)  und  mit  Rücksicht  auf  die  1.  Formel  (4), 
welche  auch  hier  gilt: 

Sß  s»  cos*/J  sec*/Jy  cos  Xdß^  =  —  cos*/J  sec^/J^  cos  X  sin  ^idai  .j. 

Dies  setzen  wir  in  (15)  ein  und  transformieren  zugleich  das  Integral 
mittelst  der  Relationen: 

dX  "B  cos  ß^  sec*/3  dtp     cos  X  <»  tan  ß  cot  /Sq     sin  /3  =  sin  ß^  cos  9), 

sodafs  es  wieder  auf  9  als  Variable  bezogen  wird.  Damit  ergiebt  sich : 

dLi,%  =  w^dJX  +  (Wg  —  fi?i)  dXi  —  ^  sin  /3o  si»  9>i  J'^ai.s.   (16) 

Für  dA^  folgt  aus  tan  ß^  =  tan  ß^  cos  Aj  ohne  Schwierigkeit  nach 
und  nach: 

tan  /Jq  sin  AjiJAi  «=  sec*/Jo  cos  X^dß^  =  —  8ec*/So  cos  Aj  sin  <jpi  *«!.«, 

dX^  «=  —  cos  9)1  CSC  /Sq^^i.s  . 

Wir  führen  dies,  sowie  d^i/A  aus  (10)  in  (16)  ein  und  erhalten  nach 
einiger  Reduktion,  wobei  die  Formeln: 

cot  ß^  ^^  tan  as.i  sin  fp^   und    cos  ß^  cos  as.i  "«  —  sin  /I^  sin  9^ 
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anzuwenden  sind,  schliefslich: 

dLi,%  —  —  —  sec  /J,  cos  a%,idai,t.  (17) 

«0 

§  2.  Die  reduzierte  Länge  und  der  geodätische  Kreis.  Nennt 
man  das  Yon  P,  bei  der  Drehung  der  Linie  P^  P,  beschriebene  Bogen- 
differential  für  den  Augenblick  u  und  sein  Azimut  x^  so  ist 

H  cos  ;i^  ""  —  a^  tc^dß^  und  t<  sin  x  -»  «o  cos  /J,  dLi.2,  (1) 

weil  das  Element  des  Meridianbogens  allgemein  nach  (1)  S.  55 
gleich  a^wöß  ist  und  der  Radius  des  Parallelkreises  für  P,  gleich 
ÜQ  cos  /},  wird,  S.  40. 

Führt  man  (11)  und  (17)  des  vorigen  Paragraphen  ein,  so  geben 
die  (1): 

w  cos  j^  «=  +  m  sin  a^.idai.s  —  tndai.t  •  cos  (aj.i  —  90®) 

M  sin  X  =  —  W  cos  a2,i8ai,i  «=  VXdaii  •  sin  («2.1  —  90^); 
woraus  man  erkennt,  dafs 

u  —  mdai.2       )  . 

X-«,.i-90o.J  ^  ^ 

Hiemach  steht  das  von  P,  beschriebene  Bogendiffeiential  ntdai.s 
normal  zur  geodätischen  Linie  PiP^. 

Man  nennt  die  von  P^  beschriebene  Kurve  einen  geodätischen  Kreis 
und  m  die  reduzierte  Länge  der  geodätischen  Linie  P|Ps. 

Diese  Bezeichnungen  fOhrt  Christo ffel  S.  130  n.  131  seiner  Schrift:  ÄU- 
gemeine  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  ein  (Abh.  der  Kgl.  Akademie  der 
Wissenichaften  zu  Berlin  1S68).  Zn  dem  Satze  selbst  aber,  welcher  der  Be- 
zeichnung geodätischer  Kreis  zu  gmnde  liegt,  und  zwar  als  für  jede  kmmme 
Fl&che  gültig,  wurde  Oaufs  in  seinen  Disquisitiones  generdUs  circa  super- 
ficies cwrvas  1828  geführt. 

Nach  dem  Vorstehenden  lassen  sich  mittelst  geodätischer  Linien 
und  geodätischer  Kreise  Systeme  von  Polar- 
koordinaten  konstruieren.  Ist  A  Zentrum 
eines  solchen  Systems ;  auf  welches  eine 
Kurve  bezogen  wird,  und  ist  ds  ein  Bogen- 
element  PP^  derselben;  so  hat  man  ähnlich 
wie  bei  ebenen  Polarkoordinaten 

d5*  =  (fr«  +  Vür^da^^  (3) 

wenn   r  den    geodätischen   Radiusvektor  AP^  Qtr   dessen   reduzierte 
Länge  und  da^  den  Wiukel  zwischen  r  und  r  -{-  dr  bezeichnen. 
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§  3.  Oeoinetriselie  Yeraiiseliauilieliung  zu  dem  Satze  vom 
geodätischeil  Kreis.  In  Fig.  24  bedeutet  1\P^  zuuächst  eine  nach 
Michigan  Gesetz    gebildete  Kurve  und  P^Pl  eine  unendlich  benach- 

js,  harte,  die  aus  jener  durch  Drehung  um  1\  hervorge- 
'''  gangen  ist.  In  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten 
P  und  Q  ziehen  wir  Linienelemente  normal  zu 
PjPjj  bis  an  die  Kurve  P|Pa'.  Dadurch  entsteht 
ein  unendlich  kleines  Viereck  FQPQ'y  welches 
wir  als  eben  behandeln  dürfen,  weil  seine  Pro- 
jektion auf  eine  mittlere  Tangentialebene  der 
Fläche  VQPQ*  sich  von  dem  Viereck  selbst  in 
Seiten  und  Winkeln  nur  um  unendlich,  kleine  Be- 
trüge von  der  3.  bezw.  der  2.  Ordnung  unter- 
scheidet, wie  aus  der  Gröfsenordnung  der  Neigung 
der  Teile  des  Vierecks  gegen  die  Tangentialebene 
hervorgeht. 

Es  ist  nun  wichtig  zu  beachten,  dals  PP'  und 
QQ'  im  allgemeinen  ebensowenig  wie  l^Q  und  P'(/ 
parallel  sind,  sondern  wie  diese  eine  unendlicli 
kleine  Neigung  gegen  einander  haben.  Die  un- 
endlich kleine  Krümmung  des  Linienelements  P(^ 
hat  zwar  auf  seine  Länge  keinen  merklichen  Ein- 
flufs,  wohl  aber  äufsert  sie  sich  darin,  dals  in  P 
und  Q  die  Richtungen  der  Kurve  P^P^  unendlich  wenig  verschieden 
sind;  mithin  werden  auch  PP  und  QCjf  im  allgemeinen  vom  Parul- 
lelismus  abweichen. 

Ist  nun  QQ'  parallel  zu  PP  und  denkt  man  sich  von  P  und  P 
Normalen  zu  QQ['  gelegt,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Figur: 

pg  =  pq'  +  q'Q'  =  PQ  cos  i>  scc  ^'  -f  QQ'.G} . 

Wendet  man  diese  Formel  auf  alle  Linienelementc  von  Pj  bis  P.^y 
die  wir  uns  gleich  grols  genommen  denken,  an,  so  folgt,  wemi  P^ 
den  l^inkt  auf  P^  Pi  bedeutet,  welcher  in  der  von  i^^  aus  normal  zu 
J\  P^  gezogenen  Linie  liegt: 

i\iy  =  j\p^ .  cos  ti^.n  sec  ^;,  +  2;  {qq:.  w). 

Hierin  ist  ^„,  ein  Durchschnittswert  aller  ^  und  4*',,,  ein  solcher  aller  t'. 
Dil  nun  die  4*  unendlich  klein  sind,  weichen  cos  tm  und  sec  ^•'„  r\\v 
um  unendlich  kleine  Grölsen  der  2.  Ordnung  von  der  Einlieit  ab,  inul 
es  ist  J\  P^ .  cos  4*n»  sec  il/,„  =  P^P^  bis  auf  eine  im  Wn-hältnis  zu  I\  J\j 
unendlich  kleine  Gröfse  der  2.  Ordnung. 

Was  nun  2J{QQ' .  a)  anlangt,  so  kann  es  nicht  zweifelhaft  sein, 


Fig.  24 
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dafs  dies  im  allgemeinen  eine  Summe  unendlich  kleiner  Gröfsen 
2.  Ordnung  und  daher  unendlich  klein  von  der  1.  Ordnung  sein 
wird.  Es  steht  nämlich  die  Schmiegungsebene  einer  Curve  PiPi  im 
allgemeinen  schief  zur  Oberfläche;  daher  geht,  wie  man  leicht  er- 
kennen kann,  ein  endlicher  Teil  der  Krümmung  des  Linienelements 
P^  in  Divergenz  von  PP'  und  QQ'  über,  sodafs  o  unendlich  klein 
von  der  1.  Ordnung  ist  und  nur  dann,  wenn  die  Schmiegungs- 
ebene normal  zur  Oberfläche  ist,  wird  co  null  oder  doch  unendlich 
klein  von  höherer  als  der  1.  Ordnung. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  mfr  bei  der  geodätischen  Linie  in 
allen  Fällen  jene  Summe  weniger  als  eine  unendlich  kleine  Grofse 
1.  Ordnung  beträgt  und  dafs  daher  nur  allgemein  bei  der  geodä- 
tischen Linie  bis  auf  unendlich  kleine  Gröfsen  von  höherer  als  der 
1.  Ordnung  P^P^  =  Pj^V  gesetzt  Averden  kann.  Bei  anderen  Linien 
wird  jene  Summe  nur  in  einzelnen  Fällen  null  sein  können,  indem 
streckenweise  die  Produkte  QQ'  .  cd  sich  aufheben. 

Man  darf  nun  hieraus  weiter  in  der  Regel  den  Schlufs  ziehen, 
dafs  bei  der  Drehung  einer  geodätischen  Linie  P^P^  um  den  einen 
Endpunkt  P,  der  andere  Endpunkt  P»  eine  zu  P,J^o  normale  Bahn 
beschreibt.  Denn  wenn  bei  der  unendlich  kleinen  Drehung  P^ 
nach  P^  gelangt,  so  w<»icht  PJ  von  P/  nur  um  eine  unendlich 
kleine  Gröfse  höherer  Ordnung  ab,  welche  gegen  die  unendlich  kleinen 
Gröfsen  1.  Ordnung  P^^P!  mul  P^P^  nicht  in  betracht  kommt  — 
oder  mit  anderen  Worii^n:  In  dem  unendlich  kleinen  geradlinigen 
Dreieck  P^P^P^^  ist  der  Winkel  bei  P^  unendlich  klein. 

Es  kann  allerdings  der  Fall  eintreten,  dafs  P2P2'  selbst  nur  von 
höherer  als  der  1.  Ordnung  ist,  obgleicli  der  Drehungswinkel  bei  P^ 
und  die  Verschiebungen  der  Punkte  P  /wischen  P^  und  P^  im  all- 
gemeinen von  der  1.  Ordnung  sind.  Alsdann  ist  Hl  =  0  und  es 
steht  der  geodätische  Kreis  an  der  betrettenden  Stelle  nicht  mehr 
notwendig  normal  zur  geodätischen  Linie.  Jedoch  ist  die  Ausdehnung 
einer  solchen  Steile  eben  unendlich  klein,  sodafs  sie  im  Endlichen 
keine  Ausnjihme  bildet 

§  4.  i)ic  $;:eoi1iitisclie  Linie  ist  die.  liUrzesü^  Wie  früher 
auf  der  Kugel  Fig.  3  S.  G9  gebildet  wurde,  ebenso  können  wir  jetzt 
auf  dem  Uotatiojisellipsoid  eine  Figur  in  der  Weise  bilden,  dafs  wir 
eine  geodätische  Linie  PoPn  um  einen  ihrer  Endpunkte  drehen  und 
dabei  von  Zwischenpunkten  iniendlich  benachbarte  geodätische  Kreise 
l)eschreiben  lassen.  Wie  früher  sieht  man  sofort,  dafs  eine  beliebige 
Linie  P„iY7V  .  . .  P«  länger  als  die  geodätische  Linie  P^P^P^  . . .  P^, 
sein  mufs. 
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Die  Beweisführung  ist  dieselbe  wie  S.  69  für  die  Kugel  im  An- 
sohlufs  an  Fig.  3.  Nur  bedeuten  die  kleinen  Eugelkreise  hier  geodä- 
tische Kreise. 

Sie  gilt  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  dafs  der  geodätische 
Kreis  des  Endpunktes  P«  in  seinem  ganzen  Verlaufe  keine  geodä- 
tischen Kreise  schneidet,  welche  mit  einem  kleineren  Abstand  vom 
Zentrum  P^  beschrieben  sind.  Denn  nur  alsdann  kann  man  sicher  keine 
Linien  ziehen,  die  kürzer  als  die  betrachtete  geodätische  sind. 

Solche  Durchschnitte  entstehen  auf  dem  Rotationsellipsoid,  so- 
bald die  Länge  der  geodätischen  Linie  so  bedeutend  wird,  dafs  sie 
um  die  Oberfläche  mehr  als  halb  herumreicht  Die  hier  stattfindenden 
Verhältnisse  werden  im  7.  Kapitel  untersucht  werden. 

Dafs  die  geodätische  Linie  nicht  notwendig  auch  die  kürzeste 
Verbindung  der  Endpunkte  ist,  folgt  überdies  schon  aus  den  An- 
gaben S.  264,  wonach  zwischen  2  Punkten  unendlich  viele  geodä- 
tische Verbindungen  existieren.  Nicht  alle  aber  können  kürzeste 
Linien  sein:  In  der  Regel  existiert  nur  eine  Kürzeste;  in  manchen 
Fällen  sind  mehrere  gleichlange  Kürzeste  vorhanden. 

Dagegen  ist  jede  Kürzeste  eine  geodätische  Linie;  denn  man 
kann  jede  Kürzeste  auf  vdrschiedene  Art  in  so  kleine  Teile  teilen, 
dafs  für  jeden  einzelnen  derselben  das  Zusammenfallen  mit  der 
kürzesten  geodätischen  Linie  zwischen  den  Endpunkten  des  betreffenden 
Teils  zweifellos  ist  —  bei  gehöriger  Beschränkung  der  Länge  blieb 
ja  in  der  Beweisführung  mit  Fig.  3  kein  Zweifel ,  dafs  die  geodätische 
Linie  zugleich  kürzeste  Linie  ist,  was  denn  auch  notwendig  umgekehrt 
gilt  Läfst  man  nun  die  Teile  über  einander  greifen,  so  zeigt  sich 
evident,  dafs  alle  einzelnen  geodätischen  Teillinien  derselben  geodä- 
tischen Linie  angehören  müssen  und  die  Kürzeste  also  eine  geodätische 
Linie  isi    (Vergl.  auch  ZeUschr.  f.  Vermessungswesen  1880  AugusthefL) 

Um  sa  zeigen,  dafs  die  Kürzeste  und  die  kürzeste  Geod&tiBche  zwischen 
8  Punkten  zosammenfallen,  bedient  man  sich  in  der  Regel  der  Kechnang, 
indem  man  mittelst  des  Variationskalküls  die  Gleichung  der  Kürzesten 
herstellt  und  sie  mit  der  Gleichung  der  Geodätischen,  die  man  mittelst 
der  Bedingung  Schmiegungsebene  nomud  zwr  Flädie  ableiten  kann,  vergleicht 

In  Bezug  auf  die  Kürzeste  lehrt  die  Variationsrechnung  zugleich  die 
Existenz  der  geodätischen  Kreise  {Ckristoffel  a.  a.  0.).  Man  kann  aber 
auch  rein  geometrisch  zeigen,  dafs  der  Endpunkt  einer  sich  drehenden 
Kürzesten  eine  Bahn  normal  zu  ihr  beschreibt  Diesen  Weg  betrat  Oaufs 
(a.  a.  0.  Art.  16). 

Folgendes  dürfte  im  letztem  Falle  ebenfalls  genügen:  Denkt  man  sich 
um  einen  Punkt  herum  unendlich  dicht  Linien  gleichen  kflrzesten  Ab- 
Standes  gezogen,  welche  Linien  die  ganze  geschlossene  Oberfläche  bedecken, 
ohne  sich  zu  schneiden,  so  gelangt  man  anf  kürzestem  Wege  vom  Zentrum 
nach  aufsen  nur  normal  zu  jenen  Linien. 
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§  5.    Die  reduzierte  Länge.     Nach  S.  268  (12)  und  S.  267 
(6)  ist  die  reduzierte  Länge  VX  gegeben  durch  die  Formeln: 

tiiBsao(tr|C08  9>|8in92 — u'ssin^iCos^^  — ^sin^/Sosin^isin^)}«?^, 


Vi 


(1) 


Zofolge  der  Entwicklung  gilt  m  fttr  Drehung  um  P^]  allein  man 
sieht  leicht;  dafs  es  auch  fQr  Drehung  um  P,  gültig  ist  Vertauscht 
man  nämlich  die  Punkte,  so  ergiebt  die  entsprechende  Vertauschung 
der  Indices  in  der  1.  Oleichung  (1)  zunächst  fQr  m  einen  Vor- 
zeichenwechse).  Allein  die  Gleichungen  (4)  S.  248  zeigen,  dafs  bei 
der  Vertausch ung  tp^  und  ip^  bezw.  nicht  in  q)^  und  tpi,  sondern  in 
—  9,  und  —  9i  übergehen.  Mit  Berücksichtigung  dessen  behält  m 
seinen  Wert: 

Die  redfMierte  Länge  VX  hat  gleichen  Betrag  für  Drehungen  um 
jeden  der  beiden  Endpunkte  der  geodätischen  Linie. 

Wir  entwickeln  nun  den  Ausdruck  (1)  für  Uf  in  ähnlicher  Weise 
wie  früher  8,  ohne  jedoch  A;|  anzuwenden,  sondern  der  Einfachheit 
wegen  unter  Beibehaltung  von  1^. 

Nach  §  4  S.  220  und  221  ist: 


yi-.^  cos«  ß  =  Yy^Y'i  —  *»8in«9, 


6«  sin«/Jo  -  *•  T^ 


(2) 


Man  hat  daher: 


^  sin^ß,  J~1^  Y^^  f   ,     ^"'^         dip 

—  **  |/  ^Zjk«     /  (®^®'  9^  +  Y  **  ®^^'  V  sin*  9  H )  dip. 

Setzt'  man  cos*9>  «=.  —  +  y  cos  2(p  und  cos*  q>  sin*  g)  ■=  —  —  -—  cob4^ 
und  integriert,  so  folgt: 

«*8in*A  J=t*|/4^  {y^9>  (1  +  1**+-)  +  |(8in29,-sin29j 

—  -^  t*(sin  4^8  —  sin  4^,)  H 1  •        (3) 

Andrerseits  ist  mit  Rücksicht  auf  die  1.  Formel  (2)  und  mittelst 
Reihenentwicklung  Ton  Yl  —  t*  sin*  9  nach  leichter  Reduktion: 

Htlmtri,  mAtbeiiL  n.  pbTtikal.  TlMoritea  dtr  hBh,  Otodliii.  18 
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tTj  cos  (p^  sin  92  —  ^s  sin  q>i  cos  q)^ 

+  Y  A?  (cosq>^sin^fp2  —  cos9>| 8in'9>i)  H J }  •     W 

Substituiert  man  (3)  und  (4)  in  (1)  so  erhält  man  die  fOr  jeden 
Wert  der  Länge  s  gültige  Formel: 


[F]  =  [jip  (l  +  ^  Ä»  +.-.)-  y  *«  cos  2^  sin  ^9  H ]; 

-^  V  9«  —  9i         2^  =  9«  +  9i . 


(5) 


Diese  Formel  zeigt,  dafs  VX  bei  wachsender  Länge  der  Linie 
anfangs  wächst,  dann  aber  wieder  abnimmt,  bis  z/9  nahezu  gleich  jt 
geworden  ist,  wo  ein  Verschwinden  eintritt,  jedoch  nicht  für  z/g?  =  n, 
sondern  für  einen  etwas  grofseren  Betrag.  Hiervon  ist  die  Ursache, 
dafs  Hl  ein  Glied  mit  Jtp  selbst  enthält.  Ist  llt  durch  null  gegangen, 
so  wird  es  negativ,  erreicht  ein  negatives  Maximum,  nimmt  dann 
absolut  genommen  wieder  ab  u.  s.  f. 

Ffir  die  Geodäsie  hat  es  ein  besonderes  Interesse,  m  nach  Potenzen 
von  8  zu  entwickeln.  Zu  dem  Zwecke  suchen  wir  die  Differential- 
quotienten  von  tn  nach  s  auf,  um  schliefslich  Taylors  Satz  anzuwenden. 
Dieses  Verfahren  ist,  wenn  nicht  einfacher,  so  doch  in  einiger  Hin- 
sicht interessanter  als  die  Entwicklung  mittelst  Substitution  von  5 
als  Funktion  von  q>  in  (5). 

§  6.  Die  DifTerentialqaotienteii  von  m  nach  «.  Wir  be- 
trachten im  Folgenden  stets  P^  als  den  festen  Punkt.  Dies  hervor- 
zuheben ist  wichtig,  weil  die  Differentialquotienten  von  llt  andere 
Werte  erlangen  f&r  P^  als  Drehungszentrum. 

Die  Differentiation  von  m  (vergl.  Formel  (1)  auf  voriger  Seite) 

nach  9>2  gi^^^* 

—  -       z=iWiCOBq>iCOHip^'}'W^smq>isinq>^ — f^sin^iCos^gCos/Sgsin/}, — ^- 

— -e^sin^/SoSin^iCOsyjtT" c^sin^/Sosin^j  sin^^cos^^^ . 

Aus  einer  sphärischen  Figur  analog  Fig.  22  S.  267  entnimmt  man 
nun  ohne  Mühe,  dafs 

dß^'^cosat.idq)^]  (1) 


§  7.    Entwicklung  von  K^  aU  Funktion  von  g.  275 

setzt  man  dies  in  Vorstehendes  ein  und  eliminiert  J  zugleich  mittelst 
der  Formel  für  m,  so  folgt  mit  Beachtung  der  (4)  S.  248: 

=  m  cot  9,  +  aotr,  -T-i^-  (2) 


dfp,  ^*    *      "    '    Bin  q>j 

Nun  ist,  wenn  man  sich  s  über  P^  hinaus  verlängert  denkt: 

dvx  dvx     d(p^ 

dB  dqp,      ds    ' 

nach  (6)  S.  220  aber  femer: 

dtp^  1 

da  Ootr, 

Man  hat  daher 


(3) 


dm  nicotipi      I     sin  9|  ^.v 


ds  aotr,        '     8in  9, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  S.  248: 

dm  coeßicosai.,  mtanß. 


ds  cos  p2  cos  ff,  .1  a^  tr,  cos  a, .  | 

Aus  (4)  erhält  man  weiter  durch  erneute  Differentiation: 
d'ni         cot^g  dm        mcsc'^j  dq>,  sin^i  cosqp,  dqp. 


(5) 


d«'         aoiTj    dA  %^%       ds  sin' 9,         d« 

0   m  cotqp.  /,  ^     d^.  dqp. 

—  r ^p  cos/Ja  smoo  x^-r^- 

Reduzieren   wir  dies  mittelst  der  Formeln  (1),   (3)  und  (4)  und  be- 
achten auch  die  (4)  S.  248,  so  geht  es  über  in: 

d'm m_  /.  __  g'  sin* p,\ 

Hieraus  folgt  aber: 

d«m  m  1  -  «•  ^  Jsr,  .  . 

d^f 57«  "i^  =  -  "*  V'  ^^^ 

wobei  K^ia^    nach  S.  59  (3)  das  Erümmungsmafs  in  P,  (dem  be- 
weglichen Punkte)  bedeutet 

d'm 

Die   Gleichung  -^-y  =  —  m.  (Krammnngimafi}  gilt  fdr  geod&Üsche  Linien 

jeder  krummen  Fläche.  Sie  wurde  zuerst  von  Gaufs  1828  in  den  Dis- 
quisitumes  generales  circa  superficies  curvM  Art.  19  (G.  Werke  Bd.  4  8. 244), 
sp&ter  Yon  Christoffel  auch  auf  andere  Art  aus  den  Integrabilit&tt- 
bedingungen  für  die  Differentialformeln  geod&tischer  Dreiecke  (1868,  ÄU- 
gemeine  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  8.  141)  abgeleitet. 

§  7.   Entwicklung  von  K^  als  Funktion  yon  9.    Es  ist  mit 
Benutzung  der  1.  Formel  (2)  S.  273: 


(1  -  e«  cos"  (5)»         (1  -  e")  (1  -  *"  sin«  9)« 

18* 


(1) 
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Man  hat  daher: 

Hieraus  folgt  unter  Vernachlässigung  yon  ik*  u.  s.  f.  ohne  Schwierigkeit: 
JS;  —  J^  (l  +  *•  [cos  29>i  —  cos  (29i  +  2^9)]  +...).      (3) 

Nach  (9)  S.  223  weicht  aber  ^9  Yon  8 :  a^  nur  um  Glieder  der 
Ordnung  e^s :  a^  ab.  Aufserdem  ist  i*  —  e*  sin*/So  +  ^^4-  Beachtet 
man  nun  noch,  dafis  nach  (4)  S.  248 


sin'/So  cos  29)1  i«  sin'/Jj  —  cos^ft  cos'ai.s 
und 

sin'/So  sin  2q>i  >»  sin  2^|  cos  ai.s 


(4) 


ist,  so  findet  sich  aus  (3): 
J2i««'Jr,{lH-c*[sin~sin2/IiCosai.t+2sin*— (sin'^i— cos*/JjCos*ai.t)J+       •  (5) 

Diese  Formel  giebt  K%  bis  auf  Glieder  der  Ordnung  ^  genau, 
so  lange  sie  nur  auf  Distansen  Anwendung  findet,  fOr  welche 

sin  2dw  —  sin  —  und  sin  ^©,  —  sin  — 

Gröfsen  der  Ordnung  e^  sind,  was  fOr  beliebige  Distanzen  statthat, 
insofern  man  sich  auf  kürzeste  Linien  beschränkt. 

Nimmt  man  sia^  als  Gröfse  1.  Ordnung  wie  e,  so  folgt: 

K^  =  kJi  +  2^  sin  2ft  cos  ai.,  ~  +  OÜ-  (6) 

§  8.  Die  reduzierte  Lftnge  als  Funktion  Ton  #•  Da  sich  der 
2.  Differentialquotient  yon  m  nach  $  so  sehr  einfach  gestaltet,  so  liegt 
der  Gedanke  nahe,  anstatt  mittelst  Taylors  Satz  nach  vorher  erfolgter 
Bestimmung  des  3.  und  höherer  Differentialquotienten,  direkt  durch 
Integration  der  Gleichung  (6)  auf  voriger  Seite  m  als  Funktion  von 
8  herzustellen.    Setzen  wir: 

jr,  =  Jri(l  +  c,8m^'  +  c.8m«^  +  ...),  (1) 


2c» 


k 


j  =6*8in2ft  cosai.j,  | 

^  (sin*  A  —  cos»  ft  cos»  «i.«)  J 

wobei  ^1  und  c^  auch  mit  der  geographischen  anstatt  der  reduzierten 
Breite  berechnet  werden  dürfen,  so  folgt  aus  (6): 

^  +  w|i(l+c.ain^'  +  CBm«^  +  ...)«0.  (3) 
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Diese  Gleichung  yernachlässigt  alle  höheren  Potenzen  von  e\  enthält 
aber  die  Glieder  mit  6*  yollständig.  Sie  läfst  sich  streng  integrieren, 
insoweit  es  sich  um  Konservierung  der  Glieder  mit  e*  allein  handelt. 

Setzen  wir  c.  und  c-  null,  so  folfft  in  —  -~r  sin  -^—^,  wie  man 

daraus  erkennt,  dafs  in  diesem  Falle  tu  die  reduzierte  Länge  auf  der 
Kugel  vom  Radius  a^^iyTC^  wird. 

Im  allgemeinen  setzen  wir 

Zweimalige  Differentiation  liefert  hieraus: 

Dies  substituieren  wir  in  (3)  und  yernachlässigen  dabei  die  Produkte 
fiC|  und  (ic^,  indem  wir  annehmen,  dafs  sie  den  Faktor  ^  haben, 
weil  voraussichtlich  (i  den  Faktor  (^  enthält.     Es  folgt: 

oder  mit  konsequenter  Vernachlässigung  von  e*: 

Man  hat  für  ^i  noch  die  Nebenbedingungen: 

fi  ^0  und -^  =  0    fttr    5  =  0.  (6) 

Diese  ergeben  sich  aus  der  Bedingung,  dafs  für  8  gleich  null  VX  die 
reduzierte  Länge  für  die  Ebene  wird,   dafs  also,  da  hier  m  <=  5  ist: 

m=.o,       ^  =  1    fiir    5  =  0 

sein  mufs.    Führt  man  den  Ausdruck  (4)  ein,  so  erhält  man  die  (6). 
Zum  Zweck  der  Integration  schreiben  wir  (5)  wie  folgt: 

und  setzen  nun  versuchsweise  (wobei  zum  Teil  Reihenentwicklungen 
einen  Fingerzeig  geben): 

(8          8  .     <  \    ,   ,    <     .     < 

—  cos sm  —  1  +  6,  —  sm  — 

+  a^(cos~-.cos~j  +  6,(sin--3sm~j. 


^ 
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Die  zweimalige  Differentiation  von  (8)  ergiebt: 


^0    d8'~ 


8      .        S\ 

Sin— I 

—  a«(9cos cos  — )  —  6«  (9sin 3sin  — ) 


Substituieren    wir   dies   sowie  (8)   in  (7),   so    geht   diese  Gleichung 
über  in: 


(26,  +  y  C.)  0O8  {-  -  (2a.  -  I  c,)  siu   * 


'0 

3« 


—  (8^3  +  y  Ci)  cos ^*  —  (Sftj  +  ^  c,)  sin  ^ 


=  0, 


welche  identisch  verschwinden  mufs.    Es  wird  also  anzunehmen  sein: 


I     3  .  1        I 

«1  =  +  -g-Cj,     6i  =  — — Cj   I 


«3 


(9) 


16 


32^«- 


Setzt  man  diese  Koefficientenwerte  in  (8)  ein  und  den  für  (i 
erhaltenen  Wert  in  (4),  so  findet  sich  für  ttt  der  folgende,  die  Glieder 
mit  e^  vollständig  enthaltende  Ausdruck: 


Oo      .    sV^i         1  .      »  I  /        '68  8\ 

-_!i.8in —  ^  c,6*8m -.-C.aolcos cos  —  ) 


m=l 


+M 


scos 


8 


««««>£) 


1  / .     3«        o    •      »\    I 


(10) 


Für  0|  und  c^  gelten  die  unter  (2)  angegebenen  Werte.  Der  Aus- 
druck (10)  giebt  tn  bis  auf  Gröfsen  der  Ordnung  a^e^  für  beliebige 
kürzeste  Distanzen  s  (vergl.  Schlufs  des  §  7  S.  276). 

Wendet  man  Reihenentwicklungen  an,  indem  man  sia^  als  Gröfse 
1.  Ordnung  betrachtet,  so  folgt: 

Dafa  der  Rest  ein  Bruchteil  der  8.  Ordnung  von  üq  ist,  zeigt  die 
Einführung  vorstehenden  Ausdrucks  in  die  strenge  Gleichung  (6) 
S.  275,  welche  bis  auf  Glieder  e*«'  befriedigt  wird. 

Berücksichtigt  man  bei  der  Entwicklung  yon  K^  auch  e^  so  wird  für 
kleine  Distanzen  erhalten: 
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c\  a-  e*  sin  2^1   cosaj  ^  (l  +  "ö"  c'*  cos'  p,j 
C2  =-  2e'  (  sin'ft  —  cos'p,  cos'ofj  ^  j  »     (13) 

+  «*  (sin*  2pJ  1  +  ^  cos'äj  2     —  4  cob'^j  cos'aj  jj 


Oo       .     «Vif,  -,     (  1     .    «*  1     ,     «*  11     '     «*     I     /^I  l      /1>l\ 

-— ~  Bin  -^ — -  —  a^K.    \  --  c.  -  ^  +  -^  c,  -  V  —  -7:;;  c,  —^4-  ö'«  J-   (14) 
yjr,  «0  °    M«     Uo*       20    2  flo*       180    'tto*^      9|     V      y 


§  9.  Differentialformeln  für  die  geodätische  Linie  bei  Ver- 
schiebungen eines  Endpunktes.  Wir  beziehen  uns  auf  die  Linie 
PiP^,  Fig.  20  S.  266  und  betrachten  nach  einander  eine  Verschiebung 
von  Pj,  im  Sinne  wachsender  Länge  s  um  ds  sowie  eine  Drehung 
um  P|  im  Betrage  yon  dai.2. 

1.  Versdiiebung  ds  von  Pg.  Nach  (3)  S.  219  und  (1)  S.  229  hat 
man  zunächst,  indem  daselbst  für  a,  ß  und  dl  bezw.  a%,i  —  180^,  ß^ 
und  e^ Z/1.8  zu  setzen  sind: 

op«  =       cos  er«  1 

dLi,2  = sec  pg  sin  «2.1. 

Um  dtti.i  zu  finden,  beachten  wir  die  Konstanz  des  Produkts 
cos /Sj  sii^  ^>i  ^^^  ^^^  Verschiebung  von  Pg,  zufolge  welcher 

cos  jSg  sin  «2.1  =  cos  (/S,  -f-  d/J,)  sin  («2.1  +  ^«2.1). 
Hiemach  ist 

cos  ß^  cos  a2.i^«8.i  "^  sin  /S,  sin  a^.iSßi 

und  mit  Rücksicht  auf  die  1.  Formel  (1): 

*a2.i  =-^-^  ^n  ft  sin  «2.1.  (2) 

2.  DrcAww^  von  P,P,  um  P^.  Nach  (11)  S.  268  und  (17)  S.  269 
ist  hierbei: 


dß  =  — sin  «2  1  ^«1  2 

dL^,2  == sec  /Sg  cos  «2.1  ^«1.2. 


(3) 


Die  Fundamentalgleichung,  angewandt  auf  P|  und  P,  nac&  erfolgter 
Drehung,  liefert  nun  weiter: 

cos  ß^  sin  («i.2  +  Ä«i.2)  +  cos  {ß^  +  6ß^  sin  («2.1  +  *«».i)  =  0. 
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Wegen 

cos  ßi  sin  «1.2  +  cos  ß^  sin  «a.i  =0 

geht  dies  über  in: 

cos  /Jg  cos  «s.idas.i  =  sin  ß^  sin  a^A^ßi  —  cos  /Jj  cos  ai.sdai.s, 

wobei  dß^  aus  der  1.  Formel  (3)  zu  entnehmen  ist    Damit  folgt: 


icosßicosa^  2        m 
-  35^^^.;^;;;  -  ^,  tan^,8ina,.ttan«,.. 


^«1.2. 


Hieraus  eliminieren  wir  mit  Hilfe  der  Gleichung  (5)  S.  275  das  erste 
Glied  rechter  Hand  und  erhalten: 

*««.!  —  {-^  +  -j^  tan  j8,  cos  «2.1)  ^«1.2.  (4) 

Für  den  Differentialquotienten  -^  ist  zu   erinnern  ^  dafs  er  sich  auf 

eine  Verschiebung  von  P,  im  Sinne  einer  Längenänderung  von  s  bei 
konstantem  Azimut  «1.2  bezieht. 

3.  Verschiebung  und  Drehung.  Wenn  die  geodätische  Linie  PiP, 
sich  um  P|  im  Betrage  ^«1.2  dreht  und  dabei  zugleich  um  ds  wächst, 
so  sind  die  totalen  Änderungen  von  ß^,  Li. 2  und  «2.1  die  Summen 
der  bezüglichen  Ausdrücke  (1)  bis  (4). 

Indem  wir  die  Summation  ausführen ,  substituieren  wir  zugleich 
nach  S.  40  und  41  (2),  (3)  und  (6): 


^"      für  JL  ,    TT,  sec  B^  für  sec  ft , 


1/1— c'  w, 


f/l— c' 


(5) 


VT^=^tanjB,  für  tanft,    dB^  ^T^  ^^^  *A 
und  gelangen  damit  zu  den  Formeln  für  die  totalen  Änderungen: 

Ä/>i.2=» -TF2secP2sina2.i Trg8ec-BgC08a2.i<J«i.2 


«0  «0 


*««.!=      ~  TTgtan-Bj  sina2 . 1  +  |  (-jA  +  --  TTgtan JBgCosa2 . 1 1  <Jai .  2  • 


(6) 


^ /int 

Hierin  ist    W,  —  }^1  —  e*  sin  B^  und   der  Index    1 . 2  an  -^  deutet 

die  Richtung  vom  festen  nach  dem  beweglichen  Punkt  an,  im  Sinne 
der  obigen  Bemerkung  zu  (4)  am  Schlüsse  des  2.  Absatz. 

4.    Änderung  der  geographischen  Koordinaten  von  P^.    Die  Werte 
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d$  und  dai,2,  die  zu  dB^  und  dLi.t  gehören;  ergeben  sich  ans  den 
ersten  beiden  Gleichungen  (6)  durch  Elimination  von  dai,f  bezw.  ds. 
Führt  man  die  erhaltenen  Resultate  in  den  Ausdruck  f&r  da%,i  ein 
und  reduziert  ihn  teilweise  mittelst  der  Formel  (5)  8.  275^  welche 
bei  Einführung  der  Substitutionen  (5)  lautet: 

\  ds  /j  2  ^^1  CO»  JBg  cos  üf j  j  Oq  cos  «2.1      ' 

so  ist  dann  auch  dieses  da2.i  Funktion  von  SB^  und  8Li,%,  Die 
Ergebnisse  sind: 


(8) 


8s     =     aQ-y^coscc^.iSB^  —  ^^-cosBjsinaj.idZi.g 

dai,t~—^^^Bmcc2,i9Bi'-:j^j^co8BiCoscci,idLi,i 

da,.i  — —  ^-^  [~)Hina2,tdB^  +  :^^-(:osBiCOs 

Es  ist  noch  zu  bemerken ,  dafs   im   vorstehenden  Paragraphen 
die  dB,  öL  und  da  als  Arcus  zu  verstehen  sind. 

§  10.  Yerschiebiing  beider  Endpunkte  der  geodätischen  Linie. 

In  allen  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  dürfen  wir  die  Indices 
vertauschen,  wenn  wir  zugleich  P,  als  fest  und  P|  als  beweglich 
annehmen.    Die  (8)  geben  damit: 

*«     ■=     «0  TfTr  cos  «1.2  dPi-f^  cos  Pj  sin  «1.8  dii. 2 


a«l-c« 


da».  1  =  —  ^  -|p4-  sin  «i  .2  d^i  +  |j^  cos  B^  cos  «1.2  dl^i  .a 
d(jfi.2«*— ^-q^   ^— J8inai.2d-Bi  — -j^^cos^^cosaaiÄLia. 


(l) 


Diese  Änderungen  in  5,  «1.2  und  «2.1  entsprechen  also  einer  Verschiebung 
von  P|  bei  festem  P,.     Da  man  nun  setzen  kann 

Li. 2  =»  ^2  —  Li,  (2) 

wenn  L  allgemein  die  westliche  Länge  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
ersten  Meridian  ist,  so  hat  man  auch: 


dLi.2  =  +  dL2  bei  festem  P^,     für  (8)  des  vor.  Paragraphen, 
dLi.2  =■  —  dLj  bei  festem  P,,     flir  (1)  dieses  Paragraphen 


len,) 


Durch    Addition    der   bezüglichen  Werte    nach  (8)   des  vorigen 
Paragraphen    und    nach   (1)    dieses    Paragraphen    erhalten   wir    die 
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Änderungen  der  Länge  und  der  Azimute ,  welche  beliebigen  differen- 
iialen  Verschiebungen  heider  Endpunkte  entsprechen: 

Gegeben:    i BuiBtiSLniLii 

«0  ^WT  COS  cci.idB.  +  «o-wnr  COS  «j.i  *JB, 

^i  in  Sek.  ^t  in  Sek 


q'ÖS  = 


Sek. 


in  Sek. 


in  Sek. 


+  ^  COS  B2  sin  «2.1  {dLi  —  dL^) 

^t  in  Sek. 

+  z^  cos^a  cos  «,.  1  {ßL^  —  *Xg) 

"*'^«  in  Sek. 

^^\  In  Sek.  > 


(4) 


Für    die   Reduktion    der   1.  dieser   Gleichungen   wurde   die   Be- 
ziehung cos  ß^  sin  as.i  -j~  cos  /S^  sin  «1.2  =  0,  d.  i. 


-y^  cos  ^2  sin  «2.1  +  -w^  cos  B^  sin  «1.2  =  0 


(5) 


benutzt.     Mit  Rücksicht  auf  diese  letztere  ist  auch  zu  ersehen,  dafs 
die  (4)  symmetrisch  zu  beiden  Punkten  Pj  und  Pg  geformt  sind. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  nicht  die  Änderungen  der  geographi- 
schen Koordinaten  beider  Punkte  gegeben  sind,  sondern  nur  die- 
jenigen von  P|,  aufserdem  aber  ds  und  d«i.2;  so  ist  aus  den  ersten 
beiden  (4)  einmal  8L^^  sodann  dB^  zu  eliminieren  und  auf  dB^  bezw. 
dX^  zu  reduzieren.     Setzt  man  zugleich 


«1.1 -«1.2-  180«  =  ^«, 


(6) 


80  findet  sich: 


dB^^ 

iaSdL 


ldi.\9  cos «2.1- --sm «2 


1  ^ai.«} 


in  Sek. 


+  ^jco8^a+ [^l—(^)^  J8inai.28ina2.i[dfii 

iLy  —  Tr,secJ?2|p"sin«2. 1  ^  +  ^  cosa2.i  d«!.«! 
—    ~|p^»   * BecB^  I  sin  z/«  —  [1  —  (^)^  j8inai.2Cos«2.iUiBi 


(7) 


§  11.    Berechnung  der  Koefficienten  der  Diflferentialformeln. 
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Diese  Ausdrücke  führen  wir  endlich   noch   in   die  3.  Gleichung  (4) 
ein  und  erhalten  nach  gehöriger  Reduktion  mittelst  (7)  S.  281: 


q"  W2\a^B^^iria2x^-\'  | (-^j^  ^-|-^-  H^^ tan 2^^ cos «2.1 1  *«i.2 


^«2.1  = 
in  Sek. 


+ 


Oft  1 


nt  TT/ 


<J5,. 


(9) 


In  den  Formeln  (7)  bis  (9)  sind  die  8B ,  8L  und  8  a  als  Sekunden- 
werte zu  verstehen^  wie  auch  zum  Teil  angedeutet  ist. 

§  11.    Berechnung  der  Koefflcienten  der  Differential  formein. 

Bei  beliebig  grofsen  kürzesten  Distanzen  i?  wird  in  vorstehenden 
Differentialformeln  für  m  der  Ausdruck  (10)  S.  278  anzuwenden  sein; 
er  vernachlässigt  zwar  e*,  ist  aber  wohl  meist  ausreichend. 

Für  kleinere  Distanzen  ist  der  bequemere  Ausdruck  (11)  S.  278 
vorzuziehen;  meistens  aber  dürfte  es  vollkommen  genügen^  zu  setzen: 


m  = 


VK 


sm 


sVK 


a„ 


+  --  =  *0-6Z-'^+^'0' 


(1) 


worin  K  irgend  ein  mittlerer  Wert  der  Gröfse  K,  vergl.  (3)  S.  59, 
in  Bezug  auf  die  Endpunkte  der  Linie  s  ist.     Man  hat  noch: 


und  in  logarithmischer  Form: 


(2) 


M 


logm  =  logs-s^s»^+ö/,  1 


6rt, 


log 


dn 
di 


M 


"^^s^K+Gh-, 


2a 


dazu  ist  aufserdem: 


[>-"]-^*+«'.- 


(3) 


Die  Einführung  dieser  Werte  vereinfacht  namentlich  die  etwas 
komplizierten  Formeln  (7)  bis  (9)  des  vorigen  Paragraphen  erheblich, 
während  die  (4)  überhaupt  einfach  sind. 

Für  Seiten  direkt  mefsbarer  Dreiecke  wird  es  in  der  Regel  zulässig 
sein,  die  eckigen  Parenthesen  in  (7)  und  (8),  in  (9)  aber  wenigstens 
das  3.  Glied  des  Koefflcienten  von  äB^  zu  vernachlässigen. 

Sphärische  Berechnung  der  Koeffwienten.  Kommt  es  auf  Bruch- 
teile der  Ordnung  ^  in  den  Koefflcienten  der  Differentialformeln  nicht 


I 


\ 
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Bik,  80  kann  man  sie  so  berechnen^  als  wäre  das  Dreieck  zwischen 
Nordpol  Pi  und  P,  ein  sphärisches. 

Man  hat  zunächst  fQr  diese  Voraussetzung: 


m  — Oosin-, 


dm 
ds 


8 

COS  — 

«0 


(4) 


und  nun  durch  leicht  ersichtliche  Reduktionen ;  insbesondere  durch 
Auflösung  von  sin  z/a  und  cos  z/a^  für  einige  der  kompliziertesten 
Koefficienten  in  (7)  bis  (9)  des  vorigen  Paragraphen: 


cos 


^«  +  [1  —  ("äT/jj.J  ^^  *^i»  «"*  «»1 


—  cos  «1 . 2  COS  «a.  1  —  cos  —  sm  «i.  j  sm  «».  i, 
sin  z/a  —  1^1  —  (-g5j^  J  sin  «i.,  cos  «2.1 


(5) 


8 


—  COS  «1.2  sin  «2.1  +  cos  —  sin  «1.2  cos  «2.1, 


(6) 


\-T-)      -\ W^2  ^^  ^2  ^^^  ^>.  1  *=*  ^8 1-  sin  —  tan  B^  cos  «2. 1,  (7) 

b  ~  (S.., + 1  -  (Sl.J  <^"  ^« "°  «»•> 


sin'  Ja 


Bin  a 


1.9 


+b-  (S)i.,]  [1  -  (S),.,]  "°*«»-»  "^  «'•« 


2C08  —  cos  «1.2  COS  «2.1  ^iu  «2.1 


9  •  8in"a,  1 

—  sm  «1.2  cos'«2.i  —  cos"  «1.2  — 


Bin  a 


i.s 


—  sin* —  sin* «2.1  sin  «1.2 


(8) 


Nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  aber: 
—  cos  «1.2  cos  «2.1  —  cos  —  sin  «1.2  sin  «2.1  «=  cos  Li. 2 

«0 


(5») 


COS  «1.2  sin «2.1  —  cos  —  sin  «1.2  cos  «2.1  =  sin  Zfi.2  sin  B,,  (6*) 

womit  sich  (5)  und  (6)  unmittelbar  vereinfachen.    Ferner  ist: 
cos  —  =-  sin  jBj  sin  P,  -]-  cos  B^  cos  P,  cos  Li. 2 
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sin  —  COB  «f  .1  — ■  —  sin  JSj  cos  J5,  +  cos  B^  sin  B^  cos  Li  .t 
ond  daher  f&r  (7): 

cos [-  sin  — -  tan  J5,  cos  aj.i  «»=  cos  Zi.i  cos  B^  sec  J5, .      (7*) 

Zur  Redaktion   von   (8)   ist   nach    dem   Cotangentensatz   (oder 
nach  Formel  (6)  8.  275): 

tan  Bi  sin  —  «=«  cot  as  i  sin  ai  t  —  cos  —  cos  ai .% . 

Quadriert  man  dies  und  multipliziert  mit  sin'  ai.i :  sin  «1.2,  so  gelangt 
man  zu  der  Relation: 

2co8  —  cos  «1.»  cos  os  1  sm  «2.1  —  sin  ai.2  cos'«2.i  —  cos*ai.2  -: '- 

«0  ■"*«1.2 


sin*—  (sin*ai  2  —  sec'JS.)  — 


Bin*«,  1 


mit   Hilfe    welcher   sich  die  rechte  Seite  von  (8)  in  den  Ausdruck 
vereinfacht : 

g                  Bin'a,  1,8 
—  sin*—  sec*jDi  -: '-  d.  i.  —  sin  —  sin  Li  2  sec  jB«  .      (8*) 

Die  Di£ferentiaIformeln  (4)  und  (7)  bis  (9)  des  §  10  lassen  sich 
nunmehr  ohne  Schwierigkeiten  in  nachstehende  Formeln  überf&hren, 
in  denen  dB^  iL  und  da  Sekundenwerte  bedeuten: 


p"  —  =  cos  «i.  2  äBi  +  cos  at 


«0 


/     cos^iBinag  A 

idB.  +  l       odTEuoh       ](dL.  —  dL.) 


sin  a,  9  Bio  a«  «  cob  B^  cob  or«  ,  ^ 

*«. . , L?  dB, ?^  dB,  + ?— -'^  (* A  -  dL.) 

tan  —  Bin  —  Bin  — 

sin  «,  9  Bin  «,  •     _^         cos  B,  cob  ff«  9  ^ 

d«,. . Y  dB, ?-i  dB, '—-'^  (SL,  -  dL,) 

Bin  —  tan  —  Bin  — 

Ss 
dB,  =  p"cosa2.i—  +  sin  Z1.2  cos  JBj  dai.2 

+  COsXi.2  d^i 

ÖL^  =  öLi  —  p^sec  J?g  sin  «2.1 sin  ii.  2  esc  «i  .2  cos  «2.  i  dai.  2 

+  sin  Z1.2  tan  jB,  djBj 

da2.i=  p"tan£2sina2.i 1-  cos  Z1.2  cos  Bj  sec  B^  dai.2 


(9) 


«0 


—  sin  Li .  2  sec  B^dBi . 


(10) 
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Es  ist  selbst  verstündlich;  dafs  mau  diese  Formelu  auch  direkt 
uud  weit  einfacher  als  oben  durch  Differentiation  der  Formelu  der 
sphärischen  Trigonometrie  erhält  Der  hier  eingeschlagene  Weg  zeigt 
aber  deutlich  die  Vernachlässigungen,  die  übrigens  nicht,  wie  ein- 
gangs erwähnt,  durchaus  Bruchteile  der  KoefiScienten  von  der  Ordnung 
c*  sind,  sondern  in  der  1.  und  3.  Formel  (10)  im  Koefficienten  von 
SBi  bezw.  tfai.2  nur  Bruchteile  der  Ordnung  e^s  :  öq.  Da  diese  beiden 
Koefficienten  nahezu  gleich  1  sind,  verdient  der  erwähnte  Umstand 
Beachtung. 

Der  EoefGcient  von  dai.«  in  der  2.  Formel  (10)  kann  auch  wie 
folgt  geschrieben  werden: 

—  sin  —  sec  jBg  cos  a«.  i ,  (10*) 

welcher  Ausdruck  jedoch  weniger  bequem  als  der  oben  benutzte  ist.* 

Für  die  Formeln  (9)  kann  man  sin  —  event.  mittelst  einer  der 

Relationen 

•         sin  L.  9  008  B^  sin  X,  »  cos  J?« 

ain ^ -• A? -'  (9*) 

Oj,  Bin  «j  ^  Bin  «2  1 

•  8m  8 

berechnen  und  zu  log  sin  —  unmittelbar  log  tan  —  aufschlagen. 

§  12.  Dilferentialformeln  für  Sj  ^1.2  und  cd, i  hei  gegebe- 
nen geographischen  Positionen  in  Bezug  anf  Änderungen  yon 
tto  und  e^. 

Wir  betrachten  vorerst  das  sphärische  Hilfsdreieck  HfPillg.  Auf 
dieses  können  wir  sofort  die  (9)  des  vorigen  Paragraphen  anwenden, 

wenn  wir  fOr  — ,  j?  und  £1.2  schreiben  bezw.  ^q>,  ß  und  JX,    Da- 

mit  ergiebt  sich,  die  dß  und  d^A  als  Arcus  genommen  und  wegen 
cos  ßi  sin  ai.8  »>  cos  ß^ : 

djJip  B=  cos  «1.8  8ßi  -|"  cos  ttf^i  iß^  -f~  ^^B  ßo  ^^^  0) 

und 

8inz/9)dai.f-B> — cosz/^sinai.t'^i — Bmat.i9ß% — co8/J2Cosa2.id^A.(2) 

Die  Formel  f&r  Sa%,i  kann  wegbleiben,  da  sie  schlief slich  am  be- 
quemsten aus  derjenigen  9Sa  dai.i  durch  Indicesvertauschung  er- 
halten wird. 

Für  dß^  und  8ß^  hat  man  aus  der  Beziehung  tan  /J=}^1  —  e*  tan  B 
durch  Differentiation: 

8ß-'-UmBcos'ß--^^-i«n2ß^-^,         (3) 
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und   hiermit  gehen    (1)  und  (2)  mit  Rücksicht  auf  die   (4)  S.  248 
über  in: 

d  z/g)  =  —  T 5  8in*/jQ  (sin  y,  cos  q>2  —  sin  q>^  cos  (p^)  -[-  cos  ß^  6^1    (4) 

*«i.«  =y  l4r?  sin  /Jo  cos  /»o  sin  9,  +  '""^.^^ ^° "^^  *^A.  (5) 

Zur  Bestimmung   von  iJX  knüpfen  wir  an  die  Gleichung  (13) 
S.  268  an: 

Lut  =  /|/l— c*cos«/J  dX  ,  (6) 

wobei 

tan  ß  »a  tan  ß^  cos  X        cos  /J^  «=  cos  /)|  sin  ai.s  •  (7) 

Es  ist  durch  Differentiation,  da  6Li,%  gleich  null  ist^  vergleiche 
S.  268  (15): 

O»(i..,-..0*A,+t.,a./A-|a.»r^ 

Sß  =  cos*/S  sec*/Jo  cos  X  Sß^^ 

sin  /Sq  ^/Sq  =  sin  /Sj  sin  ai.2  8ßi  —  cos  /S,  cos  ai.i  8ai,% .        (9) 

Setzt   man  Sß   nach   der   2.   Formel  (8)  in    das  vorhergehende 
Integral  und  reduziert  mittelst  der  Formeln: 

dX  «=  cos  /Sq  sec'/3  dip^    cos  A  =  tan  ß  cot  /Sq,     sin  ß  =»  sin  /J^  cos  q>^ 

wie  S.  268,  so  geht  die  1.  Gleichung  (8)  über  in: 

Q  =  {W2  —  w,)  dX,  +  fr,  äJX  —  ^  cos  ßf,Hde^  +  e^  sin  /J^tT^ */Jo>  (10) 

worin  J  die  durch  (6)  S.  267  definierte  Bedeutung  hat  und  H  durch 
die  Gleichung  gegeben  ist: 

(11) 


9» 

J    ^0 


Es  ist  nun  noch  dXi  zu  ermitteln.  Hierzu  führt  die  Differentiation 
der  Gleichung  cot  A|  =  sin  /J^  tan  ai.2;  wodurch  sich  findet: 

dA,  =  —  sin^Aj  cos  /J,  tan  «1.2  dft  —  sin*A|  sin  ß^  sec^ai.2  dai.». 

Setzen  wir  hier,  sowie  in  (9)  die  Werte  von  äß^  und  dai,%  nach 
(3)  und  (5)  ein,  so  erhalten  wir  mit  Beachtung  der  (2)  und  (3) 
S.  232  und  233: 
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sx,  -  -  '^  ?'  7  ^'-  s^x 

^  Bin  Jip 


^  a  ^      ^^'       •     r»  a  •     a    ^in  qp.  sin  Q>*    «  ^  4 


(12) 


Dies  in  (10)  eingesetzt  und  nach  öJk  aufgelöst,   giebt   unter 
Einführung  von  W,  S.  273  (1): 

SJX  „  1  -gL  {(1  ,  ^)  g+  ^  sin»^o  J^}  ^"^^fe  "°^y .   (13) 


Nun  ist  aber 


Vi 


.^ 

a^/ V^l  —  e^  cos* ßd(p 


und  identisch 


yi  —  e*  cos'p  ■=  — L — -- — ü 

'^  Vi  —  «•  C08«p 


Setzt  man  hier  sin  /)  «»  sin  ß^  cos  q)  und  beachtet  die  Werte  H  und  J^ 
nach  (11)  S.  287  und  (6)  S.  267,  so  folgt: 

s  =  a,({l-e^H+t^  sm^ßoJ) ,  (14) 

womit  (13)  übergeht  in: 

*^A  =  Y  j-^  ^  cos  /Jo  sin  ^q>.  (15) 

Ehe  wir  diese  Formel  in  (4)  und  (5)  substituieren,  differenzieren 
wir  vorerst  noch  die  Gleichung  für  s,  wozu  (1)  und  (2)  S.  265  zu 
vergleichen  ist.    Es  wird: 


9i 


dß  »»  sec/)  cos/)o  C0S9  d/)o, 

mit  dß^  entsprechend  der  2.  Formel  (12).    Führt  man  es  hiernach 
ein  und  setzt  im  1.  Integral  cos'/S  »» 1  —  sin' /S^ cos' %  so  ergiebt  sich: 


-  ^jBin'ß,  co»/l,  ^^  dJX.  (16) 
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um  dies  weiter  zu  vereinfachen,  mufs  noch  dq>i  bestimmt  werden.   Zu 
dem  Zwecke  giebt  die  Differentiation  der  Gleichung  tan  tp^ = cot/3|  cos  ^i . « : 

dq)^  «s =~5"ä"  ^^^  ^»-2  ^ßl  ^  ^ö'  ßl  C08*g)j  sin  €Ci,2^ai.i' 

Hierin  ist  dßi  nach  (3),  tf«i  2  nach  (5)  einzuführen,  womit  erhalten 

wird: 

^              1      Se*       .   9  yj                                    cos  cp,  sin  <p^  ^  jt  v#i     /itx 

'9i  =  2"  1  _-^«  Sin*  ß^  sm  y^  cos  gj^ linjf     ^^^  ßo^^^  •  (^ ') 

Die  Einfahrung  von  (4)  und  (17)  in  (16)  giebt  ohne  Schwierig- 
keit mit  Rücksicht  auf  (1)  S.  273: 

+  Y  j-~ { ~ic^,8in*/Jo8in9>iCOS9i+^''28in*A,sin9aCOS92— ^  +«'^9in*A»(l  — «*cob*/JJ| 

Die  Substitution    des    Wertes  öJk    nach    (15)    und    die    Restitution 
des  Wertes  von  s  nach  (14)  führt  endlich  zu  der  Formel: 

Vi 

Ä  -  Co  sin*  /Jo  (y  '*i  sin  29,.  -  \  w,  sin  2,,,  +  (1  -  oj  ?^  d^»)'  (19) 

Vi 

Aufserdem  ist  nach  (5)  und  (15): 

*«!. 2  =  p"  1^ -,  sin  /Jo  cos  /So  (sin  9>i  +  ^sr  sin 4)J        (20) 

in  Sek.  Iß    l  —  C  \  m  / 

und  hiernach  durch  Vertauschung  der  Indices  mit  Rücksicht  auf  die 
(4)  S.  248: 

*««  1  =  (>"  Y  7-.—-,  sin  ß^  cos  /Jo  (sin  q>^  +  --  sin  yj  •      (21) 

in  Sek.  X    1         c  \  «l  / 

§  13.  BerechnUDg  von  $•  Wenn  es  sich  darum  handelte,  eine 
in  allen  Fällen  brauchbare  Formel  abzuleiten,  so  würde  man  für  obige 
Formel  (19)  dac  Integral  entwickeln  wie  früher  dasjenige  für  s.  Wir 
begnügen  uns  indessen,  eine  einfachere  Behandlung  vorzunehmen,  die 
alle  Glieder  von  der  Ordnung  c^  ab  vernachlässigt 

Mit  Rücksicht  auf  (2)  S.  273  geht  zunächst  (19)  über  in: 

-  (sin29>|  —  sin2g)^)  —  -rh^  (sin* q>^  sin  2q>y  —  sin'g)^  sin  ^Vt^ 


S— aosin«/lol/|~|! 


+  (1  -  i*)  /  (sinV  +  Y  *"  sinV)  dq>  +  • 


Vi 

Helmert,  mathem.  a.  phytikaL  Tli«orieen  der  höh.  Geoditi«.  19 
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Da  nun  sin'^^)  =      —      cos  2g),    siVy  =  mii^tp  —   q  "I"  «  cos  4g) 
und 

shi^g)  sin  2g)  =      sin  2g)  —  -r-  sin  4g), 

so  gelangt  man  leicht  zu  der  Formel: 

l  (l  -  l  P)jq>  -  \  (3-Ä-2)(sin2g).~sin2g),) 


$=a^sin*/Jo]/J-::r^: 


-  .^  Z'2  (sin  4g)2  -  sin  4g)i)  + 


C4 

und  hieraus  zu  der   in  der  llegel   völlig  hinreichenden  Entwicklung: 

|{  (l  -  l  f)  Jtp-Kl  +  l  f)  cos  2q>  sin  Jg,\ 

S  =  ft„8m*^J  ^  kl) 

1  —       Z-  cos  4g)  sin  2z/g)  +  •  •  • .  ) 

Fflr  kleine  Distanzen  ist  es  zweckmllfsiger,  S  direkt  als  Funktion 
von  s  darzustellen.  Wir  betrachten  hierbei  s  als  Grölse  1.  Ordnung. 
Nach  (9)  S.  223  ist  nun: 

s  =  /,„(]  +  1  h'  +  GU)  (jg>  +  J  Ar  cos  2g)  sin  Jq>  +  67,) 

und  hiermit,  da  man  sin  ^g)  mit  z/g)  im  letzten  Gliede  rechter  Hand 
vertauschen  darf: 

J^  =  -^  (l  -  y  i*  cos^*  9>  +  G/,)  •  (2) 

Setzt  man  dies  in  (1)  ein,  zugleich  aber  z/g)  ( 1  —  y  ^T")  ^"^  ^^^  -^V 

und  2^g)  ftlr  sin  2z/g),  so  ergiebt  sich,  indem  die  in  kr  multiplizierten 
Glieder  verschwinden: 

S  =  I  s  sin*^o  ( 1  -  3  cos  2<p  [l  -  ;  £J  +  G/,  j  •  (3) 

Beachtet  man,  dafs  2ip  =  q)i  -{■-  q>^   ist   und    führt  mittelst   der  (4) 
S.  248  die  Breiten  der  Endpunkte  ein,  so  folgt: 

f  1  —  cos*/Ji  sin*«! . «  —  3  sin  /J,  sin  ßA\  —  ^  |^]  1 
^  =  T«  ,  •     (4) 

I  ri«n  I 

[  — 3cos^jCOs/SiC08ai.2Cosao.il  1  — -  y  — ^J  +  ßZ^  J 
Man  kann  hierin  für  cos*/3|  sin^ai.s  auch  co8*/)2  8in*a2.i  schreiben. 


§  14.    Formeln  für  kloine  Distanzen. 
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§  14.  Formeln  für  kleine  Dist4inzen.  Wir  fähren  hier  die 
geographische  Urcite  ein  und  erhalten  aus  den  Formeln  (19),  (20) 
und  (21)  des  §  12  und  aus  (4)  des  §  13: 


i  ^a„  1 

ds  =  S  —  — 


Se' 


a. 


2     1  -c' 


», 


(1) 


SB= 


1 


1  —  (-;.,  j  eos-JiiSin^ai.o  «^^ß'  ~iy~^  cos^BjSin^aj.ij 


3 


»r,  n 


sinBiSinl?^[l— c*] 

4"  cos  1J^  cos  li^  cos  «1 . 2  cos  «2 . 1 


['-i^]+«. 


;(2) 


^  '.  l       Sc' 

iuSek.  ^      '         ^       \  1  s 


j-y-y  cos*  2?i  sin  «1 . 2  cos  «1 . 2 


(3) 


cos*  I?5,  sin  «2 .  i  cos  «2 . 1 


Ö«2   1=9      o   T— i« 

in  Sek.  ^     i        C 


1 


8 


»r,«   m 


cos*2?i  sin  «12  cos  «i  .2 


-j — jpr-j-  cos^Bg  sin  «2.1  cos  «2.1 


(4) 


'o«[^  - ;  a = 


cS^^  +  G^o  log-^  =  -^..*  +  G/,.    (5) 


Man  kann  auch  noch  die  mittlere  Breite  und  das  mittlere  Azimut 
einführen;  wir  finden  dies  aber  nicht  vorteilhaft,  sobald  die  Glieder 
mit  ,s*  berücksichtigt  werden  müssen.  Darf  man  diose  jedoch  noch 
weglassen,  was  für  Seiten  mefsbarer  Dreiecke  in  der  Regel  der  Fall 
sein  wird,  so  kann  man  einfacher  schreiben: 


«s  = 


9a^ 


S  —  — 


de* 


2     1— e' 


$, 


$  = 


s 


«1.2  = 

in  Sek. 


^,  (2cos*JS  COS««  -  [1  -  c*]  sin*B  H ); 


B  = 


*«2.i  =  a    i       t    iW  (2cos*JS  sin  «  cos  «  + 

«1«  +  «ti  —  180» 


in  Sek. 


•); 


(6) 


W  mit  Argument  B 


In  den  Parenthesen  sind  hier  also  die  Glieder  mit  s^ :  a^^  ver- 
nachlässigt, 6«  aber  ist  berücksichtigt. 

§  15.  Differeutialformeln  fOr  den  Endpunkt  P^  einer  geodS- 
tlsehen  Linie  in  Bezug  auf  Änderungen  von  a^  und  eK    Diese 

19* 
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Itann  man  aus  ilenen  des  §  12  herleiten,  iuilem  man  nach  erfolgter 
Änderung  von  a„  und  c*  unter  Annahme  konstanter  geographischer 
Positionen  Rieh  5  und  r,.s  um  die  negativen  Werte  der  vorlier  er- 
littenen Ändcrun;^en  wieder  giilndcrt  denkt  und  nach  S.  280  (6) 
und  (6)  die  eintretenden  Änderungen  von  ß^,  Lit  um!  «j.i  erniitteli 
Kehren  wir  also  in  den  letztgenannten  Formeln  (G)  die  Vorzeichen 
am  und  behalten  die  reduzierte  Breite  bei,  so  ei^iebt  sich  zunächst: 

tfö,  = costt»  t-\ eine»  idat  « 

tfii.s'=H BeejSjsina».!-] aecß^coBatidai.t 

*«s.i  =  — —  {7  tan^,sin«i.i—  {(-j   )     H tanj3,co9((i.i]  dai.t. 

Hierin  aber  setzen   wir  fOr  Ss  und  Sai,t   die  Werte  (18)  und  (20) 
S.  289  und  fügen  zu  Sat.,  noch  den  Ausdruck  nach  (21)  S.  289  bei 
Dies  Verfahren  giebt: 


+  «" 


-—  COSffi.i  +  - 


+  p"  j- "i^TTF  { —  —  8M  A  Bin  K» .  i  +  —  sec  jSg  C08  «t 

*a».i— —  p"  ■      tanäisinag  1 

"^^"tT^-^  I  -tan/ijsina,.,—  -^tanftco8a..,+«»0| 
Ä  =  (m  sin  g>,  +  s  sin  ip,)  sin  ft 

I       —  (sin  tp^  —  sin  >p,)  [-^  —  l] 

Hierzu  sind  fHr  Ol  und  S  die  Ausdrücl 
S.  290  zu  lieaehten,  wenn  es  sich  um  beliebig  g 

Ist  s :  a„  eine  Gröfse  1.  Ordnung,  so  genQg 
far  $  und  der  Ausdruck  s  (l  —  i  -^V  +  01^ 


(2) 


(3) 
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Torstehende  Formeln  lassen  sich  in  eine  wesentlich  andere 
Gestalt  bringen,  indem  man  die  vollständigen  AusdrQeke  fUr  S,  tu 
und  8  nacli   (10)   S.  289,  (I)  S.  273  und  (14)  S.  288  subaUtuiert. 

Zu  derselben  Modifikation  gelangt  mau  auch  durcli  diroktti  Eut- 
wickluug  der  Dilfereutiallormelu,  wie  sich  bei  einer  zur  Kontrolle 
angestellten  Hecbnmig  ei^ab.    Die  Formeln  lauten: 


—  COS  «1.1 


+*ar-«'i7i     +(«_[l_dco»»/3oCO»Va«)coBa,.,         ( 
üi.»-»  +  e"-^~8ec/J,siaa*.t  | 

iaStk.  »o     »0  I 

.    „  1    de'         .    ,  (   3lsinä,Bin/L  —  tSsinM,   1  1 

*  '-*  i+(l  +  «8m*ftsm>,)«J  I 


,     „  1     *e>         „    .  l   I         -3l8inft+«i.iu(J,         I 

+  P  T  . — ,  BecöjSinai  I — {  _  _,  1 


(5) 


(6) 


(7) 


31  ^  Wj  sin  Jtp  (8) 

4  =•  (1  —  c*)  ff^  (w,  —  w,)  sin  9»,  cos  ^p^  (9) 

«  =  (l-e»)Jsin»ft.  (10) 

d  bat  in  den  Parenthesen  rechte  die  frfibere  Bedeutung  als  c* :  (1  —  e*), 
im  Obrigen  aber  bezeichnet  es  die  Differentiation.  J  und  H  sind 
die  früher  eingeführten  Integrale: 
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§  16.    Torstehende   Formeln   für   kleine  Distanzen.    Wir 

führeu  hier  die  geographische  Breite  ein  und  erhalten  aus  den  Formeln 
(1)  bis  (3)  des  vorigen  Paragraphen  mit  Beachtung  der  Relationen 
(5)  S.  280: 


in  Sek. 


/,  döo     8       TTj,' 


Q    — ^— --  -ä^C0S«2.1 


»0         **0 


,     „  1     »«•      TT,»    (  S  ,    «    .  i 


dLi.2=  +  (»"--"  —  TK,sec/y.,8in«2.i 

in  Sek.  ^o     «o 

+  q'-2  i_!ei  TTg  {  — —  8ecJB28iö«ä.i+  -  8ecjBjCOs«2.i} , 


^«2.1 

in  Sek. 


—  p"— ^       1^2  tan  JBj  sin  «2 . 1 


öo        «0 


V 


+  (>"- Yz-gir  W^2  {— tanJB2  8ina2.i—  ^   tan£.cos(if2.i+ -^ä}- 


(1) 


Nach  (2)  S.  291  ist  für  den  Fall,  dafs  s  :  a^  eine  Gröfse  1.  Ordnung  ist: 


s 


1 — (-T«^  cos^jBisin^ai.2  oder   -  y.,  cos*  B2  sin*  a^ij 


1 


8 


sin  J5j  sin  B^  [1  —  c*]        1 

TT,  TT,   ^  [^■"öy  +  ^'*- 

-^-cosBi^cosB^cosai^iCOsaiil 


Es  wird  femer  mit  1tl«=5(l  —  -^ — r+^ij  erhalten: 

1  r       1  fi'*  1 

-^(jrFCOs^-BiCOsai.2sinai.2[l  —  y^J 
+  ^yt  cos^  jB^  cos  (^2. 1  sin  «2. 1  +  G^^4 


9—5 


(2) 


(3) 


\ 


8 


2ao' 


f  Ä  —  -z — 3-  sin  jB|  cos  Bi  sin  «1.2  +  G^^4 


6a, 


(-4) 


Handelt  es  sich  um  Seiten  mefsburer  Dreiecke ,  so  wird  man  in 
den  geschlungenen  Parenthesen  der  beiden  ersten  Formeln  (1)  die 
Glieder  mit  s^ :  a^  und  in  der  3.  Formel  (1)  bereits  solche  mit  s*\a* 
vernachlässigen  können.    Dann  wird  einfacher: 
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inS«k.  ^0     »0    1— « 

..  1     de^     8      W^     TT,«   1  cos'Bcosai.» 

^  ( — (1 — [2— rJ8ln*JB)co8a2.l+• 

in  Sek.  »o      "ö 

/.  1     ^e«      g    secB,   TT,«    f  C08*B8inai.2 

2   l-e>  ao     TT,       TT«    j ^(i_[2~c«]8in*£) sin «,.!  +  . . 

(Ja,.i  =  — 9"  -^^-—  TT,  tan-Bgsinaj.i 

in  8i»k.  "0     "0 


,     „\      Se*      8    tan  2?,     TT,« 
■t"<^    2    1-c»  ci,>       TT,        IT» 


C08'^8inai.2 
+  (l-[2-c«]8in«^)8iua2.i+ 


(5) 


j 


5  =  i-  (J?^  -f  £3),        TT  mit  Argument  5. 


In  den  geschlungenen  Parenthesen  der  beiden  ersten  Formeln 
sind  die  Glieder  mit  s*:%^  yernachlässigt,  in  der  Formel  für  da2,i 
bereits  solche  mit  s  :  a^. 

Dififerentialformeln,  die  den  (5),  (6)  und  (7)  des  vorigen  Paragraphen 
entsprechen,  entwickelte  Bessel  1837  in  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  14 
S.  269  u.  fiP.,  [Abhandlungen  Bd.  3  S.  34  (27)].  Er  ging  zum  Teil  anders 
vor,  wie  wir  (abgesehen  davon,  dafs  wir  hier  überhaupt  die  direkte  Ab- 
leitung nicht  mitgeteilt  haben),  insofern  er  nämlich  in  den  Integralen  nicht 
(p  und  A,  sondern  dtp  und  JX  als  Variable  betrachtete.  Doch  ist  das  nicht 
vorteilhaft. 

Unsere  strengen  Formeln  fär  dß^  und  ^«^  ^  stimmen  mit  den  seinigen 
nach  gehöriger  Umformung,  SL^^  dagegen  nicht.  Es  ist  Bes^  hier  ein 
Mifsverständois  passiert.  Differenziert  man  nämlich  die  Integrale  ffir  8 
und  I«!  g,  so  entsteht  in  beiden  ein  Sß  (vergl.  z.  B.  S.  266  u.  268).  Diese 
sind  aber  verschieden,  denn  während  das  eine  konstantes  «p  (bei  Be88el 
Jq>),  das  andere  konstantes  X  (bei  Bessel  Jl)  voraussetzt,  nimmt  Bessel 
in  beiden  Fällen  den  ersteren  We^.  Zufolge  dieses  Umstandes  wird  bei 
ihm  in   SL^  ^  der  Koefficient  von  de^  um  ein  in  e*  multipliziertes  Glied 

fehlerhaft  (dor  2.  Teil  seines  P'  mufs  nämlich^  um  richtig  zu  werden,  unter 
dem  Integralzeichen  mit  cos  u  sec  u  cos  a  sec  (o  multipliziert  werden).  Es 
nimmt  auch  dieser  Koefficient  bei  der  Reihenentwicklung  nur  infolge  des 
Versehens  eine  sehr  komplizierte  Form  an,  doch  werden  die  Resultate  der 
numerischen  Rechnung  nicht  erheblich  bceinflulkt. 

Aufserdcm  ist  im  1.  Glied  rechter  Hand  der  2.  Formel  (27)  S.  34  bei 
Bessel  das  eine  der  beiden  r  des  Nenners  zu  streichen. 

[Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dal's  a.  a.  0.  S.  35  1.  Spalte  u.  in  der  zu 
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einer  andern  Entwicklung  dienenden  Formel  für  da  diis  von  du  abhilngigo 
Glied  fehlt,  was  indes  nur  die  Glieder  mit  e*  becinflufdt.] 

Jordan  gieht  Bd.  2  S.  441  seines  Handbuchs  der  Vermessungskunde  ab- 
gekürzte Differentialform  ein,   welche  auftfcr  s  nicht  a^^  und  ^| ,  sondern 

das  arithmischc  Mittel  der  Breiten  und  Azimute  als  gegeben  voraussetzen. 

§  17.  Reiheneiitwiekluugcii  f.  <l.  (jbertiaigiiiig  geographischer 
Koordiuaiteii  mich  Poteuzeii  von  it.  Man  hat  im  allgemeiueu  nach 
Taylors  Satz: 

x»j(=x»,    -r-Vrfg/j  i^Va»«/,  1.2  ^Vd»»/,  1.2.3^ 


^«       ■^'      ^V  d«  /,    l^Vd««/,    1.2  ^\  da'/,    1.2.3  T^ 

..,,„.,..+:80.+m.|+(5-).^+(^)  .•■,+..., 


(1) 


wobei  der  Iudex  1  an  den  Differentialquotienten  bedeutet,  dafs  nach 
erfolgter  Differentiation  die  Werte  von  JB,  L  und  a  für  Punkt  Pj 
einzuführen  sind,  a  ist  so  zu  verstehen,  dafs  es  das  Azimut  der  von 
Pi  in  Richtung  nach  Pg  wachsenden  Linie  anzeigt. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (6)  8.  280  dai.g^'uull,  so  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit,  wenn  für  S  als  Zeichen  der  Differentiation 
jetzt  d  geschrieben  und  der  Index  2  unterdrückt  wird: 


dB    __    IK'cosa   ^  W^l  +  d)c09a    \ 

äs  Oo(l— «*)  '^  Oo 

-| sec  ^  sm  a 


da  '     Oo 

da  ^^   1^     ü    • 

= tan  i>  sm  «. 


ds  Oo 


(2) 


Das  hier  noch  auftretende  d  ist  die   früher   schon  benutzte  Gröfse 

e* :  (1  —  6^,   deren  Einführung   hier  vorteilhaft   ist.    Man   hat  nun 

weiter :  

W  —  yr^tfsm^B ,  (3) 

dW         dW    dB               e*8in2B    dB         .  W*     .     ^  x,  ... 

—r-  =  -^Td      j-  *= TTTir \i      «=  0  -         SIU  2B  COS  tt  (4) 

d«            dB     ds                     2  ir         ds               2ao  ^   ^ 

und 


.     -  osB  —  sec  JD  { Bina— T 1~  >y  tanfsma  —^ h  rrcosa  -t—  } 
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tan  B  sina  -  , 1-  Wsec^B  sin  a  —r— 

(18        '  ds 

+  W  tau  B  cos  a 


ds 
Substituiert  man  biei*  die  (2)  und  (4)  und  beachtet  aucb  die  Relation 

TP(1  +  <J)  =  1  +  iJ  cos^i? .  (5) 

so  folgt: 

d*B  W* 


d8* 


~  -^  (1  +  *)  j  tan  jB  sin««  +  ~d  sin  2B  cos»«  ) 


d**"  = i-  W"i  B  sec  B  sin  2a 


^  =  +  V^  j   sin  2«  {  1  +  2tan»5  +  d  cos^B  }  • 


Die  nochmalige  Differentiation  giebt: 


(6) 


d8''  a. 


(1  +  tf)cos«  { [1  +  3  tan*jB] sin*a  +  d (3 cos 25 cos*« 
+  [l  — 10sin^i?]8in»«)-3(J«[6sin»JS~  l]cos»Bcos*a) 


d^L         2  W 


3     sec  jB  sin  «  {  [1  +  3tan*jB]  cos*« 


(7) 


da'  a« 

—  tan*JB  sin*«  +  icos*jBco8*«  } 

-  "-  BS  — 5-  tan  £  sin  «  { —  [5  +  6  tan*B]  cos*« 

+  [l+2tan*B]8in*a— tf  co8»5co82«+4d*co8*  JBco8»a ) . 

Bei   der  Bildung   noch   höherer  Differentialquotienten    vemach- 
lissigen  wir  ^  und  d  und  erhalten: 

^  =  — .  tan  B  sin^a  { —  4  [2  +  3  tan«B]  co8*a 

+  [1  +  3  tan*5]  sin»«  H } 

■T-j-  =  —i  tan  B  8ec  B  cos  a  sin  a  {  —  [2  +  3  tan*5]  C08*a 

+  [1  +  3  tan*5]  8in»a  +  -  •  •  } 

0  —  -^  cos  «  sin  a  {[5  +  28  tan*B  +  24  tan*5J  cos»a 

—  [1  +  20tan»JB  +  24  tan*JB]8in»a  +  ••  •}  J 

^  -»  A;  cos  a  sin*  a  { [8  +  60  tan»B  +  60  tan*5]  cos»a 


(8) 


•0 


—  [1  +  30  tan»B  +  45tan*JB]  sin*«  +  •  •  •) 


^  _  iL  sec  B  sin  « { [2  +  15  tan*B  +  15  tan*jB]  cos*« 

-  [1  +  20  tan»S  +  30  tan*J?]  sin*«  cos*« 
+  [1  +  3  tan*5]  tan»JB  sin*«  ^ } 


(9) 
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15  — ^  tan  B  sin  «  { -  [61  +  180  ton»5  +  120  tan*B]  cos*« 

+  [58  4-  280  tan»  B  +  240  tan*  B]  sin'cos»« 
—  [1 +20tan»B+24tan*B]  sin*«  + •••}. 


(9) 


Bezeichnen  wir 


w 

— ^^cosai.s   mit   u 

W 

— -  s  sin  «1  9   mit   t; 

«0 

tan  B^  mit  t, 


(10) 


aS«k.  tsSek. 


80  findet  sich  mittelst  der  entwickelten  Differentialquotienten  aas  den 
Reihenentwicklungen  (1): 

-i[l  +  3^<«*-^[2  +  15<«+15«*]«V 
+  j^  [1  +  30<»  +  45«»]  «»*  +  f  d  sin  2B,u* 

-  d  (  2  cos  2^1«'+ 1  [5  cos  2^, — 4]  «»»)  +  Gig 
«  —  f «v  +  i  [1  +  3«»]  «»«  -  I  <»«» 

—  I  [2  +  3<»]  <tt»»  +  4  [1  +  3«»]  tuf^ 

O  9 

+  /5[l  +  3<«J<V+^[2+  16<»+15«*]«*t; 

-  ^[l +20/»+30«*]»V+|dco8»Bi«*f;+G/, 
itv-  ^[1  +  2t*]  «»  —  I  [1  +  2t*]  ti^ 

+ 1  [5  +  6<»]  <««»  -  i  [5  +  28<»  +  24«*]  u«» 

+  ^[l  +  20<*  +  24<*]«»" 

+  ji^  [61  +  180<«  +  120«*]  tu*v 

—  T^  [58  +  280«*  +  240«*]  <«»«» 


(11) 


Z(|  ««=  Lj  +  p"  sec  Bi 

iaStk.    in8«k. 


(12) 


«2.1  — «1.2+180^—  p 
ia8<k.       inStlL 


120 


\ 


+  tL  [1  +  20<»  +  24«*]  tiß'—^d coa'B. «v 

+  ,^  d  sin  2JB,  (u«  -«»)«  +  Gig. 

Setzt   man   hierin   ^   und  d   gleich   null,    so    gelangt   man   zu 
Formeln,  die  sich  aus  den  Entwicklungen  S.  126  u.  ff.  ableiten  lassen. 


(13) 
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Für  «1.2  =  0®  bezw.  90®  erhält  man  aus  (11),  (12)  und  (13) 
Formelii;  die  zur  Übertragung  von  Breite,  Lilnge  und  Azimut  dienen, 
sobald  die  rechtwinidigcn  yeodäüsclie^h  Koordinaten  x  und  y  von  Pg  in 
Bezug  auf  1\  und  seinen  Meridian  gegeben  sind,  s  geht  nämlich 
in  X  über  für  «,  ^,  =  0®,  in  y  für  ai.2  =  90®.  Der  Fufspunkt  der 
Ordinate  y  dient,  wie  leicht  zu  sehen,  als  Zwischenpunkt  für  die 
Übertragung  der  geographischen  Breite. 

Bei  Angabe  der  Ordnung  der  vernachlässigten  Glieder  in  (11) 
bis  (13)  ist  vorausgesetzt,  dafs  die  Gröfse  t  =  tan  B^y  welche  im  all- 
gemeinen in  irgend  einem  Gliede  in  derselben  Potenz  auftritt,  wie  s, 
nicht  die  Einheit  so  sehr  überschreitet,  dafs  dadurch  der  Charakter 
der   Gröfsenordnung    wesentlich    verändert  wird.     Zur  raschen  Kon- 

vergenz  gehört  unbedingt   ein   geringer  Betrag  nicht  allein  von  — , 

sondern  auch  von  -   tan  JB,. 

Um  in  jedem  Falle  eine  Vorstellung  von  der  Genauigkeit  zu 
gewinnen,  hat  man  den  Rest  nach  8.  25  (1)  mittelst  des  ersten  der 
vernachlässigten  Differentialquotienten  zu  bilden,  oder  nach  (2)  mittelst 
des  höchsten  der  berücksichtigten  Differentialquotienten.  Im  letztem 
Falle  wird  mau  diejenige  Änderung  der  höchsten  angesetzten  Glieder 
prüfen,  welche  durch  Anwendung  der  Werte  von  B  und  a  für 
einen  Punkt  zwischen  P,  und  P^  (anstatt  derjenigen  für  P,)  im  Maxi- 
mum entstehen  kann. 

Es  läfst  sich  leicht  erkennen^  dafs  für  $^===0,1%  die  Formeln 
bei  einigem  Abstand  vom  Äquator  B^,  L^  und  a%,\  um  Zehntel- 
sekunden fehlerhaft  geben  können,,  dafs  aber  andrerseits  bei  ab- 
nehmendem Werte  von  s  die  Genauigkeit  sich  rasch  steigert.  Bei 
s  =  OfibüQ  werden  in  mäfsigen  Breiten  die  Hundertstelsekunden  sicher 
erhalten. 

Die  Anwendung  der  Formeln  (11),  (12)  und  (13)  kann  nur  dann 
von  Nutzen  sein,  wenn  von  einem  Punkte  nicht  eine,  sondern  mehrere 
Linien  ausgehen,  für  welche  die  Übertragung  der  geographischen 
Koordinaten  auszuführen  ist.  Dies  trifft  zu  für  P^  als  Zentrum  von 
Polarkoordinaten,  auch  einigermafsen  für  Stationen  dichter  Dreiecks- 
netze. In  diesen  Fällen  tritt  die  mühsame  Arbeit  der  Berechnung 
der  vielen  Funktionen  von  Bi  zurück,  weil  sie  sich  gewissermafsen 
auf  mehrere  Linien  verteilt. 

Ist  8  eine  Linie  von  der  Länge  der  Seiten  mefsbarer  Dreiecke, 
also  etwa  <;0,01aQ,  so  wird  man  in  obigen  Formeln  in  der  Regel 
noch  die  höchsten  angesetzten  Glieder  ohne  Gefährdung  der  4.  Decimal- 
stelle  der  Sekunden  von  B^y  L^  und  a^.i  weglassen  können. 

Die  genauere  Untersuchung  läfst  sich  ohne  Weitläufigkeit  nicht 
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allgemein  erledigen.  Da  mau  sie  in  einem  bestimmten  Falle  aber  leicht 
erledigen  kann  und  auch  nicht  entbehren  wollen  wird,  so  haben  wir  um 
so  mehr  Ursache,  auf  eine  solche  nicht  einzugehen. 

Auf  die  Bedeutiiii«,'  der  Formeln  (11)  bi»  (13)  für  den  Fall,  dafti  P^ 
Zentrum  von  Polarkoordinatcn  ist,  wurde  Verfasser  durch  das  Work:  Die 
bayerisdie  Landesvermessung  u.  s.  w.  1873  S.  517  u.  ft*.  aufmerksam.  Darin 
itft  zuiiilcbst  eine  Abhandlung  Soldners  von  1810  (vergl.  a.  a.  0.  S.  2G2) 
abgedruckt,  welche  mit  einer  Aufstellung  allgemein  gOltiger  Formeln  zur 
Übertragung  geographischer  Koordinaten  beginnt,  wobei  aber  nur  die 
1.  Potenz  der  Abplattung  berücksichtigt  ist.  Hieran  schliefst  Söldner 
Reihenentwicklungen,  geht  jedoch  nur  bis  s^.  Weiterhin  folgt  eine  Ab- 
handlung von  C.  V.  Orfl\  die  mit  Umgehung  der  allgemeinen  Formeln  direkt 
an  die  Diiferentialformeln  anknüpft  und  noch  s^  (ausgenommen  in  a^  ^  be- 
rücksichtigt. Unsere  Formeln  stimmen  bis  auf  eine  Abweichung  im 
5.  Difierentialquotient  von  B^  nach  s  mit  den  Or//8chen  Resultaten  über- 
ein; in  der  Entwicklung  haben  wir  indes  anstatt  e*  zur  Vereinfachung  d 
benutzt   und  anstatt  der  drei  Gröl'sen  s^  cos  a^  ^  und  sin  0|  ^    die  zwei 

Gröfsen  u  und  t;  eingeführt.  (Orff  führt  noch  rechtwinklige  Koordinaten 
ein,  auf  deren  Verwendeng  zur  Übertragung  geographischer  Koordinaten 
wir  an  späterer  Stelle  gelangen.) 

Im  80.  Bd.  der  Coiuptcs  rendus  der  franz.  Akademie  der  Wiss.  giebt 
1875  auf  S.  36  u.  ff.  'Trepied  Formeln,  welche  unseren  Formeln  (11)  bis  (13) 
entsprechen,  ohne  jedoch  die  Glieder  mit  s^  zu  enthalti'n  und  in  die  ein- 
fachste Form  durch  Einführung  von  d  und  u,  v  gebracht  zu  sein.  Diese 
Formeln  sind  hervorgegiujgen  aus  einer  Ergänzung  der  1806  in  den  Memoiren 
der  Akademie  von  Legendre  gegebenen  Formeln,  welche  «'  und  e*s*  be- 
rücksichtigen. Sie  sind  aber  nicht  völlig  korrekt.  In  der  Formel  für  B, 
rouls  im  Gliede  mit  9*  der  Nenner  qN  anstatt  ^*  angebracht  werden. 
AuTserdem  sind  die  Glieder  in  e*  irrig.  Dies  zeigt  auch  eine  Entwicklung 
von  Levret  im  76.  Bde.  der  Cmnptes  rendus  S.  410  u.  ff.,  welche  die  GUeder 
bis  s^  incl.  vollständig  giebt  und  mit  der  wir  (nach  Berichtigung  eines 
Druckfehlers  im  Gliede  mit  s*  in  der  Azimutformel)  übereinstimmen. 

§  18.    Zahlenbeispiel  I.    Gegeben:  B^  =  52^"  30'  10,7"  (Berlin) 
s  =  529979,58"'    ai,  =  239"  33' 0,689". 

Wir  rechnen  mit  7  ziffrigen  Logarithmen  und  setzen  die  8.  Decimal- 
stelle  nach  den  Proportionalteilen  an.  Mau  hat  zunächst,  abgesehen 
Ton  den  speziellen  Werten  fttr  s  und  ai.s: 

log  W^  =  9,9990857.5  —  10 

log  ^  =  3,1944422.9  —  10 

log  (1  +  a)  -=  0,0029083.6 
log  f"  —  5,3144251.3 
logd   —7,82732—10 
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log  ^  —  0,1150923.1 

t*  —  1,69897 

/♦  —  2.886 

1  +  2<*  =  4,39794  -=  [0,643249] 
1  +  3<*  =  6,09691  —  [0,785110] 
2 -I- 3<»  =  7,0969    =[0,85107] 
5  +  6<*  -.  15,1938  =  [1,18167] 
2  +  Ibf  +  löt*  =.     70,78  =  [1,8499] 
5  +  28t*  +  24t*  —    121,83  -=  [2,0858] 
1  +  30<»  +  45<*  -=    181,85  =  [2,2597] 
1  +  20<*  +  30<*  —    121,56  -=  [2,0848] 
1  +  2()<»  +  24^  =    104,24  =.  [2,0180] 
58  +  280<*  +  240^  =  1226,4    =  [3,0886] 
61  +  180/*  +  120^  —    713,1    =  [2,8532] 
log  cos  B,    =  9,7844012.8  -  10 
log  cos*  JB,    =9,5688   -  10 

log  sin  2^1  -=  9,9849    —  10 

log  cos  2.B|  —  9,4133.  —  10 

log  [5  cos  2B,  —  4]  -=  0,7239» . 

Hiermit  findet  sich  aus  den  Formeln  (11),  (12)  und  (13)  S.  298: 
JB,  =  52»  30'  16,7"  +  [5,3155049.9»]  w  +  [5,1295673»]  c» 

in  S«k. 

+  [5,322464]  «v»  +  [5,50352»]  «V  +  [4,8355]  »* 
+  [5,6883]  «»»•  -I-  [5,4960»]  uv*  +  [3,0028»]  u» 
+  [2,2551,]  u»  +  [3,0885»]  t4t;*  H 

£,  =  i,  +  [5,5300238.5]  v  +  [5,6451162»]  uv 

In  Sek.    in  Sek. 

+  [5,838013]  «*»  +  [5,283088.]  »»  +  [6,01906,]  M»t> 
+  [5,95310]  «»»  +  [5,3692]  ifi  +  [6,2038]  u*v 
+  [6,4387,]  «V  +  [2,4490]  uH -\ 

ttii  =  «1.«  +  180»  +  [5,4295174.4,]  v  +  [5,656644]  uv 

inSfk.       inSck. 

+  [5,294615]  tr»  -f  [5,83304»]  u^v  +  [6,0200]  u'v 
+  [5,9522.]  «V»  +  [6,2035«]  v*v  +  [6,4389]  «*f» 
+  [5,3683,]  v*  +  [2,4095]  «»  +  [2,4074»]  («»  —  »«)  v  + . . . 
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Mit  den  speziellen  Werten  von  .<?  und  «1.2  bat  man  jotxt: 


i 


£,= 


log  s  =  5,7242591.6 
log  cos  a,.,  »=  9,7048223.3,  —  10 
log  sin  «IS  =  9,9355442.5,  —  10 

L^  —  ^1  = 

.52°  30'  1G,7" 
+    2  24  50,18 

—  11  28,74 

—  45,13 

—  2,88 1 


logff 
logt) 


8,0235237.8,  -  10 
8,8542457.0,  -  10. 


+ 
+ 

+ 
+ 


1,79 
0,19 
0,34 

1,78 
0,01 
0,26 


—  6«  43' 45,32" 

—  22    7,05 

—  1  26,96] 


+ 


+ 


+ 


1  10,12 
5,.54 
13,78 
0,44 
0.30 
1,77 

0,04 


54«  42'  50.M" 


ututt  50,60 


—     7"    0'    0,04 

aiiiUU   0,00 


59"  33'    0,09' 

+  5  20  20,43 

+  22  42,74 

—  1  12,00 
+  1  25,97 
+  5,50 

-  13,75 
+  0,30) 

—  1,77 
+  0,44 
+  Ö;77' 

-  0,03 

65^107   9,41'' 

aniUtt    9,37   . 


FOr  die  genauen  Angaben  ist  S.  247  zu  vergleichen.  Was  den 
1.  Horizontalstrich  in  obigen  3  Kolonnen  betrifft,  so  ist  zn  erwähnen, 
dafs  unterhalb  desselben  die  von  S  abhängigen  Glieder  sich  befinden. 

§  19.    Zahlenl^ispiel  II.    Gegeben:  2^,  =  57» 

8=120000«     «,.8 -=315«. 

Wir  rechnen  hier  mit  Logarithmen  bis  zu  9  richtigen  Decimalen. 
Es  ist  zunächst: 

log  W,  =  9,9989781.93  -  10 

log  ^'  =  3,1943347.29  -  10 

log  (1  +  d)  =  0,0029083.60 
log  if"  =  5,3144251.33 
log  *    =  7,82732  -  10 
log  t    -=  0,1874826.38 

<»  =  2,371184 

«*  —  5,6225 
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1  -}-  2<*  =  5,742368  =  [0,7590910] 

1  -f-  3<»  =  8,113552  ==  [0,909211] 
2 +  3/»  =  9,11355    =[0,9597] 
5  +  6<*  =  19,22710  =  [1,283914] 

2  +  15/*  +  15/*  =  121,91  =  |2,086J 
5  +  28<»  +  24t*  =  200,33  =  [2,3146] 
1  4-  30/*  +  45/*  =  325,2    =  [2,512] 
1  +  20/*  -f-  30/*  =  217,1    =  12,337] 
1  +  20/«  -f-  24/*  =  183,30  -=  [2,2633] 

58 +  280/* +  240/*  =  2071     =[3,316] 
61  +  180/*  +  120/*  =  1163     =  [3,065] 

log  cos  Bt    =  9,7361087.65  —  10 

log  cos*  B^  =  9,47222  -  10 

log  sin  2£,  =  9,96073  —  10 

log  cos  2B,  =  9,609»    —  10 
log  [5  cos  2B^  —  4]  =  0,7806« . 

Hieimit  geben  die  Formeln  (11)  bis  (13)  S.  298: 

B,  =  57"  0'  0"  +  [5,3152898.79.]  «  +  [55017425.]  »» 

in  Sek. 

+  [5,446350]  Mt;*  +  [5,6843.]  «*«»  +  [5,0318]  v* 
+  [5,924]  «»»*  +  [5,748.]  uv*  +  [2,97840,]  «* 
+  [2,450.] «»  +  [3,1450,]  m»*  H 

L^   =L,    +[5,.')783163.68]»+ [5,7657990.1,]«» 

iu  Sek.       io  Sek. 

+  [6,010406]M*t'  +  [5,47616.]r»  +  [6,2484.]«»» 


+  [6,1979]«»»  +  [5,686]»*  +  [6,488]t«*»  +  [6,739,]«*» 
+  [2,40074]««»  +  • .  • 

a«.i  =  «i.»  +  180«  +  [5,5019077.71,]  r  +  [5,7724861]«» 

in  Sek .      in  Sek. 

+  [5,482848]»»  +  [6,007670.]«*»  +  [6,2488]«»» 

+  [6,1975,]«»»  +  [6,487,]«*»  +  [6,738]««»» 

+  [5,685.]»!*  ^  [2,31294]«»  +  [2,023.]  («*—»»)  »  +  • 

Mit  den  speziellen  Werten  von  s  und  oci.j  hat  man  jetzt: 

logs  =  5,0791812.46  \ 

1  aaAaAQ:^no       ia        «-=8,1230009.77-10 

log  cos  «1 . » =  9,84948o0.02  — 10  }  ' 

1  oQAOAaKnno       in       »  =  8,1230009.77,-10 

log  sin  «1 . 1  =°  9,8494850.02,  — 10  J 


s 
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Ä 


57»  0' 

0" 

-  45  43,41088 

— 

28,03783 

+ 

0,G53G6 



0,01501 

+ 

0,00334 

+ 

0,00035 



0,00023 



0,1C7G5 

0,000GG 



0,00327 

+ 
+ 


5G«  13' 49,02 182 


tt 


+ 


Lf  —  Li  = 

l"  23'  47,00792" 
l  42,75453 
2,39557 1 
0,70010/ 
0,05500 
0,04897 
0,00020 
0,00127 
0,0022G 

0,Ö0Ö59 


—  1"  22'  6,032G3" 


135«  0'  0" 
+  1  10  1C,07908 

-  1 44,34892 

-  0.71097 


+ 

+ 
+ 

+ 


2,38053 
0,05500 
0,04892 
0,00127 
0,00225 
0,00020) 

0,03622 
0,00000 


136«  8' 33,35658" 


Diese  Worte  müssen  in  der  4.  Decimalsielle  der  Sekunden  noch  richtig 
sein,  was  in  der  That  sich  später  durdi  Anwendung  anderer  Formeln 
bestätigen  wird. 

§  20.  Formeln  mit  mittleren  Werten  der  (geographischen 
Breite  und  des  Azimuts.  Die  Formeln  des  §  17  enthalten  B^  und 
ai.2  als  Ausgangswerte.  Für  manche  Zwecke  sind  aber  Formeln  mit 
mittleren  Werten  von  B  und  a  für  beide  Endpunkte  P^  und  P^ 
erwQnscht.  Um  solche  zu  gewinnen,  knüpfen  wir  am  besten  an  die 
allgemeinen  Formeln  des  vorigen  Kapitels  an. 

Nach  S.  248  (1)  ist  zunächst: 


tan 


Jß 


—  tan 


d(p 


C08 


cosa 
da    ' 
2 


(1) 


wobei  zum  Teil  von  den  Abkürzungen: 


A  —  /5i  =  ^ß 


2  ^ 


a«.i  =  «I.S+  180»4-  Ja 


(2) 


Gebrauch  «gemacht  worden  ist.  In  die  Formel  (1)  fuhren  wir  nun 
anstatt  zlq>  und  ^ß  die  linearen  Längen  s  und  M  ein,  letzteres  in 
der  Bedeutung  als  Meridianbogen  für   die  Breitendifferenz  B^  —  B^. 


§  20.    Formeln  mit  mittleren  Werten  von  geograpb.  Breite  und  Asimnt    305 

Nach  S.  223  (9)  ist  aber  ftir  kleine  Entfernungen,  indem  wir  — 

€•0 

ebenso  wie  e  als  Grofse  1.  Ordnung  ansehen: 

5=6q   1— .t     \^9-\-J^i<^os2g>8\nJ(p  —  -k^*cos4(p8\n2 ^(p-\-Qlj\  (3) 
und  hieraus  durch  Entwicklung  von  sin^fp  und  sin  2 zig)  in  Reihen: 

s— &o   1  _^jb     |l+tiC0829^1  — jz/9)*j  — jt,*cos49)+Gig|zi9, 
worin  wir  nun  nach  S.  220  u.  221  substituieren: 

Ä;^_lt«  +  i-A*  +  ...  =  i.^sin«/lo(l  +  ^-|«*8m»/Jo)  +  ---- 

Gleichzeitig   setzen   wir  cos  49  «=  2cos^29>  —  1   und  reduzieren  auf 
z/9>;  es  ergiebt  sich  dann  nach  einfacher  Rechnung: 


^'p-i 


Rechter  Hand  ist  noch  ß^  und  (p  zu  eliminieren  und  durch  ßi,  ß^ 
und  die  Azimute  ai.2  und  as.i  auszudrücken. 

Man  hat  aber  wegen  29)  ■»  9>|  -f-  9s  ^i^d  mit  Rücksicht  auf  die 
(4)  S.  248: 

sin*  /Jo(l  +  cos29))=sin*/j0-}'  8in*/Jo  008(9)1+9,) 

=  1  —  Y(cos*/SiSin'ai.i  +  cos*/JjSin*a2.i) 

-f- sin /Sj  sin /S, -|~  cos /Sj  cos /3,  cos  ffi .  s  cos  as .  1 . 

Setzt  man  für  sin*  a  den  gleichen  Wert  1  —  cos*  a,  so  hat  man  nach 
einiger  Reduktion  weiter: 

1  -  cos(/J,  +  A)  -  ^  (cos  A  -  cos  A)* 

sin*^o(l  +  co829)=j     _^i,      .  .        .  ,.     ^^^^ 

[     +Y(cospiCosai.2+cospjCosa8.i/. 

Es   ist  nun    nach    bekannten  Formeln    und   mit  Rücksicht  auf  das 
sphärische  Hilfsdreieck  Fig.  21.  S.  248: 

cos  ß^  —  cos  ft  =       2  sin  -^  sin     "l 

^   .    z^9   .    ö, +ft    .    «1.2 +  «2.1       z^X 
«—  —  2  sm  -"Y  sin  '^'  '  '^  -  siu r sec  -5- 

H«lmert,  mathem.  u.  phytik»!.  Theorleen  der  höh.  0«odJlBie.  20 


306     6.  Kapitel.    Differentialformeln  u.  Reibenentwicklungen  f.  d.  geodät.  Linie. 

und   wenn    wir   die    Abkürzungen    (2)  einführen  ^   sowie    sin  -^  und 
sec  —  in  Reihen  auflösen: 

cos  ßi  —  cos  /Sg  =  —  ^J(p  sin  ß  cos  a  -f-  Gl^ .  (6) 

Man  hat  femer  mit  Rücksicht  auf  die  (4)  8.  248: 
cos  /3,  cos  «1.«  +  cos  ß^  cos  «2.1  «=       sin  /3q  (sin  q>i  —  sin  q}^) 

28in  ^  sin  ß,  cos  ^i?i4^. 

Hiernach  ist  aber: 

cos  ßi  cos  «1.2  +  cos  /Jj  cos  ttt.i  •=  —  ^<p  sin  /)  -)-  6r^;         (7) 

denn  mau  hat  durch    Addition   der   beiden   ersten   Gleichungen   (4) 
S.  248  die  Relation: 

sin /3o  cos -?i4^  •=  «n /J  cos  A^  sec -?S^ 

—  sin  /}  -f  G2s . 
In  gleicher  Weise  findet  sich  noch  die  Beziehung: 

sin'^o  cos  2g>  -»■  sin  ß^  sin  ß^  -f~  <^08  ßi  ^^  ß%  ^^^  ^i-s  <^os  at.t 
oder 

sin^/Jo  cos  2^)  «»  sin*/J  —  cos*/3  cos*«  +  Gl^.  (8) 

Substituiert  man  jetzt  (7)  und  (6)  in  (5);  sodann  (5)  und  (8) 
in  (A)y  so  findet  sich  ohne  Schwierigkeit: 

1  — yC«(l  +  6*)sin*/J  +  |-^sin*/J 

'  I  +~6«z/9)«(co8«a[48in«/J-l]-2sin*/J)+ö?e- 

Setzt  man  hierin  a  «=  180^,  so  bezieht  sich  diese  Formel  auf  den 
Meridianbogen  M  von  ßy  bis  ß^^  und  es  geht  ^tp  in  /Iß  über.  Man 
hat  daher 

1  -  -J-  c«  (1  +  e*)  sin«/}  +  I-  ^  sin*j8 

^"-Xi      A  >        (10) 

24 


k 


Dividieren  wir  dies  Seite  für  Seite  in  Gleichung  (9)  und  beachten 
dabei;  dafs  aus  (1)  folgt: 

dß  =  —  dfp  cos  a  -{-  Ql^y 
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um   damit    Jß    aus    der    Parenthese    von    (10)    zu    eliminieren;    so 
findet  sich: 

I  =  i  (l  -  Ä^^9>'  sin*/»  sin'a  +  Gl)  •  (11) 


zrp 


Wir  kehren  nun  zurück  zu  Formel  (1),  verwandeln  rechter  Hand 
tan  -^  in  eine  Reihe  und  gehen  dann  von  tan  -^  ^^  ~S  ^^^^  mittelst 

der  2.  Reihe  (2)  S.  29.     Schreiben  wir  für   den  Augenblick  zur  Ab- 
kürzung: 

SO  wird 

und 

z//J-e^9' j  1 +n^y*(l  -  ^)  +  8iö^9'*(l-«*X2-3^)+öie  j .  (12) 

Hierin  ist  für  Q^  zu  setzen  cos^a  :  cos^  — ,  womit  sich  aufserdem  findet: 

l-Ö* =^-*an'^.  (13) 

C08»  — 

Ffihrt  man  auch  dies  in  (12)  ein  und  verbindet  dann  diese  Gleichung  durch 
Multiplikation  entsprechender  Seiten  mit  (11),  so  entsteht  die  Formel: 


11+1^««  (—^ tan»  ^1  --^Ja*sa?B  sin»« 
+  5IS  ^9>*8in*a(2  -  3co8»a)  +  G^ . 


(14) 


Bei  diesen  Entwicklungen  für  (12)  und  (14)  ist  Voraussetzung^  dafs 
nicht  nur  s :  a^y  sondern  auch  /la  eine  kleine  Grofse  1.  Ordnung  ist; 
mit  Rücksicht  auf  die  4.  Gleichung  (1)  S.  248  ergiebt  sich  hieraus 
die  gleiche  Bedingung  für  Li,%. 

Die  2.  und  4.  Gleichung  (1)  S.  248  geben  nun  ohne  Schwierigkeit: 

sin  -^-  «=  —  tan  —^  tan  ß  sin  «, 

und  hieraus  erhält  man  sofort: 

z/a  =  —  jdq>  tan  /J  sin  a  +  f^h-  (15) 

Dies  führen  wir  in  (14)  ein,  aufserdem  für  ^tp  nach  (9)  den  Ausdruck: 

20* 


\ 


"M)H    G.  Kapital.    Diffenmiialformelii  ii.  licihcncntwicklnngcn  f.  d.  geodüt.  Linie, 
wir  setzen  ferner  im  2.  (j!lic»ile  der  gesell lungenon  Parenthese 

und  vertauschen   schlieCslich   in  ilen  kleinsten  Gliedern  ß  mit  B.    So 
findet  sich: 


COR«    I  ^+1«     ..sin-a(14-'''co«^^)  I 

C09  —    I  _  ^^^^^   ^^^  sin' .. (-2  + (f. tau' A4- 3)  00t' a)  +  GIq    j 


n^^(Ji,  +  B,), 

«iJf  +  '^-.l    -    180"  ^ 


(17) 


Diese  Formel  stimmt  nach  «vehöriger  Reduktion  mit  derjenigen  überein, 
welche  Bcssd  t8:J7  im  14.  Bd.  d^r  Afttronom.  Nadir.  No.  331  S.  810  ge- 
geben hat  (AbhamllHngen  Bd.  3,  S.  40). 

§  21.    Fortsetzung:   LäiigemlilTerenz.    Nach  S.  231  ist 
Li.2=^A  — ^e*cos/3oni+w--^*i^^9  — ~*iC0s29)sin-J9?  +  ö/5|.(l) 

Hieraus   folgt   durch    Entwicklung   von    sin  Jq>  in   eine  Reihe  und 
unter  Substitution  der  Werte 

Jc^  =  1  e«  sin«  ßo  +  Gl^,        n  =  |  c«  +  Gl^ 

ohne  Schwierigkeit: 

Z,.,-z/A~~e*cos/J,(l  +  |6»fl--8in«^,co8V]  +  G/,)z/<p.     (2) 

Man  hat  nun  nach  den  Gleichungen  (4)  S.  248: 

cos  /Jo  =  TT  (cos  ßi  sin  «1.2  —  cos  ß^  sin  a« .1). 

z 

Hierin  setzen  wir 

ßi  =  J  (ft.  +  /*.)-  T  ^^^  -  ^•)  ""'^  ft  =  I  ^A  +  A)  +  «  (^*-^.) 

sowie 

ai.2  =  2  (««.1  +  «i«)  "~  2"  ("*•*  ~  "*•*) 
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und 

«j.i  —  Y  («2.1  +  «1.«)  +  Y  (as.i  —  «1.«). 

Es  wird  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Abkürzungen  (2)  S.  304  erhalten: 

COS  /Jo  =      CÖ8  ß  81^^  «  COS  ^-^-ö^  ^^^  — ^~~o '" 

+  Bmß  COS  a  sin  ^^^  cos  ^LiZ^.  (3) 

Zur  weitem  Umformung  dieses  Ausdrucks  geben  die  (1)  S.  248  sofort: 

sin  A:^  =  ^^Jq>cosa  +  Gk 

cos  — —^ — —  «=»       Y  ztq)  tan  /J  sin  a  +  GJj, 
womit  sich  auch  findet: 

cos  -fi^^  =1-4-^9^*  cos««  +  Gl^ 


sm 


«2.1  — «1.2 


2  8 

-  =  1  —  4-  ^9*tan«/Jsin«a  +  Gi^. 


2  *  8 


Mittelst  dieser  Formeln  gestaltet  sich  Ausdruck  (3)  für  cos  ß^  wie 
folgt: 

cos  ß^  =  cos  ^  sin  fc  ( 1  —  ^  ^9^  seo^ß  [sin*/J  +  cos*a]  +  G^O-    (4) 

Dieser  Wert  ist  in  (2)  einzuführen  und  zugleich  mit  Rücksicht  auf 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  S.  248  zu  setzen: 

sin  ß^  cos  9>  »»  sin  ^  -f"  ^h* 
Man  erhält  damit: 

Li, 2  «=■  ^X  —  Y  ^  cos  ^  sin  «  H  H"  T  ^  cos*^ 

-  Y  Jq>^  sec*/J  [sin«/J  +  cos««]  +  Gi^  ]  J(p.       (5) 

Für  ^X  giebt  die  2.  Gleichung  (1)  S.  248  die  Relation: 

sin  —  ^A  ■=  sin  —  jdq>  sec  /J  sin  «. 

Wir   verwandeln  sin^/^9>    in    eine    Reihe    und    leiten  sodann    aus 
sin  Y  ^A  mittelst  der  1.  Reihe  (2)  S.  29   ^  ^>l  ab.   Es  folgt: 
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z/A  =  Jq>  sec  /J  siu  a  v  1  —  --  Jtp^  (1  —  8ec*/3  sin^a) 

1 

+  -^  ^9)^1  -  sec'/S  siii^a)  (1-9  sec*/3  sin««)  +  67e  j   (6) 

und   zwar    unter    der  Voraussetzung,    dafs   nicht  nur  s  i  a^,   sondern 
auch  Li.i  von  der  1.  Ordnung  ist.    (5)  und  (6)  geben  nun  zusammen: 


Li.2s=z/9sec/Jsin«  < 


1  -  ~  e"  cos^ß,  (l  +  l  e"  cos*/3) 
+  ig  c^Jq)^  (sin^/J  -f-  cos*«) 
—  ~  J<p''^  (1  —  sec*/S  sin*«) 


(7) 


Für  ^g)  führen  wir  hier  die  Iieihe  (9)  S.  306  ein,  nachdem  wir  darin 
für  b^^  den  gleichen  Wert  a^^  Yl  —  e^  substituiert  haben,  womit  ^<p  in 

Jw  =  -   1 1  +  -r  e*cos*^+  -^  c^cos*^ 

+  ^c*^9)*(co8*«[48in*/J-  IJ  -2sm^ß)  +  Gl^  j     (8) 
übergeht.    Für  (7)  findet  sich  nun: 

1        5* 


8 


1- 


Zi.2=— sec^siu« 


. 5(1  —  sec-/Jsin'^«— c*[sin*/i+(4sin*/3 — l)cos*«]) 


1        8 


+  I<nJÖ,t'(l-««*^'''«'"'«Kl-98ec^^sin»«)  +  öi«. 


(0) 


Hierin    führen    wir    noch    die    mittlere   geographische    Breite   B  ein. 
Nach  S.  42  ist  aber: 

B^  =  ß^  +  n  sin  2ß^  +  ~  n^  sin  4ß^  +  Gl^ 


daher 


B  =  /J  -I-  u  sin  2/J  cos  Jß  +  ^  «-  sin  4/J  +  Gl^ . 


(10) 


^ 


Hieraus   ergiebt    sich    leicht  nach  und   nach    folgende  Rechnung,    bei 
welcher  n  =  —  e^  +  q  ^*  +  ^^«  gesetzt  ist: 

cos  5  =  cos  ß  cos  (n  sin  2ß  cos  ^ß  +  Gl^) 
—  sin  ß  sin  (n  sin  2/J  cos  Jß  +       u*  sin  4/J  +  Gl^) 
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oder 


cos  B  =  cos  ß  . 


1  —  Y  c*  sin*/!  cos  /Jß  —  y  ^  sin'/J 


3 


+  -i-^sin*/J+Gi, 


8 


6 


andrerseits  ist: 


l:|/l_c»8in25  =  l  +  ^e«sin»/J+^6*sin«/J  — ye*sin*/J+GZe;  (H) 


daher 


cosf 


Vl-c«8in»B 


cos  /J  A  +  ^  6*  8in«/J  sin«^/J  +  ÖZ«  )  • 


Nach  (9)  und  (12)  S.  306  u.  307  ist  nun  ^/8  =  —  —  cos  a  +  GI3,  womit 
diese  Formel  endlich  noch  in  nachstehende  Gestalt  gebracht  werden  kann: 

-^""-^ —  =  cos  /3  ("l  +  4-  6*  ^  sin»/J  cos*«  +  G^) .        (12) 

Hiermit  giebt  (9): 

1  — —  — ^  (  >K*[1'—  sec*jB  sin*  «]-«•[  10  •in^Ä-n  cot«a  ) 


-t»i.««=p"—  fTsecJBsina 

in  Sek.  ^ 


24  Oo 


1     «« 


+  jgg5— ,(l-ieo'Bilii«a)(l-9iW»/?rin«a)  +  G^^e« 


(13) 


Die  Bedeutung  von  B  und  a  ist  durch  die  (17)  S.  308  definiert. 
Aufserdem  ist  wie  früher   W=yi  —  c*  sin*  JB. 

§  22.    Fortsetzung:  Azimutdifferenz.  Die  2.  und  4.  der  Glei- 
chungen (1)  S.  248  geben: 


sm 


Ja 


—  tan  — ^  tan  ^  sin  a . 


(1) 


Wir  verwandeln  tan  — ^  in  eine  Reihe  und  gehen  dann  mittelst 


2 


da 


der   1.  Reihe  (2)   S.  29  zu  -=^  über.    Es  wird: 


2 


z/a  =  — ^JfptAuß  sin« 


1  +  -^  Jip^  (2  +  tan*/J  sin*«) 


+ 


iäö^9>*(^ 


16  +  20  tan*/J  sin*« 


+  9  tan* /J  sin 


p  sin'^«\ 
in*«    / 


+  GL. 


Für  Jtp  setzen  wir  jetzt  den  Ausdruck  (8)  8.  310  und  erhalten: 
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\ 


.  8      tan  ß  sin  a 

^a  = -      --iz^rr-    < 

«0}/l  — C«C08«(3 


'         1^/  2  +  tan«/38in«a  M 

j_  s*  /l6  +  20tan»/J8iQ*a\ 


Au8  (12)  S.  311  leiten  wir  aber  leicht  ab: 

cos  ß  =  —^£_.:..  (l  ~  ^e^-i  8in^JBco8*a  +  Gl) 
und  hieraus: 


8in  ß  =  -^i^l^"  ?-  (l+T  ^^  '\  C08»B  C08««  +GL\, 

womit  sich  ergiebt: 

yn^r?tan.B  =  tan/3(l~  J  e?«  ^cos'a -f  G/^),  (3) 

während  aus  (11)  S.  311  noch  folgt: 


J'^4-V„  =  >^1"-  c* cosV  +  Gl,.  (4) 

Indem  wir  dies  in  (2)  substituieren,  erhalten  wir  die  Formel: 


^aea  —  q"—  M^tanjBsin«. 

iii8«k.  ^0 


1  «*/        2  +  tan*2?sin*a        \ 


(5) 


Diese   Formel  setzt,   wie  (16)  S.  308  u.  (13)  S.  311   voraus,   dafs 
nicht  nur  sia^,  sondern  auch  Li. 2  eine  kleine  Gröfse  1.  Ordnung  sei. 

Drückt  man  in  (16)  S.  308  den  Meridianbogcn  M  durch  B  und  JB 
ans  und  reduziert  auf  dB^  so  erhält  man  damit  Bowie  in  den  zwei  Formeln 
(18)  S.  811  und  (6)  oben  ein  Mittel  zur  indirekten  Berechnung  Ton  B, , 
Li.%  und  «2.1  aus  £,,  8  und  ai.2,  welches  zu  rascher  Rechnung  sehr  ge- 
eignet ist,  falls  die  gesuchten  Gröftfen  schon  näherungsweise  bekannt  sind. 

Derartige  Formeln  gab  1847  Gaufs  in  seinen  Ufitersuchutufcn  über  Gegen- 
stände der  hohem  Geodäsie  2.  Teil  S.  26  u.  ff.,  wobei  er  aber  nur  die  Glieder 
bis  mit  s\  diese  jedoch  vollständig,  entwickelte.  Der  von  ihm  ein- 
geschlagene Weg  ist  ein  anderer  als  der  nnsrige,  indem  er  nämlich  direkt 
an  die  Differentialformeln  (11)  bis  (13)  S.  298  anknüpft  und  sie  auf  einen 
in  der  halben  Länge  zwischen  P,  und  P,  liegenden  Punkt  als  Ausgangs- 
punkt, sowie  P|  und  P,  als  Endpunkte  anwendet.  Aus  den  6  bo  ent- 
stehenden Gleichungen  eliminiert  er  dann  die  Werte  von  B,  L  und  a  des 
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erwähnten  mittleren  Punktes.  —  Für  unsere  Zwecke  schien  aber  der 
hier  eingeschlagene  Weg,  welcher  allerdings  die  Anwendung  der  all- 
gemcinoD  Formeln  bedingt,  oinfucher,  insofern  er  die  Formel  (16)  S.  308 
direkt  in  die  für  eine  spätere  Anwendung  geeignetste  Gestalt  bringt. 

§  23.  Eutfernuug  und  Azimute  aus  geographischen  Posi- 
tionen. Die  Formeln  (16)  S.  308  und  (13)  S.  311  geben  ohne 
Schwierigkeit: 


scosa^^ — Jkfcos-^- 


72000 


l-^^8in«a(l+e»co822?) 
\  sin*«  ([  lötau^If +3  Jcos^a  ~  sin'»«) + Gl^ 


,(1) 


1  +  ~  ^  (  T7«[cos»a  -  tan^JSsin*«]  —  (^^[lOsin'jB- 1  Jcos*«) 


SQina 


'0 

1       8 


+  ^  —4  (co8««-tan*Äin*a)(7+178ec«l?8in«a)+G/, 


5760  a. 


,(2) 


wobei  P  den  Parallelbogen  für  den  Längeniinterschied  Li.x  in   der 
geographischen  Breite  B  bedeutet: 


a. 


X/|   2  iu  Sek.    cos  B 


0 


q"  W 

Wmii  Argument  B  =  ^  {B,  +  jB,) 


2 


(3) 


und  Jlf' nach  S.  50  (3)  und  S.  44  (2)  sich  mittelst  der  Formel  be- 
rechnet: 

log  Jlf  =  log  [a^ ^. :jjp^j  +  y  Mod.  .«  CO.  %B  (—-,-, ^     +  Gl^  .  (4) 

Aufserdem  ist  durch  Einführung  von  (2)  und  (3)  in  die  Formel 
(5)  des  vorigen  Paragraphen: 


/da= — Li.gsinU^ 


1      a^ 
^  24    o,« 


^  5760  a„* 


3co8*a  +  28111*  a 
— c»[(l  l8in»£-8)co8»c+(48in»B— 2)8iii*a  ] 

75co8*  a  +  140co8*a8m'« + 48  »in*« 
+[60co8»a8in»o+168m*o]taii»£ 


(5) 


+  01,. 


Die  Berechnung  wird  nach  diesen  Formeln  teilweise  eine  in- 
direkte. Zuerst  werden  P  und  M  definitiv  aus  (3)  und  (4)  bestimmt. 
Dieses  sind  zugleich  die  Werte  von  s  cos  a  und  s  sin  a  mit  Vernach- 
lässigung von  Gliedern  3.  Ordnung.  Hiermit  giebt  (5)  den  Wert  von 
^a  bis  auf  Glieder  5.  Ordnung,  jedoch  kann  man  die  von  e?s^  ah- 
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h&Dgigen  Glieder  der  Parenthese  bereits  berücksichtigen.  Nun  lassen 
sich  mittelst  (1)  und  (2)  s  cos  a  und  s  sin  a  genauer  berechnen  und 
zwar  ebenfalls  bis  auf  Glieder  5.  Ordnung,  aber  mit  Berücksichtigung 
der  Glieder  ^^  der  Parenthesen.  Eine  folgende  Annäherung  giebt 
die  Glieder  5.  Ordnung  vollständig. 

Zum  praktischen  Gebrauch  empfiehlt  sich  nun  die  logarithmische 
Form  für  (1),  (2)  und  (5),  welche  wir  daher  noch  ableiten.  Aufser- 
dem  setzen  wir  diejenigen  Formeln  her,  welche  sich  durch  die  ange- 
gebenen Operationen  mit  den  allgemeinen  Symbolen  und  insbesondere 
f&r  8  cos  a  durch  Benutzung  der  Reihe 

log  cos  4?!  =  -  Mod.  (I  ^ ««  +  ^  Ja'  +  Gl,) 

nach  S.  29  (3)  ergeben. 

Endlich  schreiben  wir  auch  die  Formeln  (2)  und  (4)  etwas  anders, 
so  wie  es  im  Hinblick  auf  die  Gesamtheit  aller  am  besten  erscheint. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  folgende  Formeln  zu  direkter 
Rechnung: 

-^1.2  ^  S«k.  C08  B  ,^,  JBin  Sek.  1  —  e" 


P' 


q"  W 

JB  =  B^  —  JBj 


M' 


B  =  ^(B,  +  B,) 

W  lum  Argument  B 

P  —  a^P^      log  M  «=  log  {üf^M')  +  ^  Mod.  jr'«^  is-e  wka^B]  4.  Ol, 


(6) 


log  ^a  «=  log  ( —  Li.i  sin  B) 

+  ^  Mod.  I M*  (3  +  .'  18-  tl  .in'Ä))  +  F*  (2  +  .'  I«-«  rin'Bl)  ]  +  Glt. 


(7) 


log(«co8a)  «=  log(— Jf)—  äzl^o*^ 


+  3F*W*  tan»B 


+  Gl*  (8) 


log  (s  sin  a)  ^  log  P  +  07  Mod 


M'*  (1  +  «*  [l  — U  •In««)) 

—  F»  W*  taii»jB 


+  G/,.   (9) 


Sterin  sind  die  von  e^  unabhängigen  Glieder  4.  Ordnung  vernachlässigt. 
Ist  eine  noch  gröfsere  Genauigkeit  wünschenswert^  so  läfst  die- 
selbe sich  erzielen,  indem  man  vorstehenden  Werten  für  die  Loga- 
rithmen von  Ja,  s  cos  a  und  5  sin  a  nachstehende  Ausdrücke  bezw. 
hinzufügt: 

4.^Mod  {1511*4-14^«— [«)ir»i^*-f  ur^tMi^Bl  (7*) 
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-f  — -Mod  {  — SIT«/'»  — HF'*  — [80ir*P'»-|-40/'«]Un«Ä— 15i^«Un«Ä|  (8*) 

4._i_Mod  (i/'«  — 81/'«/'»— [30if'»F'«4-l«^*]t*n»ß  — F^Uh^ä}  ,  (9*) 

wodurch  die  Vernacliliissiguugeii  in   den  Logarithmen  auf  öZß  herab- 
sinken.   Zu  diesen  Formeln  gelangt  man  leicht,  indem  man  in  (5),  (1) 

und  (2)  rechter  Hand  s  cos  «  =  -  M(l  -  -J-P'Han^B  -  ^^F^  +  Gl,) 

und  5  sin  a  =  P(l  +  ^  if'«  ~  ^  F^  tan^JB  +  Gl,)  setzt  und  dann 

logarithmieri 

Schliefslich  hat  man  noch 


«1. 

2 

a 

da 
2 

«2. 

1 

a 

+ 

Ja 

+ 

180». 

(10) 


Für  vorstehende  Formeln  besteht  ebenso  wie  für  diejenigen  der  vor- 
hergehenden Paragraphen,  aus  welchen  sie  hervorgegangen  sind,  die 
Voraussetzung,  dafs  nicht  nur  s  :  öq,  sondern  auch  Li, 2  eine  Gröfse 
1.  Ordnung  ist. 

Dieselben  lassen  sich  auch  noch  in  andere  Gestalt  bringen,  wozu 
die  rein  sphärischen  Formeln  S.  132  u.  ff.  Fingerzeige  geben.  Es  giebt 
u.  a.  die  Differenz  der  Formeln  (8)  und  (9)  genau  die  Formel  (1) 
a.  a.  0.  bis  auf  die  in  (^  multiplizierten  Glieder;  ebenso  läfst  sich  (7) 
auf  die  Form  von  (2)  ebenda  hinführen.  Wir  bleiben  indessen  bei 
den  obigen,  für  gleichzeitige  Berechnung  von  s  und  a  sehr  bequemen 
und  scharfen  Formeln  stehen;  die  kleinen  Glieder  derselben  berechnen 
sich  um  so  leichter,  als  in  verschiedenen  Formeln  dieselben  Terme 
auftreten. 

Für    Seiten    mefsbarur    Dreiecke    wird    es    oftmals   ausreichen,    in    den 

Logarithmen  des  Systems  (6)  bis  (9)  die  Glieder  4.  Ordnung  wegzulassen. 

Dann  aber  hat  man  rein  sphärische  Foiineln  vor  sieb,  mit  der  Modifikation, 

dal's   für  Li.s  und  JB   verschiedene  Krümmungsradien   angewandt  sind. 

Diese    Verschiedenheit    verschwindet    durch    Einführung   der    reduzierten 

1  —  c* 
Breitendifferenz  JB  — r^^^ ,  und  mau  überzeugt  sich  nun  leicht,  dafs  man 

innerhalb  der  angegebeneu  Genauigkeit  durch  sphärische  Behandlung  von 
Li. 2  und  der  reduzierten  Breitendifferenz  mittelst  des  Krümmungsradius 
Oq  :  W  (d.  i.  die  Normale  in  mittlerer  Breite)  zu  obigen  Formeln  zurück- 
kommt. Man  kann  hiemach  überhaupt  alle  auf  eine  hinreichend  kleine 
geodätische  Linie  bezüglichen  Hechnungen  rein  sphärisch  ausführen.  Das 
ist  ja  auch  geometrisch  unmittelbar  klar,  nur  fehlt  dabei  die  Angabe  der 
Vernachlässigungen.     [Vcrgl.  auch  Jordan,  Handbuch  Bd.  2,  S.  236.] 
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§  24.   Zahlenbeispiel  I.    Gegeben: 
Bj  =  54«  42'  50,6 
B,  =  52  30  16,7 

Man  hat  zunächst: 

B  =       53»  36'  33,65" 
JB=  —  7953,9" 
ii.,  =       25560,0" 


Z,.,  =  7»6'0". 


log  **°^  =  5,2575731 


log  |ä  =  3,17839 


für  Kinh 

der  7.  Dec 
^  ^  H  1  TK»«)        I 
2880 

log  e»  =  7,82441  —  10 

logp"    =5,3144251.33 


log  W  =  9,9990587.89 
log  JE  =  3,9005801.27» 
log  L,„  =  4,4075608.50 
log  a«  =  6,8046434.64 
log  tan«I?  =  0,2650511 
log  8in*5  =  9,81158  -  10 


-  10 


log 
log 


'1.1 


tt 


8,5861549.94»  —  10 

9,0931357.17    -  10 
9,9057908.07    —  10 


log  sin  B      <= 

log  cos  i?      =9,7732652.48   —10 

log(l  —  c»)  =  9,9970916.40    -  10 


log  M'         —  8,5860702.67»  - 

— 

10 

log(a„Jlf')    =5,3907137.31» 

log  P'          -  8,867.3421.76   —  10 

log  P           —  5,6719856.40 

^  Mod .  M" 

—   268.976 

=    982.330 

Kinh.  dor  7.  Dec 

F*  W*  tan»£ 

'  =  1800.637 

^  Mod  .  e^M'* 

—  1.7Ö52  ] 

e'M'"  sin»  B 

=  1.1634 

> 

„        ^R* 

=  6.5564 

99 

e»P'»8in»l? 

=  4.2486 

1 

l^^od.M- 

=  0.0033  ' 

„         1"' 

=  0.0444 

M'n'* 

=  0.0122 

§  84.    Zablenbeispiel  I. 
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2880 


Mod  .  ifP"*  tan«B  =  0.02240 


ff 


n 


P'^tan'JS       =  0.08183  y  «W".  *» '■  i>~ 
P'*  tan«  B       =  0.15065 


Hiermit  ergiebt  sich  nun  folgende  Zusammenstellung: 


log(—  Li.itxaB) 
+    >    Mod.  33/'* 


—      4,3133516.57. 


84 


+   l^   Mod.c*Jtf'».8 


+ 
+ 


}J 


}> 


11  8in*B    —  — 


+    i   Mod.SF« 


84 


+   l,   Mod.«-*F*.2 


+ 
+ 


» 


V 


4  sin*JB      -»  — 


+  ,4  Mod  .  16M'* 

+         .         14P'* 

60M'*F*  ian'B 
12P'*tan«i? 


-  + 


806.928 

14^2 

12.797 

1964.660 

13.1 13 

16.994 

0.050 

0.622 
1.344 
0.982 


log  da 
Jft^-  20588,6760" 


4,3136284.19. 
—  5»  43'  8,6760^' 


+ 


24 


log  (—  a^M') 
Mod  .  i?M^  .  3 


+ 


99 


}f 


6  nn*B 


-    -   Mod  .  r»  (2  +  c»  [2  —  4  8in*B]) 


84 

-    ~   Mod  .  32»'*  M'*  tan»i( 


5,3907137.31  \ 
5.386 
6.980 
1960.779 


Mk«  jr 


8880 


Mod .  8MT* 


ff 
ff 

ff 
ff 


40P'«  tan»/? 
löF*  tan*B 


=  —  5401.911 

=  —  0.098 

=  —  0.022 

=  —  0.672 

=  —  3.273 

=  -  2.260 


log  (s  cos  (x) 


5,3899766.10 
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log  P                         =5, 

6719856.40 

+ 

^  Mod.3f»                   -  + 

268.976 

+ 

?.   Mod.c*Jlf'M            —  + 

1.795 

— 

„             »11  am*B'=  — 

12.797    •toheoben 

z4 

1800.637 

+ 

^Mod.Jlf-                   =  + 

0.003 

— 

„       83f'*P'«              

0.098  «ieheoben 

— 

„      30  Jf'»P'*  tan*B   — 

0.672   •ielMoban 

— 

„       12P'*  tan*B 

0.982   «ielwob«n 

h 

F*  taii*£ 

0.151 

log  (s  sin  a)  =       5,671831 1.84 

Aus  log  (s  cos  a)  und  log  (s  sin  a)  erhält  man : 

a  =  62»  24'  35,029", 

and  hiermit  ergeben  sich  fQr  s,  «i.s  und  at.i  folgende 


log  8  =  5,7242591.34 
Resultate:  [  ai.i==    65o  16' 9,367 

a,.  1  =  239  33  0,691 


anatatt 
.35 

,365 


DAOh 

S.  261. 


Die  Schärfe  der  Rechnung  ist  befriedigend,  wie  die  Vergleichung  mit 
der  strengeren  Rechnung  S.  261  zeigt,  ^a  pafst  sogar  bis  auf  O^OOOl''. 


§  25.    Zahlenbeispiel  EL.    Gegeben: 

B^  —  56^  13'  49,02186" 

Man  hat  zunächst: 

B  =       56«  36'  54,51093 
JB  =  —  2770,97814 
ij  2  =  - 4926,03270 

5,25757 


Li.a  =  1«  22'  6,03270"ö.tüch. 


1'/ 


vff 


,       Mod 


84 

Mod 


'^8  2880 

loge* 


f.  Binh. 
d«r  7.  Dec. 


log  TT  =9,9989871.55 
Xog^B'^  3,4426331.00, 
\ogLi.,  =  3,6924972.90» 
log  Oo  =  6,8046434.64 
log  tan*  B  =  0,36223 
log  sin*  B  =  9,8434  —  10 


-  10 


3,17839 

7,82441  -  10 

log  p"  =  5,3144251.33 
log  (1  -  e»)  —  9,9970916.40  —  10 


§  26.    Zahlenbeiepiel  II. 
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log 


JB 


8,1282079.67»  —  10 


log  h/*  =  8,3780721.57.  —  10 

log  sin  B  =  9,9216829.98  —  10 
log  cos  B  =  9,7405680.15  —  10 
log  M'  =  8,1283381.42,  -  10 
log  (oo  M')  =  4,9329816.06« 
log  P'  =  8,1196530.17«  —  10 
log  P  =  4,9242964.81, 


Mod 

24 

.if'« 

=  32.678 

» 

P'% 

—  31.396 

>7 

P'»  TT«  tan*  i 

(—71.958 

^Mod 

.  e'M'* 

—  0.2181 

V 

e»Jf'*sin*B 

=  0.1521 

Jf 

c»P'» 

=  0.2096 

» 

c*P'»  Bm*B 

=  0.1461 

^    Mod 

2880 

.M'* 

=    0.0000 

» 

P'* 

=   0.0000 

>> 

af'*P'» 

—    0.0000 

2880  M«^ 

.lf'*P'«tAn«i 

(—0.00011 

;> 

P'*t&n*B 

-=0.00011 

» 

F*  tan*  B 

=  0.00024 

>  Einh.  der  7.  De«. 


}f 


V 


}} 


Hiermit  ergiebt  sich  folgende  Zusammenstellung: 

log  (—  Li.»  sin  B)        n=       3,6141802.88 


+  ^  Mod  .  SJf'« 
+  ^  Mod  .  (^M^ .  8 

24 


=  + 


=  + 

—       „  „11  sin*  B  =  — 

+  J,  Mod  .  2F«  =  + 

24 

+  ^  Mod  .  ^P'*  .2  =  + 

4  sin*  B    =- 


24 


die  Glieder  (7*)  S.  314 


98.034 

1.745 

1.673 

62.792 

0.419 

0.584 
0.008 


wird 

■pfttar 

'  nochniAlt 

gebraucht 


log  Ja  =       3,6141963.61 
^o  —  4113,35659"  =  1»  8'  33,35659". 
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log  (-  a^M') 
+  jj  Mod  . «» Jf'».  3  —  + 

—  „  »6  sin'  B  =  — 

—  ^  Mod  .  r»  (2  +  c»  [2  -  4  sin'B]) 

—  ^  Mod  .  3  F  TF»  tan«  B  — - 

DU  OUad»  (8*)  8.  315  =:  — 


-i      4,9329816.06 


0.654 
0.913 

62.627  «Iclie  obmi 

215.874 
0.011 


logP 
+  ^  Mod  .  if* 
+  ~  Mod  .  e»  Jf» .  1 


log  (s  cos  er)  ~  4,9329537.29 

—      4,9242964.81. 


»> 


W 


-  + 
11  8in*B  —  - 


—  ^Mod.F»Tr*tan*B      — 

Dia  OUadn  (9*)  B.  SU  i~ 


32.678 
0.218 

1.673  liAlM  Ob«Q 

71.958 

7 


log  (8  sin  «)  —      4,9242924.07. 
Aas  log  (s  cos  «)  und  log  (s  sin  a)  erhält  man: 

a  —  318»  34'  16,6775", 

ond  hiermit  eigeben  sich  fOr  8,  ai.i  und  at.i  folgende 

(  log  s  — 5,0791812.47 
«,.,  —  314»  59*59,9992" 
«,.,.136     8  33,3558", 

welche  ebenso  wie  auch  ^a  noch  in  den  letsten  angesetzten  Ziffern 
■o  genau  sein  mfissen,  als  die  Unsicherheit  der  Zahlenrechnnng  zuläfst. 
Vemachlissigt  man   die  Glieder  4.  Ordnung  der  Logarithmen 
l^bizlich,  so  wird  erhalten: 


log  ^/a  —  3,6141963.7 
log  (<  cos  «)  <-=  4,9329536.4 
log  (8  sin  a)  —  4,9242925.2« , 


woraus  mit  7ziffir.  Log.  folgt: 

^«—      1»   8*33,3568" 

a  —  315»  34'  16,63" 

flog  s  —  5,0791812.8 

«,.,-,  314»  59' 59,95" 

a,.i  K3  135     8  33,31. 

Man  erkennt,  dafs  für  Seiten  mefsbarer  Dreiecke  bei  Anwendung 
7siffriger  L(^pmthmen  die  Glieder  4.  Ordnung  in  der  Regel  ohne 
Einflufs  bleiben. 
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7.  Kapitel. 
Der  Lauf  der  geodätisclien  Linie. 

§  1.  Die  Form  der  geodätischen  Kreise  in  der  NEhe  des^  dem 
Drehpunkt  einer  geodätischen  Linie  auf  dem  Rotationsellipsoid 
gegenüberliegenden  Punktes.  In  Ergänzung  des  S.  217  über  den 
Lauf  der  geodätischen  Linie  Gesagten  interessiert  zunächst  das  Ver- 
halten der  in  der  Überschrift  dieses  Paragraphen  genannten  geodätischen 
Kreise.  Wir  gehen  bei  Untersuchung  derselben  nur  bis  zu  Gliedern 
mit  e^  und  vernachlässigen  e^  und  höhere  Potenzen  der  Excentricität  e 
der  Meridianellipse.  Nach  S.  223  hat  man  alsdann  für  die  Länge 
der  geodätischen  Linie  zwischen  den  Punkten  P^  und  P^^  6  als  Gröfse 
1.  Ordnung  betrachtet: 

s  =  6o  j(l  +  *i)  ^9>  +  y  *i  (sin  2ip,  -^  sin  2q>,)  +  Gl,],     (1) 
worin  mit  Beibehaltung  der  angeführten  Genauigkeit 

k,  =  I  /,«  +  ...  =  ^  ain^^o  + i  «  sin»/Jo  +  •  •  •  (2) 

genommen  werden  darf.  /S^  ist  diegröfste  reduzierte  BreitC;  welche 
die  durch  P^  und  P,  bestimmte  geodätische  Linie  in  ihrem  ganzen 
Laufe  erreichen  kann. 

Für  geodätische  Kreise  ist  s  konstant.  Nehmen  wir  femer  an, 
dafs  jd(p  mit  7t  bis  auf  einen  Bruchteil  der  2.  Ordnung  übereinstimmt, 
sodafs  in  der  Gleichung 

-^9>  =  9>2  —  9>i  —  Ä  +  Z  (3) 

X  die  2.  Ordnung  hat,  so  geht  der  Faktor  von  b^  in  Gleichung  (1) 
über  in: 

Ä  +  y  ÄÄ  sin*/Jo  +  Z  +  Gl,. 
Es  ist  daher,  wenn  x^  eine  Eonstante  bezeichnet,  s  konstant,  falls 

X  =  Zo-Y««Bin«/Jo  +  ÖZ,  (4) 

genommen  wird. 

Diese  Bedingungsgleichung  fär  die  geodätischen  Kreise  ist  nun- 
mehr anzuwenden  auf  das  sphärische  HUfiidreieck,  Fig.  21  S.  232. 
Mit  Rücksicht  auf  (3)  erhält  man: 

mnß^'^  —  sin  ß^  cos  x  +  ^^  /^i  sin  x  cos  ai.t 

Helmert,  rtft**»t"*  «u  phyiikal.  TlMorlMn  d«r  hob.  G«o4teto.  21 


V 
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und  hieraus: 

ft  =  —  i^l  +  Z  cos  «1.2  +  Gh- 

Diese  Relation  vernachlässigt,  wie  angemerkt,  nur  Glieder  4.  Ordnung, 
falls  Pj  und  Pg  nicht  den  Polen  nahe  liegen.  Von  diesem  besondern 
Falle  sehen  wir  ab  und  erhalten  dann  unter  Substitution  des  Wertes 
von  X  aus  (4): 

ß^  =  —  ß^  —  —  an  sin^jSo  cos  «1.2  +  Xo  cos  a^.^  +  Gl^.         (5) 

Für  den  Längenunterschied  ii.2  der  Punkte  P,  und  P^  erhält 
man  nach  S.  231  (14)  unter  Beibehaltung  derselben  Genauigkeit  wie 
bisher  die  Gleichung: 

Li.%  =  ^^  —  Ä  cos  ^^^(p  +  Gl^ .  (Gj 

Hierzu  giebt  zunächst  wieder  das  sphärische  Hilfsdreieck,  Fig.  21 : 

sin  Jk  =  sin  jd<p  sin  ai. 2  sec  ß^ , 

und  es  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (3)  für  z/9,  abgesehen 
von  der  Nähe  der  Pole: 

jdX  =  Ä  +  X  scc  j3^  sin  «1.2  +  Ö/4 

Substituiert  man  dies  in  (6)  und  setzt  fUr  %  den  Wert  nach  (4),  für 
Jq>  im  letzten  Gliede  aber  einfach  sr,  so  folgt: 

Li.2«="3r  — YaÄ(2cos/Jo+sinVo8®c/J2  8inai.2)+a!o8ec/S^8inai.2+G^.(7) 

Da  wir  von  der  Nähe  des  Poles  absehen,  dürfen  wir  hierin  ferner 
für  /Jg  einfach  —  ß^  setzen.  Substituieren  wir  aufserdem  für  cos  ^„ 
nach  S.  232  (2)  den  Wert  co8)3|  8inai.2  und  für  sin^/S^  entsprechend 
1  —  C08*/Ji  8in*ai.2,  so  erhalten  wir  aus  (5)  und  (7)  nach  einfacher 
Reduktion: 


/J,=  — /Jj  — Ya3rcosai.2(l  — C08^/Sisin*ai.2)  +  Zocosai.2  +  ^^'.Ü 

il.2=      Ä  — Y^^  ^^^  /*!  ^^^  ^1-2  (^  4"  8cc*/3i  +  cos*ai.2) 

+  Xo  8®c  /*i  sin  «1.2  +  Gl^ . 


(8) 


Der  Variation  von  «i .  t  entspricht  eine  Bewegung  von  Pj  in  einem 
geodätischen  Kreis,  dessen  Figur  sich  (abgesehen  von  Gliedern  der 
4.  Ordnung)  aus  den  (8)  herleiten  läfst. 

Vergleicht  man  nun  den  Punkt  C>  welcher  P^  auf  der  Oberfläche 
gerade  gegenüberliegt  und  die  geographische  Breite  —  ß^  hat,  mit 
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Pg;  SO  ist  ß^  -f-  ßi  die  Breitendifferenz  und  Z1.2  —  ^  die  geographische 
Längendifferenz  beider. 

Beziehen   wir   also   in   einer  Ebene   einen   Punkt  B  auf  einen 
Anfang  C  rechtwinkliger  Koordinaten  |  und  rj,  wobei  gesetzt  wird: 

I  —  (ß,  +  ßi) 

V  =  (I'i.i  —  ä)cos/Jj 


(9) 


SO  giebt  diC;  konstantem  Xo  ^^^   veränderlichem  ai.2  entsprechende 
Kurve  der  B  offenbar  sehr  nahe  ein  Bild  des  von  P^  beschriebenen 

geodätischen  Kreises  und  zwar  in  der  Verjüngung  — . 

Ändert  man  dagegen  Xo  ^^^  konstantem  ai.2^  so  beschreibt  B 
eine  Gerade  im  Azimut  180^  —  ai.2  gegen  die  Axe  der  |.  Dasselbe 
stimmt  mit  dem  Azimut  der  wachsenden  geodätischen  Linie  P^  bis 
auf  Gröfseu  der  2.  Ordnung  überein  ^  denn  es  ist  nach  (9) 

dl^idri  =  —  dß^:  cos  ß^dLi,2, 

und  es  ist  ferner  das  letztere  Verhältnis  bis  auf  Gröfsen  2.  Ordnung 
gleich  der  Cotangente  jenes  Azimuts^  d.  i.  nach  S.  279  (1) 

—  u\dß2 :  cos  ß^  dL\ .2. 

Die  Formeln  für  |  und  17  werden  mit  Rücksicht  auf  (8)  und 
indem  wir  von  jetzt  ab  die  Anführung  der  Resi^lieder  unterlassen: 

5  —       Y  ÄÄ  cos  «1.2  (1  —  cos*/Ji  sin*«!.«)  —  Xo  cos  «1.2  1 

ij  =  —  Y  Hsrcos^/Jj  sin  «1.2(1  +  sec*/?^ +  cos*«i.2)  +  ;|rosin«i.2*j 

Die  positiven  |  und  17  sind  von  C  aus  bezw.  nach  Süden  nnd  Westen 
gerichtet. 

Differenziert  man  nach  «1.2;  so  ergiebt  sich: 

—  sin«i.2{YÖ*(8^"^*ft  + 3cos*/Ji  cos*«!.«)  —  Zo}    1 

(11) 


<*«!.» 


^-5-  =  _  co8«i.2{  Y  ^^  (»"1* A  +  3  cos*  ß^  cos*  «1.2)  —  Zo}'  I 

Hieraus  folgt  zunächst  -jg  =  cot  «1.2  bei  konstantem  x^'i  mithin  ist  in 

der  Abbildung  das  Azimut  des  geodätischen  Kreises  gleich  90®  —  «1.2; 
sodafs  er  also  normal  zur  geodätischen  Linie  steht  —  eine  Thatsache, 
die  schon  in  aller  Strenge  fürs  Ellipsoid  selbst  nachgewiesen  ist 

Man  sieht  ferner,   dafs  die  Differentialquotienten  von  |  und  17 
nach  «1.2  gleichzeitig  null  werden  für 


^ 
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Xo  =  Y  ÄÄ  (sin^/Jj  +  3  co8*/Ji  cos*«!.,).  (12) 

Existiert  nun  bei  konstantem  x^  ein  ai.2;  welches  dieser  Gleichung 
entspricht,  so  hat  der  zugehörige  geodätische  Kreis  in  der  Abbildung 
Spitssen,  deren  Koordinaten  nach  (10)  sind: 

5o  =  —  ÄTT  cos*/Si  •  cos' «1.2        Vo"^  —  ^^  cos*/Ji  •  sin*ai.2      (13) 

Hierzu  giebt  (12): 

Zo  —  Y  ««  BinVi 
cos^ai .  2  =  — ^ (14) 

Y  Ä«  C08«ft 

Zur  Bedingungsgleichung  f&r  das  Auftreten  evner  Spitze  gelangt 
man  auch,  indem  man 

W  =  0 

setzt.    Die  Gleichung  (5)  S.  274  giebt  hiermit: 

sin  ^q)  «s  H  sin^/3o  sin  q)^  sin  tp^  ^<p  -^  ^hy  0-^) 

woraus  man  sofort  erkennt,  dafs  Spitzen  nur  fQr  solche  geodätische 
Kreise  möglich  sind,  welche  ihrem  Drehungszentrum  nahezu  diametral 
gegenüberliegen.  Aus  (15)  gelangt  man  mit  Rücksicht  auf  (3)  und 
(4)  sowie  (2)  S.  232  wieder  zu  (12),  womit  sich  diese  Bedingungs- 
gleichung bis  auf  Glieder  4.  Ordnung  richtig  erweist;  da  cos' «1.2 
an  die  Grenzen  null  und  1  gebunden  ist,  folgt  aus  (12),  dafs  (abgesehen 
von  Gliedern  4.  Ordnung)  nur  f&r  solche  Werte  ;|^,  welche  sich  der 
Bedingung 

I  Ü7t  sinVi  ^  Xo  ^  i  ÄÄ  (1  +  2  cos*/},)  (16) 

fügen,  Spitzen  in  den  geodätischen  Kreisen  vorkommen. 

§  2.  Fortsetzung:  Die  Form  der  geodätischen  Kreise  mit 
Spitzen«  Um  einen  Überblick  zu  gewinnen,  wurde  für  einen  Äquator- 
punkt als  Zentrum  der  Drehung  die  durch  Fig.  25  gegebene  ebene 
Darstellung  des  Verlaufs  der  geodätischen  Kreise  mit  Spitzen  mit 
Hilfe  der  Formeln  (10)  entworfen,  in  welchen  also  cos  ft  =  1  ge- 
setzt ist. 

Die  Figur  giebt  geodätische  Kreise  für  Werte  von  Xo  ^^  Intervall 

-^ün.    Den  geodätischen  Kreisen  I,  II,  III,  IV  insbesondere  ent- 

1  3 

sprechen  die  Werte  Xo  S^^i<^h  null,  y  ^^9  ^^  und  y  d^^  mithin 
wachsende  Abstände  vom  Drehongszentrum. 
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Aufaei-  den  geodätischen  Ereiaeii  und  den  geodätischen  Linien 
von  10  zu  10"  Azimut  giebt  Fig.  25  auch  die  Verbindungakurre  der 
Spitzen  au,  welche  in  der  ebenen  Darstellung  im  allgemeinen  cbarak- 
terieiert  ist  durch  die  Gleichung: 

*  1  *, 

lo'  +'/o*-(««cos*ft)\  (1) 

worin  im  speziellen  Falle  der  Fig.  25  aber  cos  ^j  ■=  l  einzufahren  iat. 


Nach  bekannten  Sützen  der  analytischen  Geometrie  ist  dies  die 
Gleichung  der  Einhüllenden  aller  Geraden  von  der  konstanten  Länge 
ax  cos^j^i  zwischen  den  Axen  der  |  und  tj. 

Diese  Geraden  sind  identisch  mit  denjenigen,  welche  in  der 
ebenen  Darstellung  den  geodätischen  Linien  entsprechen;  denn  bildet 
mau  ',?"  ,  so  sieht  man  sogleich,  dafs  die  Tangente  der  Einhüllenden 
im  Funkte  {^,  ijy)  gleiche  Kichtuog  liat  mit  der,  der  geodätischen 
Linie  entsprechenden  Geraden,  die  durch  diesen  Punkt  führt. 
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Man  erkennt  übrigens  unmittelbar  geometrisch,  dafs  der  Ort  aller 
Spitzen  eine  Einhüllende  der  geodätischen  Linien  sein  mufs,  weil 
wegen  111  =  0  in  jeder  Spitze  2  unendlich  benachbarte  dieser  Linien 
sich  schneiden. 

Die  Fig.  25  behält  im  wesentlichen  ihre  Gültigkeit  auch  für  be- 
liebige Punkte  als  Drehungszentrura ;  nur  zieht  sich  zufolge  Glei- 
chung (1)  die  Einhüllende  mehr  und  mehr  zusammen,  je  näher  jenes 
einem  der  Pole  rückt.  Ihre  halben  Axenlängeu  sind  bis  auf  Bruch- 
teile 2.  Ordnung  gleich 

a^üTt  cos^Bi ,  (2) 

wenn  B^  die  geographische  Breite  des  Zentrums  bezeichnet. 

Infolge  dieses  Zusammenziehens  wird  das  Gebiet,  in  welchem  die 
geodätischen  Kreise  von  der  einfachen  kreisartigen  Form  abweichen, 
immer  kleiner,  je  mehr  sich  das  Zentrum  einem  der  Pole  nähert,  und 
es  verschwindet  ganz,  sobald  einer  der  Pole  selbst  Zentrum  ist.  Da 
unsere  Entwicklungen  z.  T.  unter  Ausschlufs  der  Nähe  der  Pole  an- 
gestellt sind,  80  bedarf  die  letztere  Folgerung  allerdings  der  Bestäti- 
gung, die  indes  ohnl  weiteres  aus  dem  Faktum  entnommen  wird, 
dafs  die  geodätischen  Linien  für  einen  Pol  als  Zentrum  die  Parallel- 
kreise sind.*) 

Die  geodätischen  Kreise  der  Fig.  25  zeigen  nun  auch  unmittel- 
bar, wie  die  kürzesten  Linien  von  dem  Ausgangspunkte  hergelaufen 
kommen.  Man  hat  dabei  nur  zu  beachten,  dafs  die  Kreise  I  bis  IV, 
wie  schon  angegeben,  in  wachsenden  Abständen  vom  Drehungszentrum 
liegen,  und  man  wird  leicht  verificieren,  dafs  die  kräftigen  Geraden 
kürzesten  Linien  angehören,  die  in  Richtung  der  Pfeile  von  dem 
Drehungszentrum  herkommen.  Die  geodätischen  Kreise  sind  in  Fig.  25, 
insoweit  sie  Linien  gleichen  kürzesten  Äbstandes  sind,  ebenfalls  kräftig 
ausgezogen. 

Um  streng  festzustellen,  wie  die  Kürzesten  laufen,  ist  eine  genaue 
Kenntnis  der  Mittellinien  (Axen)  der  von  der  Einhüllenden  auf  dem 
Ellipsoid  begrenzten  Fläche  nötig-,  denn  Fig.  25  zeigt  auf  einen  Blick, 
dafs  für  den  Lauf  einer  Kürzesten  die  Lage  ihres  Endpunktes  P^  in 
Bezug  auf  diese  Mittellinien  —  kurz  gesagt:  dafs  der  Quadrant  der 
eingehüllten  Fläche,  welcher  P^  enthält  —  mafsgebend  ist 


\ 


*)  Eine  Untersachung  über  die  Einhüllende,  welche  ihr  Zentrum  im  Äquator 
bat,  giebt  Cayley  in  dem  Philosophicdl  Magcusine  Vol.  40,  1870  2.  Sem.,  S.  10  u.  If. 
Er  nennt  diese  Linie  die  geodätische  Evolute.  Cayleya  Untersuchung,  welche  fdr 
beliebige  Abplattung  gilt  und  elliptische  Funktionen  anwendet,  wurde  dem  Ver- 
fasser erst  w&hrend  des  Druckes  bekannt 
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Die  eine  Mittellinie  fällt  in  den  Meridian  des  Punktes  (7,  welcher 
Pj  gegenüber  liegt.     Dieses  bedarf  keines  Beweises. 

Die  andere  hat  die  Eigentümlichkeit,  dafs  ihre  Punkte  durch  je 
2  gleichlange  Kürzeste  mit  dem  Ausgangspunkt  P^  verbunden  sind^ 
und  sie  fällt  in  den  Parallelkreis  des  Punktes  G,  Dieses  letztere  ist 
noch  zu  beweisen. 

§  3.   Kurzeste  Linien  zwischen  nahezu  dianietraleu  IMtukien. 

Verbinden  wir  auf  der  Hilfskugel  (Fig.  21  S.  232)  zwei  diametral 
liegende  Punkte  P^  und  P2  durch  einen  gröfsten  Kreis ,  so  ist  Jk 
=  jq)  =  %  und  nach  S.  231  (14) 

Li.%  =  Ä  —  tiit  cos  /?!  sin  «1.2  (1  —  Y  ^«^1  +  •  •  7  (l) 

unter  Verschwinden  aller  periodischen  Glieder.  Zugleich  ergiebt  sich 
als  lineare  Länge  der  geodätischen  Linie  P^P^  nach  S.  223: 

S  =  Tth,  —  ^  __  ^. ,  (2) 

ebenfalls  unter  Yerscliwiudeu  aller  periodischen  Glieder.  Dabei  ist 
nach  S.  221 

mit  nachstehendem  Werte  für  sin^/J^  zufolge  S.  232  (2): 

sin*/Jo  =  1  —  cos*/?!  8in*ai.2.  (4) 

Diese  Formeln  zeigen^  dafs  Li. 2  und  s  in  Bezug  auf  ai.2  nur  vom 
Sinus  abhängen,  dafs  daher  für  zwei  Punkte  P^  und  P^  ™^^  ^^^ 
geographischen  Breiten  B^  und  2?,  =  —  B^  zwei  gleichlange  geodä- 
tische Verbindungslinien  existieren  können ^  deren  Azimute  ai.^  als- 
dann sich  zu  180^  ergänzen  werden.  Es  müssen  selbstverständlich  diese 
zwei  Verbind\ingen  nicht  notwendig  existieren;  sie  werden  nur  dann 
vorhanden  sein,  wenn  Li. 2  die  Gleichung  (1)  erfüllt.  Da  nun  die 
Grenzwerte  von  sin  ai.2  gleich  +  1  sind,  so  mufs  Li. 2  der  Bedingung 
genügen  : 

3r  —  ÄÄ  cos  ßi  \l  —      c*  sin*  ft  +  •  7  '^  Li. 2 


L1.2  <  Ä  +  ^^  cos  /Ji  f  1  —  --  e*  sin*  /5i  +  *  7  • 


(5) 


Ist  Li,2  =  7C  -\-  Ü7C  COS  /3i  (1  —  g-  e*  sin*/Ji  +  •  7 ,   so  fallen    die 
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2  gleichlangen  Verbindungen  in  eine,  im  Azimut  «i  g  =  90*^  bezw. 
270°  von  Pi  ausgehende  und  im  Azimut  «2.1  =  270°  bezw.  90°  in  1\ 
einmündende  Linie  zusammen. 

In  diesem  Falle  liegt  Pg  in  der  östlichen  oder  westlichen  Spitze 
der  Einhüllenden.  Der  geometrische  Ort  aller  Pg  mit  2  glcichlangen 
Verbindungen  ist  die  ostwestliche  Axe  der  Einhüllenden  (Fig.  25),  und 
dies  ist  nach  der  Voraussetzung  ^j  =  —  JB^  (wie  zu  beweisen  war) 
ein  Stück  des  Parallelkreises ,  welcher  durch  den  zu  P^  diametralen 
Punkt  C  führt. 

Mit  Rücksicht  auf  Fig.  25  erkennt  man  nunmehr  auch,  dafs  die 
kürzeste  Verbindung  zweier  nahezu  diametralen  Punkte  P^  und  Pg  niemals 
die,  durch  den  zu  Pj  diametralen  Punkt  C  führende,  ostwestliche  Axe 
der  Einhüllenden  der  von  P^  ausgehenden  geodätischen  Linien 
schneiden  kann,  ebenso  wenig  wie  überhaupt  den  Meridian  von  C. 
Hierdurch  ist  der  Quadrant  von  ai.g  bestimmt. 

Da  bei  gehöriger  Verlängerung  alle  von  P^  ausgehenden  geodä- 
tischen Linien  die  ostwestliche  Axe  der  Einhüllenden  schneiden,  hier 
aber  -Jy  =  jr  ist,  so  erkennt  man  ferner,  dafs  für  eine  Kürzeste  stets 

^q)  ^  n  (6) 

sein  mufs,  was  zur  Ergänzung  von  S.  264  bemerkt  wird. 

Um  eine  Näherungsformel  für  das  Azimut  der  Kürzesten  zwischen 
zwei  gegebenen,  nahezu  diametral  liegenden  Punkten  zu  gewinnen, 
eliminieren  wir  aus  den  Formeln  (8)  S.  322  die  Unbekannte  x^^  indem 
wir  die  erste  derselben  mit  sin  «1.2,  die  zweite  mit  cos  «1.2  cos  ß^  mul- 
tiplizieren und  dann  beide  subtrahieren.     Es  folgt: 

{ß\  +  ß%)  sii^  «1.2  +  (^  —  -^1.2)  cos  «1.2  cos  ß^ 

=  a^r  sin  «1 . 2  cos  «i . 2  cos^jSi  +  Gl^ .  (7) 

Hieraus  kann  man  eine  Gleichung  4.  Grades  für  sin  «i .  2  her- 
leiten; indessen  dürfte  es  bequemer  sein,  die  einzige  in  betracht 
kommende  Wurzel  durch  Versuche  aus  der  Gleichung  (7)  oder  aus 
der  meist  ausreichenden  Gleichung 

{ß\  +  ß%)  ^^"1  «1.»  +  (^  —  -^1.2)  cos/?i  =  a3rcos^j3iSinai.2  +  •••     (8) 

zu  bestimmen.  Man  hat  dabei  zu  beachten,  dafs  nach  dem  oben 
Entwickelten  die  Beziehung  besteht: 

«1.2  <  180«    für        Li.2<1800 

ai.«>180«     „  Li.2>180« 


00 


Wenn  nun  der  Punkt  1\  innerhalb  des  Raumes  der  Einhüllen- 
den liegt,  d.  h.  nach  S.  323  (9)  und  S.  325  (1),  wenn 
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ißi  +  A)*  +  («  -  Li.,y  C08  ß,'  <  (an  co8«/Ji)*  +  •  • . , 

80  haben  obige  Gleichungen  (7)  und  (8)  zwei  Wurzeln  kleiner  oder 
gröfser  als  180^,  von  denen  der  Kürzesten  entspricht  (vergl.  Fig.  25): 


ai.2  im  1.  oder  4.  Quadr.  für  (ß^  +  ftX  0 
«1.2    „    2.     „     3.       „        „    (ßi-^ßi)>0 


(10) 


Mit  Hilfe  dieser  Formeln  wird  es  gelingen,  in  allen  Fällen,  wo 
bei  dem  Verfahren  S.  247  §  13  die  1.  Annäherung  Jk=^Li,^  un- 
genügend sein  sollte,  einen  brauchbaren  I.Annäherungswert  für  ai.2 
zu  gewinnen,  mittelst  dessen  weiter  in  1.  Annäherung  folgt: 

dk  =  Li, 2  +  njr  cos  /?!  sin  «1.2  +  '  *  *  •  (^1) 

Nur  natürlich  mufs  es  erscheinen,  dafs  auch  diese  1.  Annäherung 
eine  verhältnismäfsig  ungünstige  ist  für  Lagen  von  F^  nahe  der  öst- 
lichen oder  westlichen  Spitze  der  Einhüllenden  der  von  P^  ausgehenden 
geodätischen  Linien  (oder  umgekehrt).  Denn  hier  giebt  eine  endliche 
Drehung  der  Geodätischen  eine  mehr  oder  weniger  als  verschwindend 
zu  betrachtende  Ortsänderung  von  P^, 

§  4.  Der  Unterschied  des  astronomischen  und  geodätischen 
Azimuts. 

Für  die  Geodäsie  ist  der  Richtungsunterschied  zwischen  dem 
Vertikalschnitt  und  der  geodätischen  Linie,  welche  dieselben  beiden 
Punkte  verbinden,  besonders  dadurch  wichtig,  dafs  sich  die  beobachte- 
ten Horizontalwinkel  und  Azimute  auf  Vertikalschnitte  beziehen, 
während  die  Einführung  der  geodätischen  Linie  selbstverständlich 
verlangt,  dafs  mit  den  Azimuten  dieser  Linie  gerechnet  wird.  Es 
mufs  daher  eine  Reduktion  der  Vertikalschnittsazimute  d.  i.  der  astro- 
nomischen Azimute  auf  geodätische  Azimute  stattfinden. 

Hierbei  handelt  es  sich  nun  nur  um  geringe  Abstände  zweier 
Punkte  und  dafür  ist  mit  Hilfe  bereits  entwickelter  Formeln  jene 
RichtungsdifiFerenz  leicht  zu  erhalten.  Für  Punkte  in  ganz  beliebiger 
gegenseitiger  Lage  jedoch  kann  man  ebenso  wenig  eine  direkte  For- 
mel aufstellen,  wie  für  die  AzimutaldifFerenz  der  beiden  verbindenden 
Vertikalschnitte  (S.  183),  weil  die  betreffenden  Reihen  im  allgemei- 
nen nicht  konvergieren. 

Der  Unterschied  von  astronomischem  und  geodätischem  Azimut 
ist  eben  auch  nur  für  mäfsig  grofse  Abstände  der  Punkte  eine  kleine 
Gröfse;'  er  kann  aber  den  Charakter  einer  solchen  ganz  verlieren  und 
Werte  bis  zu  180^  erlangen,  wie  sich  weiterhin  zeigen  wird. 
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Gehen  wir  jetzt  zu  den  Formeln  über,  so  ist  zunächst  einerseits 
für  die  von  P^  nach  F.,  führende  Geodätische  mit  Hilfe  des  sphäri- 
schen Dreiecks  Fig.  21  S.  232: 

cot  aj .2  =  (cos  ^k  sin  ß^  —  tan  ß^  cos  ß^)  :  sin  ^l ,  (1) 

wobei  nach  S.  231  und  wegen  cos /J^  =  cos /5,  sin  ai .  2  für  ^k  die 
Beziehung  zu  Li, 2  besteht: 

Li. 2  =  -^A  —  ~  (!?Kdq>  cos  /Jj  sin  «1.2.  (2) 

Der  hierin  angebrachte  Faktor  x  unterscheidet  sich  von  1  nur 
um  Glieder,  die  in  (?  und  höhere  Potenzen  desselben  multipliziert 
sind  und  die  jederzeit  nur  einen  kleinen  Bruch  von  gleicher  Ordnung 
mit  (?  geben. 

Man  hat  andrerseits  für  den  von  P^  nach  P^  gelegten  Yertikal- 
schnitt  zufolge  S.  138  (2): 

(cos  X.  2  Bin  ft  —  tan  p,  cos  (?,)  +  «*  (sin  p,  —  sin  ^,)  cos  ft  scc  fl,     ,  ^ 

cot  ai.2  = ■ — ,  (3) 

sin  L^ ,  j}/l  -  c«  cos«  ft  '  ^  '^ 

worin  wir  nun  jdk  einführen.  Indem  wir  vorläufig  Z/i.a  =  -^A  —  f 
setzen,  haben  wir  zunächst: 

cos  Zfi.2  =  cos  /4k  cos  5  -j-  sin  ^k  sin  f, 

> 

sin  £1.2  B="  sin  /4k  cos  ^  —  cos  z/A  sin  g. 

Da  sin  Li. 2  im  Nenner  von  (3)  steht,  schreiben  wir  die  2.  dieser 
Gleichungen  besser: 

sin  Xi  2  =  sin  /4k  cos  t\\  —  cos  /4k  —. — |r) . 

**  \  sm  JaJ 

Hieraus  folgt,  do,  ^  =  —  c^x/4q>  cos  ß^  sin  ai.2  selbst  für  Linien 
von  einem  halben  Umlauf  noch  klein  ist: 

sin  ii.2  «=  sin  /4k  cos  g  (l  —  —  ^%/4q>  cot  /4k  cos  ß^  sin  «1.2  ) , 

wobei  X  von  1  nur  um  kleine  von  e^  abhängende  Gröfsen  abweicht, 
während  cos  i  mit  1  sogar  bis  auf  ein  Glied  mit  (^/4q>^  über- 
einstimmt. 

Eliminieren  wir  in  der  Parenthese  rechter  Hand  sin  z/A  mittelst 
der  Relation  des  sphärischen  Dreiecks: 

sin  dq> :  sin  dk  "=  cos  ß^  :  sin  «1.2, 
so  ergiebt  sich: 


(4) 
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sin  Li. 2  =  sin  dX  cos  5  (l  —  -^  c*  x'   .   ^    cos  /Jj  cos  /J,  cos  z/Aj  .    (5) 

Wir  führen  jetzt  diesen  Ausdruck  für  sinXi.g  in  (3)  ein  und 
können  sodann  offenbar  für  mäfsig  grofse  Distanzen  eine  Reihenent- 
wicklung der  in  den  Nenner  von  (3)  tretenden  Parenthese  vornehmen. 
Entwickelt  man  dabei  auch  noch  die  Wurzelgröfse  im  Nenner  von 
(3),  substituiert  den  Wert  von  cos  Li,%  nach  (4)  und  beachtet  schliefs- 
lich  noch  (1),  so  folgt: 

cotai.2(l  +  ^^cos*ft+|e2^v^cos/3iCos/3,co8z^A  +  ..) 
+  e*cos/Jisec/J2— ^^^~-^*4- je^z/9>sm2/JiSmai.2  +  ••••) 


(6) 


Diese  Gleichung  vernachlässigt  c^  u.  s.  f.,  enthält  aber  die  von  e^ 
abhängigen  Glieder  vollständig. 

Wir  eliminieren  nunmehr  auch  noch  ß^  und  ^Xy  um  alles  durch 
ai.2;  ßi  und  jdq>  dargestellt  zu  erhalten.  Dazu  dienen  nachstehende 
Relationen.  Zunächst  hat  man  im  sphärischen  Dreieck  die  Gleichung: 
cos  ^9>  =  sin  /?!  sin  ß^  +  cos  ß^  cos  ß^  cos  jdL  Setzt  man  hierin 
sin  /3j{  =  sin  ß^  cos  /4fp  —  cos  ß^  sin  Jfp  cos  «1.2,  so  findet  sich: 

cos ß^  cos /Jg  cos  jdX = cos^9)  —  sin*  ß^  coB^g) + j sin  2/9^  sin^^) cos «1.2,  (7) 

Es  folgt  ferner  aus  der  eben  angegebenen  Gleichung  für  sin  ß^ 
die  Differenz  sin  ß^  —  sin/3j  =  —  2  sin  ß^  sin*  — -  —  cos  /J.  sin  ^q)  cos  cci .  2. 
Da  nun  sin  z/A  «=  sin  ^9)  sec  jS^  sin  ai.2;  so  hat  man  weiter: 

ßinß,  —  sinfi  .       z^qp   sin /}}  ^  .  a  o      /q\ 

— ^, — ——Ti  =  —  tan  -^  - — ^-^  cos  öo  — -  cot  «i  2  cos  p.  cos  öo  .  (8) 

Setzt  man  (7)  und  (8)  in  (6)  ein^  so  führt  eine  leichte  Reduktion 
zu  der  Gleichung: 

cot  ai.2  =  cot  «1.2  —  Y  c"  (1  —  ^^^    j  cos*/}i  cot  «1.2 

_|e»(tan^-^)-?^l&-  +  ....  (9) 

2\  2  2/8maj2 

Substituieren  wir  hierin  für  ^9)  einfach  s :  a^^,  so  ändert  sich  der 
Genauigkeitsgrad  dieser  Formel  nicht,  denn  sie  giebt  wie  vorher  die 
in  e*  multiplizierten  Glieder  vollständig. 

Diese  Einführung  von  s  nehmen  wir  gleichzeitig  mit  dem  Über- 
gang   auf  die  Azimutaldifferenz  01.2  —  «i.»  vor.     Nach  §  8  S.  30 
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i 


kaun  maii;   solange   überhaupt  die  Entwicklung  (9)  gilt,  jedenfalls 
auch  setzen: 

8 


«1.» 


«1.2 


f» 


l  — 


cos^/^i  sin  2«i,sj 


+  l-  c«  (tan  2*-  -  --i-)  sin  2ß,  sin  «..,  + 


(10) 


Diese  Entwicklung  enthält  die  in  c*  multiplizierten  Glieder  voll- 
ständig —  auch  dann  noch,  wenn  man  für  ß^  einfach  B^  schreibt, 
also  die  geographische  Breite  einführt. 


Wendet  man  nun  endlich  noch  die  Reihenentwicklungen  für  tan  — 
und  tan  —     an  und  vernachlässigt  5***,  so  ergiebt  sich: 

fli.2  — «1.2  =  ^2^'^^«  (cos^i?iSin2ai.2  +  7^^""8«i«in''i») +Cr/g,  (11) 


in  Sek. 


in  welcher  Formel,  ebenso  wie  in  (10),  bei  unveränderter  Genauigkeit 
rechter  Hand  «1.2  auch  durch  ai.2  ersetzt  werden  darf. 

Wenn  in  Formel  (11)  angegeben  ist,  dafs  Glieder  6.  Ordnung 
vernachlässigt  sind,  e  und  s  :  a^^  wie  früher  als  Grofsen  1.  Ordnung  be- 
trachtet, so  setzt  dies  voraus,  dafs  die  vernachlässigten  in  c^  multi- 
plizierten Glieder  mindestens  den  Faktor  S'  haben.  Dieser  Faktor 
haftet  aber  jedenfalls  allen  Glieder  der  Entwicklung  für  ai.2  —  «1.2 

an.    Denn  wenn  —  unendlich  klein  von  der  1.  Ordnung  ist,  so  fällt 

nach  der  S.  212  u.  £F.  gegebenen  Darstellung  der  Vertikalschnitt  mit 
der  geodätischen  Linie  zusammen,  d.  h.  ihre  KichtungsdifTerenz  ist 
dann  im  Unendlichkleinen  von  höherer  Ordnung  als  s :  rty.  In  der 
Entwicklung,  der  ersteren  nach  Potenzen  von  6'  (deren  Möglichkeit 
für  hinreichend  kleine  s  keinem  Zweifel  unterliegt)  muis  somit  min- 
destens allenthalben  s^  als  Faktor  auftreten. 

§.  5.     Fortsetzung:    Viiterscliied   des  astrouGiiiischeii   und 

geodiitisehen  Azimuts.  Vergleicht  man 
obige  Formel  (11)  mit  Formel  (21)  S.  18G, 
so  zeigt  sich  in  der  Form  der  Haupt- 
glieder für  ai.2  —  «1.2  und  ai,2  —  fli.2 
volle  Übereinstimmung,  es  ist  aber  das 
erstere  nur  ein  Drittel  des  letzteren. 

Für  eine  kurze  geodätische  Linie  ist 
daher  im  allgemeinen  der  Verlauf  be- 
züglich der  Vertikalschnitte  in  der  Nähe 
der  Endpunkte  Pj  und  P^  durch  die 
Bemerkung  gegeben,  dafs  sie  den  Winkelraum  zwischen  den  Vertikal- 
schnitten in  zwei  Teile  im  Verhältnis  1  :  2  teilt  und  dabei  demjenigen 
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Vertikalschnitt  am  nächsten  liegt^  welcher  von  dem  in  betracht  ge- 
zogenen Endpunkte  ausgeht 

Die  Differenz  ai.»  —  «i.i  ist  för  «  =■  64*^  höchstens  rund  0,01" 
und  mithin  so  klein,  dafs  man  die  beobachteten  Horizontalwinkel 
und  Azimute  direkt  auf  die  geodätischen  Linien  beziehen  kann,«  ohne 
im  Vergleich  zu  den  Beobachtungsfehlem  merkliche  Fehler  zu  begehen. 

Anders  ist  es  indes,  wenn  es  sich  um  gröfsere  Distanzen  han- 
delt, als  die  Seiten  mefsbarer  Dreiecke  in  der  Regel  sind.  Für  s  »»  o^ 
beträgt  die  Differenz  ai.2  —  c^i.s  im  Maximum  bereits  etwa  2',  wie 
Formel  (10)  auf  voriger  Seite  zeigt.  Bei  weiter  wachsenden  s  wächst 
diese  Differenz  immer  rascher  als  mit  dem  Quadrat  yon  s,  was  man 
zunächst  noch  aus  der  genannten  Formel  ersehen  kann.  Dieselbe 
verliert  aber  fQr  nahezu  diametrale  Punkte  Pj  und  P^  alle  Brauch- 
barkeit, wie  schon  bei  ihrer  Entwicklung  angegeben  wurde. 

Für  solche  Punkte  zeigen  die  Formeln  (l)Kbis  (3)  des  vorigen 
Paragraphen  das  Verhalten  von  ai .  2  zu  ai.  2.  Betrachten  wir  der  Einfach- 
heit halber  nur  den  speziellen  Fall,  wo  bei  beliebigem  «1.2  /)2  "="  "^  i^i 
ist  und  ^X  sowie  ztip  gleich  x  sind,  wo  also  P^  und  P,  auf  gegen- 
überliegenden Parallelkreisen  sich  befinden  und  P,  bei  festgehaltenem 
Pi  alle  Lagen  innerhalb  der  östlichen  und  westlichen  Spitze  derjenigen 
Einhüllenden  annehmen  kann,  welche  den  zu  P|  diametralen  Punkt  C 
umgiebt  (Fig.  25  S.  325),  so  giebt  Formel  (2)  für  einen  festgesetzten 
Wert  von  ai.2  sofort  Li.%  mittelst  der  Gleichung 

Li, 2  a=i  Ä  —  ^  e^xx  cos  ßi  sin  «1.2 .  (1) 

Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  die  mit  der  Bedingung  /S^  -«  ~  /3^ 
bereits  umgeformte  Gleichung  (3): 

—  Bin  ft  cot  — 2c"  -. — i--— 

'^*           2               Bin  L^  2 
cot  ai.2  = ,.         i — = — » 

Vi  —  C«COB"ft 

ergiebt  hierauf: 

cotai.2= am  pi      _  / X ,       e*Äx"  cos A  sin  «1.2 1 ,  (2) 

Vi -«»008%  V^coBft  am«!  ,  ^4  ^^  ^^)>  ^  ^ 

worin  x  und  x'  Eoefficienten  sind,  die  von  1  nur  um  kleine  Gröfsen 
der  Ordnung  (?  abweichen,    ß^  sei  nun  der  Kürze  halber  nur  positiv. 

Alsdann  ist  ai.2  gleich  180^  für  ai,%  «s  null;  es  nimmt  mit 
wachsendem  «1.2  ab  bis  zu  einem  Minimal  werte,  der  zu  einem  ai.2 
näherungsweise  gleich  90^  gehört;  es  nimmt  aber  sodann  bei  weiter 
wachsenden  ai  .2  wieder  zu  und  ist  für  ai. 2  °=  180^  ebenfalls  180^,  u.  s.  f. 
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Einen  guten  Überblick  fibei  das  gegenseitige  Verhalten  von 
YertikalBclimtt  und  künester  Linie  erhSlt  man  mittelst  Fig.  26  durch 
Einzeicimen  der  von  P,  ausgehenden  und  in  einem  Punkte  (7  eu- 
sanimenlanfenden  Vertikalscbnitte.  C  ist  der  Punkt,  wo  die  ver- 
längerte Normale  des  AoBgangspaukt  P^  das  EllipBoid  zum  2.  Male 
triffi,  Fig.  27. 

Bin  Pniikt  In  tS°  finita  all  Zaitma. 


lic  n.    DI*  EAlm  (Ami  i\»  AHauiM  a,.i  bww.  o,..  In  Oradn  an. 

Um  die  reduzierte  Breite  ff  des  Punktes  C  za  finden,  ent- 
nehmen wir  aas  Fig.  1  auf  S.  40  als  Gleichung  der  Normalen 
durch  P.: 

*  + JtfJTI  — xtanB,, 
worin  wir 
«—  —  Oo  008/3",     e  —  OoVl  —  «■  sin  jf,     tan  B,  —  tan  /J,  :  ]/ 1  —  e* 

setsen,  sowie  fOr  MK'i  den  S.  41  (9)  angegebenen  Wert  substituieren. 
Eine  leichte  Reduktion  ei^ebt: 


sinOJ'  +  ft)  —  c"  cos  |),  (sin  jJ'  —  sin /JJ. 
b1  nahezu  gleich  —  ß^  ist,  setzra  wir  ß 

a  t  —  e«  cos  ft  (sin  03,  +  0  +  ain  ^,) . 


Da  p!  ohne  Zweifel  nahezu  gleich  —  ^^  ist,  setzra  wir  /ST  —  —  jS,  —  £ 
und  eriialten: 
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Es  ist  daher  genähert  f  =  c*  sin  2/Ji  +  Gl^,  so  dass  sich  für  die 
geographische  Breite  von  C  die  Formel  findet: 

B'  =  -B,  —  ^  sin  2B,  +  Gl^.  (3) 

Die  Lage  von  C  gegen  C  bestimmt  sich  durch  die  Strecke  CC\ 
welche  gleich  ist  ao(5'  +  JBi),  abgesehen  von  Gliedern  mit  ^. 
Schreibt  man  für  c*  einfach  2ll,  so  wird  erhalten,  wenn  man  CO'  von 
C  ab  positiv  nach  Süden  rechnet: 

CC  =  2a^a  sin  2B^-\ ,  (4) 

abgesehen  von  Bruchteilen  2.  Ordnung  seines  Wertes. 

Fig.  27  entwirft  für  einen  Punkt  P^  in  45^  geographischer  Breite 
ein  Bild  der  kürzesten  Linien  und  der  Vertikalschnitte  auf  dem  zu 
Pi  diametralen  Teile  der  Oberfläche  in  demselben  Mafsstab  wie 
Fig.  25. 

§  6.  Andere  Bestlmmungsweise  de8  Unterschiedes  von 
astronomischem  und  geodätischem  Azimut  f&r  kleine  Distanzen. 

Zwischen  den  Punkten  Pq  und  P«  denken  wir  uns  wie  in  Fig.  14 
S.  213  eine  geodätische  Linie  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleilien 
Yertikalschnitten  PqPi;  PiPg  n.  s.  f.  zusammengesetzt.  Zunächst 
bezeichnen  wir  die  Anzahl  dieser  Teile  mit  n  und  die  Länge  jedes 
Teiles  mit  s  :  n. 

Betrachten  wir  nun  insbesondere  die  ersten  beiden  Vertikal- 
schnitte und  denken  sie  uns  bis  zu  einem  Werte  ihrer  Länge  gleich 
s,  also  bis  in  die  Nähe  des  Punktes  P^  verlängert,  so  ist  einleuchtend, 
dafs  sie  hier  einen  Abstand  von  einander  haben,  der  erstens  dem 
Flächenwinkel  v  zwischen  den  zugehörigen  Ebenen  und  zweitens 
dem  Abstand  der  Sehne  PqPi  von  der  Oberfläche  bei  P»  proportional 
ist.  Dieser  Abstand  ist  angenähert  gleich  s^  :2qu,  insofern  man  den 
Vertikalschnitt  PqPi  und  seine  Verlängerung  als  Kreisbogen  mit  dem 
Radius  Qa  auffassen  darf,  wenn  Qa  der  Krümmungsradius  der  Ober- 
fläche bei  Pq  im  Azimut  ao.i  ist.  Man  hat  femer  nach  S.  188  zu 
setzen,  wenn  Qn  den  Querkrümmungshalbmesser  in  Pq  und  Bq  die 
geographische  Breite  von  P^  bezeichnet: 

^  =  IT  *  7^  cos*Po  sin  2cco.i 

unter  Wegfall  der  höheren  Glieder,  welche  wegen  n  =  oo  im  Ver- 
hältnis zum  angesetzten  Gliede  verschwinden.  Der  Abstand  der 
verlängerten  Vertikalschnitte  PqPi  und  PiPi  ist  somit: 


n^a 


^ 
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Betrachtet  man  in  derselben  Weise  die  gehörig  yerlängerten 
Vertikalschnitte  P^P^  und  PjPs,  PgPs  ^^^  ^8-^4;  u.  s.  f.,  so  ergeben 
sich  ganz  gleichartige  Ausdrücke  f&r  die  Abstände  bei  P«;  es  tritt 
aber  an  Stelle  von  n*  im  Zähler  der  Reihe  nach  (n  —  1)*,  (n  —  2)*, 
n.  s.  f.;  und  P^;  oo.i,  p»  und  Qa  beziehen  sich  successiVeauf  P^  P^  u.  s.  f. 

Mit  Hilfe  der  Differentialformeln  (1)  und  (2)  S.  279,  in  denen 
ds  '^  is  in,  i  ^^  0,  If  2  . . .  n  —  1,  zu  setzen  ist,  findet  man  leicht  mit 
Vernachlässigung  von  in  e*  multiplizierten  Gliedern: 

cos*P,-  sin  2a,-. ..fi  =  cos^P^  sin  2ao.i 

+  -~  ■—-  sin  2Po  sin  ao.  1  H .  (2) 

Nimmt  man  keine  Bücksicht  auf  die  Änderungen  von  QnQa,  die 
nur  Bruchteile  der  Ordnung  ^8 :  a^  betragen,  so  erhält  man  als 
Summe  der  Absiede  je  zweier  benachbarter^  verlängerter  Vertikal- 
schnitte bei  Pn  d.  h.  als  Abstand  dieses  Punktes  vom  verlängerten 
Vertikalschnitt  PqPi: 


1         «> 


^  9n9 


n^a 


cos*Po  sin  2ao.i       ^^, 
+  —  sm  2Po  «n  «o.i ^-^ — — 


+  •••,  (3) 


wobei    die   2J  eine   Summierung    von    i  ■»  0    bis  n  —  1    andeuten. 
Schreibt  man  die  von  n  und  i  abhängigen  Quotienten  in  der  Form: 

\  n/    n  n  \  n  /    n 

und  beachtet,  dafs  n  >»  oo  zu  nehmen  ist;  so  kann  man  dieselben 
als  Integrale  berechnen  mit  der  Variablen  —  '^  x  von  0  bis  1  und 

mit  —  — >  dx.    Somit  folgt  endlich  anstatt  (3)  f&r  den  Abstand: 
-7ö  * -7—  (cos*Po  sin  2ao.i  +  -^  sin  2Po  sin  «o.i)  H .    (4) 


Insofern  wir  n  »s  <x>  gesetzt  haben,  ist  dies  ein  Näherungswert 
für  den  Abstand  einer  geodätischto  Linie  und  eines  Vertikalschnitts, 
welche  beide  in  demselben  Azimut  oo.i  von  i^  ausgehen,  in  der  Ent- 
fernung 8  vom  Ausgangspunkt. 

Dreht  man  nunmehr  die  geodätische  Linie  um.  Pq,  bis  P«  in  den 
unveränderten  Vertikalschnitt  zu  liegen  kommt,  so  ist  offenbar  der 
Drehungswinkel  gleich  der  GrQfse,  welche  in  den   vorhergehenden 
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Paragraphen  mit  «1.2  —  «1.2  bezeichnet  worden  ist.  Da  nun  da» 
Produkt  des  Winkels  in  die  zu  s  gehörige  reduzierte  Lilnge  m  jeden- 
falls mit  sehr  grofser  Annäherung  gleich  dem  oben  ermittelten  Ab- 
stand ist,  m  aber  bis  auf  Glieder  3.  Ordnung  mit  s  übereinstimmt, 
so  folgt  als  Drehungswinkcl: 

«1.2— ai.2=-7yp"*-—  -(eos^J?iSin2«i.2+4  J  «in«». "»««.•.)-[- öZß.  (5) 

Hierin  sind  wie  früher  die  Symbole  Pj  und  P^  als  Bezeichnung  der 
Endpunkte  Pq  und  P«  gedacht. 

Die  Formel  stimmt  im  wesentlichen  mit  (11)  S.  332  überein. 
Sie  ist  jedoch  im  1.  Gliede  genauer  als  jene,  denn  in  Bezug  auf  die 
Potenzen  von  e^  ist  das  1.  Glied  jetzt  vollständig. 

Vorstehende  nriheriingsweiso  Entwicklung  zeigt  überdies  deut- 
lich, auf  welche  Weise  der  Unterschied  des  astronomischen  und  geo- 
dätischen Azimuts  zustande  kommt. 

Der  Unterschied  des  astronomischen  nnd  geodätischen  Azimn^  wnrde 
1821  von  Bessel  ohne  Entwicklnng  angegeben  in  den  Astronovi.  Nachr. 
Bd.  1  Nr.  3,  S.  33  (vergl.  Engelmann,  Abliandl  von  Bessel,  Bd.  3  S.  1). 
Eine  Entwicklung  gab  Bessel  später  (1837)  Astronom.  Nadir.  Bd.  14  Nr.  330, 
S.  289  Gleichung  (19)  {Abhandl  Bd.  3  S.  29);  sie  nnterscheidet  sich  nicht 
wesentlich  von  dem  hier  S.  329  n.  ff.  eingeschlagenen  Wege  nnd  fdhrt  zn 
Formel  (10)  S.  332. 

In  wesentlich  anderer  Weise  aber  und  zwar  nach  einem  für  jede  krumme 
Oberfläche  brauchbaren  Verfahren  ging  Weingartefi  \or  (verg\.  Ban/erj  Das 
Messen  auf  der  sphäroidischen  Erdoberfläche.  1862,  S.  88  oder  eine  kurze 
Notiz  in  Astronom.  Nachr.  Bd.  60  Nr.  1426,  S.  135). 

Diese  Entwicklang  hat  Jordan  im  2.  Bande  seines  Handbuches  der  Ver- 
messungskunde 1878  S.  384  reproduziert.  Bei  Weingartens  Verfahren  er- 
hält man  den  betrachteten  liichtungsunterschied  direkt  nach  Potenzen 
von  s  entwickelt  und  zwar  wird  unmittelbar  das  1.  Glied  der  Formel  (11) 
S.  332  erhalten;  es  setzt  natQrlich  voraus,  dafs  man  die  Differential- 
gleichungen der  geodätischen  Linie  fOr  eine  beliebige  Oberfläche  abge- 
leitet hat,  und  es  läfst  aufserdem  imstich  fi1r  nahezu  diametrale  Punkte 
des  Rotationsellipsoids.  Eine  gleichartige,  aber  bis  zu  s^  incl.  fortgesetzte 
und  höhere  Potenzen  von  e'  enthaltende  Entwicklung  gab  Andrae  1867  in 
Bd.  1  der  Danske  Gradmaaling  S.  181  (vergl.  auch  Vie^-teljdlirssclmft  der 
Astronom.  Ges.  Bd.  13,  S  19).  Sein  Ausdruck  stimmt  mit  unserer  Formel  (5) 
bis  auf  den  Nenner  des  in  s'  multiplizierten  Gliedes,  der  bei  ihm  q^  lautet. 

Dieser  Unterschied  ist  aber  unwesentlich. 

Die  Methode  unserer  Entwicklung  in  diesem  Paragraphen  entspricht  dem 
▼on  Sonderhof  1869  im  51.  Teile  von  Orunerts  Archiv  (2.  Abhandlung) 
eingeschlagenen  Wege.  Sie  gestattet  auch  eine  Schätzung  des  Fehlers, 
den  man  begeht,  wenn  man  eine  geodätische  Linie  nach  Art  der  Fig.  14 
S.  213  aus  n  endlichen  Stacken  zusammensetzt: 

Wir  müssen  zn  dem  Zwecke   den  Abstand   der  Sehnen  P^Pi,  PiPtt 
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n.  8.  f.  von  der  Oberflache  zum  Teil  genauer  als  oben  ermitteln,  berück- 
sichtigen aber  konsequent  nur  die  in  c*  multiplizierten  Glieder.  Betrachten 
wir  zunächst  den  Bogen  des  bis  in  die  Nähe  vou  P  verlängerten  vertikalen 
Schnitten  PqPi  in  der  Ausdehnung  s  als  Kreisbogen  vom  Kadius  fr^,,  so 
gehört  dazu  ein  Zentriwinkel  ä  :  a^.  Kino  einfache  Figur  zeigt  nun,  dafs 
die  zur  Sehne  P„P,  parallele  Tangente  den  Kreisbogens  vou  dessen  End- 
punkt um 


"•{'-"'i.!['-.'JI) 


i 


absteht,  die  Tangente  von  der  Sehne  aber  um 

«ü  i  1  —  cos  ^        )  , 

mithin  die  Sehne  vom  betreffenden  Endpunkt  des  Kreisbogens  um 

«0  (  C08  A cos  I  -  -     1  —  ^      j  1 

d.  i.  sehr  nahe 

,  (ti*  -  v) . 

2aoW 

Für  P,  P, ,  Pj  P,  u.  B.  f.  erhalt  man  ebensolche  Ausdrücke,  nur  tritt  für 
n  in  der  Parenthese  der  Keihe  nach  ti  —  1 ,  ti  —  2  u.  s.  f.  bis  1  auf.    Jeder 

1  Ä 

dieser  Aasdrücke  multipliziert  sich  mit       e* cos  li.,    sin  2  a«  ,    und 

2  fl„n  "  "  * 

ihre  Addition  giebt  als  Abstand  des  Punktes  P^  von  dem    1.  Vertikal- 
schnitt Po  P,  : 

-  e*  — ^  cosfi^,  co8  2ffo  .  — ^^ ^-  j-      > -^  . 

Da  i  von  0  bis  n  gebt,  kann  man  statt  des  Zählers  auch  £i^  —  £i 
schreiben. 

Nun  ist  £i*  —  -i  fi(n  +  1)  (2n  +  i),  £i  ^^  n(n-\-  l),  also 
£{i*  —  t)s=*  -    n  (n*  —  1)  und  der  Abstand  daher  angenähert  gleich 

iV ''  £«  '*"'*«  "°* "0 « (^  -  i« )  •  (*^) 

Dieser  Ausdruck  bezieht  sich  vorerst  auf  den  Abstand  des  Vertikal- 
Bchnitts  PqPi  von  der  gebrochenen,  aus  n  Vertikalschnitten  zusammen- 
gesetzten Linie  in  der  Entfernung  8  von  P^^,  Zieht  man  von  (6)  aber  den 
Ausdruck  (4)  ab,  welcher  den  entsprechenden  Abstand  des  Vertikalschnitts 
Pq  Pi  von  der  ihn  in  Pq  tangierenden  geodätischen  Linie  giebt,  so  erhält 
man  endlich  als  Abstand  der  geodätischen  Linie  von  einer  im  gleichen 
Azimut  beginnenden,  aus  n  Vertikalschnitten  von  endlicher  Länge  zusammen- 
gesetzten Linie  (Fig.  14  S.  213)  in  der  Entfernung  8: 
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339 


« 


e'  — 5  cos'  B,  sin  2  «,  ^ 


12       a„» 


if 


+ 


(7) 


Hierbei  sind  Anfangs-  nnd  Endpunkt,  anstatt  mit  1\  und  P^,  ebenso  wie 

für  Formel  (5)  mit  P,  und  P^  bezeichnet  gedacht. 

Hat  man  nun  z.  B.  in  nquatoriahr  Gegend  eine  Kette  t'on  Dreicclen  in 
siUhcesilichei'  Richtung,  und  setzen  sich  10  Dreiecksseiten  mit  180"-Wiiikohi 
an  einander,  ist  ferner  die  Länge  einer  Seite  gleich  s  :  10  mit  s  :  10  =  0,01  a„ 
d.  h.  «  =  040000"»,  so  gicbt  (7)  als  Abstand  einer  geniunMi  GeodätischiMi, 
welche  mit  der  1.  Dreiecksseite  gh'icIu'H  Anfangt^azimut  liat,  vom  Kndpunkt 
der  10.  Dreiecksseite  0,036'". 

§  7.    Zalileiibeispiel   I.    Für   die  Linio  Konigsbercr-Borlin    hat 
man  nach  8.  158  u.  1G2  sowie  nacli  S.  250  u.  2G1: 

B,  =  54"  42'  50,0"         7?,  =  52"  30'  10,7"     log  .9  =  5,72420 

a,.2  =  05«  10' 9,5800") 

nr     in  n  q/--a    }  ^''2  —  «i.»  =  +  0,2150" 

«1.2  =  05   10  9,30i>0  J  '     ' 


(i2.i  =  239  33  0,9324 
«,.,  =  239  33  0,0889 


(u  ,  —  «,  1  =  +  0,2435". 


Da  nun 


log  j^^  q'S  =  2,0020         und 


\ogl^Q'd=\AGl 


ist,  so  hat  man  nach  Formel  (5)  S.  337: 

C08-.B,  Rin2a,  „  8in27^,  sin«,  ^ 

fli.2- «..2  =  [13,51111  -'  '■*  +  [l8.G341 ' '-- 

COS* J5^  sin 2«^  ,  sin 2 R.  sin«.,  , 

«2.1  ~  «2.1  =  [13,5111]  -  -  '-'  +  ri8;034|    -      '     -^^ 

Nach  Alhrccht  8.  200  und  201  findet  sieh  für  obige  W  erte  von 
j;,  und  (xi,2 :    log  q„^  =  0,805()         log  q,,^  =  0,SO54 


und  für 


B.,  und  «,.1  :    log  q„^  =  0,8050         log  q^^  =  0,8053. 


Ferner  ist 


log  cos^B^  =  9,5233  —  10 
log  sin  2a,.2=  9,8808  —  10 
log  cos^  J32  =  9,5089  —  10 
log  sin  2^2. 1  =  9,9414  —  10 


log  sin  2J?,  =9,975  —  10 
log  sin  «1.2  =9,958  —  10 
log  sin  2jy,  =  9,985  -  10 
log  sin  «..i  =9,930«—  10 


<.)>:: 
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und  hiermit: 

öl.«  -  «1.2  =  +  0,2015  +  0,0141  =  +  0,2156" 
a,.i  —  «2.1  =  +  0,2573  -  0,0138  —  +  0,2435". 

Dies  stimmt  vollständig  mit  den  nach  strengen  Formeln  berechneten 
Werten  überein. 

Zahlenbeispiel  II.    Hier  erhalt  man,  wie  es  S.  166  und  320 
verlangen,  als  Differenzen: 

«1.2  —  «1.2  =  —  0,012"     und     a2.i  —  «2.1  =  —  0,012". 

§  8.    Der  Uiiterscliied  der  linearen  Längen  von  geodätiselier 
Linie  nnd  Vertiltalsclinitt  zwisclien  denselben  beiden  Punltten. 

Derselbe  kann  mit  Benutzung  des  Vorhergehenden  leicht  angegeben 
werden.  Nehmen  wir  P,,  von  wo  aus  der  Vertikalschnitt  gelegt  sein 
mag,  als  Zentrum  A  geodätischer  Polarkoordinaten,  Fig.  23  S.  269, 
so  wird  nach  Gleichung  (3)  ebenda  für  das  Linienelement  ds  des  Ver- 
tikalschnitts, welches  an  den  beliebigen  Punkt  P  desselben  angrenzt: 

d$^  =  dr«  +  mr*d«o*,  (1) 

wobei  r  der  geodätische  Radiusvektor  AP,  lltr  dessen  reduzierte  Länge 
und  Uq  sein  Azimut  ist.  Bezeichnen  wir  nun  das  Azimut  des  Vertikal- 
schnitts in  A  mit  ai.2;  so  ist  nach  Formel  (11)  S.  332  in  1.  An- 
näherung: 

«o=«i.«—  i9^*;7tC08*-ßi  8in2ai.2  H , 


12     ao 


worin  B^  die  geographische   Breite  von  A  bedeutet.     Hieraus  folgt: 

düQ  =  —  y—e^  ^-,  cos*  By^  sin  2ai  «  -j )  dr,  (2) 

Bedenken  wir  ferner,  dafs  es  im  2.  Gliede  der  Formel  (1) 
rechter  Hand  in  1.  Annäherung  offenbar  ausreicht,  für  mäfsig  grofse 
Distanzen  VXr  gleich  r  zu  setzen,  so  erhalten  wir  aus  (1)  durch  diese 
Substitution  und  wegen  (2): 


i 


£is»=l/l-}-~e^^  cos^JBj  sin*2ai.2  H dr. 

Hieraus  folgt: 

ds  «=  (1  4-  ^-g  ^  ^  cos*^!  sin*2ai.8  +  •  •  •)  dr. 

Integriert  man  dies  vom  Anfangspunkt  A  d.  i.  P,  bis  zum  Endpunkt 
P2,  so  folgt: 
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4 

5  =  ri.2  { 1  +  3^5  ö*  ^y  cos'B,  8iii«2ai.,  +  •••),  O) 

worin  s  die  lineare  Länge  des  Vertikalschnitts  P^P^y  ^i«  ^^^^  diejenige 
der  geodätisclieii  Linie  P1P2  bedeutet. 

Diese  Formel  ist  noch  ausreichend  für  Distanzen  gleich  0,2 a^. 
Wird  die  Distanz  gleich  a^  und  gröfser,  so  ist  die  Entwicklung  zu- 
nächst zwar  noch  konvergent,  aber  das  angesetzte  Glied  giebt  doch 
nur  eine  rohe  Annäherung. 

Nimmt  man  n  2  =  0,2 aQ,  so  ist  im  Maximum 

sodafs  bei  zehnziffiriger  Rechnung  die  Logarithmen  von  s  und  n .  2  sich 
noch  nicht  um  eine  Einheit  der  letzten  Decimalstelle  unterscheiden; 
es  ist  hiernach  für  die  meisten  praktischen  Fälle  in  Bezug  auf 
lineare  Länge  der  Vertikahchnitt  von  der  geodätisclien  Link  nicht 
merklich  verschieden.  [Für  die  Linie  Berlin — Königsberg  ist  die 
DiflFerenz  0,0002""''.  Vergl.  auch  die  Beispiele  I  u.  II  S.  182,  183,  261 
und  320.] 

Vertauscht  man  in  (3)  die  Indices  1  und  2,  so  zeigt  sich,  e  und 
ri .2 : «0  ^i®  immer  als  Gröfsen  1.  Ordnung  aufgefafst,  für  beide  Vertikal- 
schnitte  eine  Vergröfserung  gegen  die  geodätische  Linie  um  ein  Glied 
8.  Ordnung  in  Bruchteilen  der  Länge.  Der  Unterschied  der  Längen 
der  Vertikalschnitte  gegen  einander  wegen  der  Ungleichheit  dieser 
Glieder  8.  Ordnung  und  wegen  höherer  Glieder  ist  daher,  in  Bruch- 
teilen der  Länge,  höchstens  von  der  9.  Ordnung,  wie  zur  Ergänzung  von 
S.  182  bemerkt  werden  mag. 

Nach  dem  Vorhergehenden  kann  man  nun  die  S.  181  u.  182  an- 
gegebenen Beziehungen  der  Länge  des  Vertikal  Schnitts  zur  Sehne  und 
zu  <y'  unmittelbar,  falls  es  erwünscht  sein  sollte,  als  solche  der  geo- 
dätischen Linie  zur  Sehne  und  bezw.  zu  ö'  betrachten. 

Die  Formel  (3)  gab  Bessel  1837  ohne  Herleituiig  Astronom.  Nachr.  Bd.  14 
No.  330,  S.  285  {Abhandlungen  Bd.  3,  S.  26).  Weingarten  gelangte  zu 
dieser  Formel  im  Verfolg  der  oben  (S.  337)  erwähnten  Entwicklung  für 
eine  beliebige  krumme  Oberfläche  (vergl.  Baeger,  a.  a.  0.  S.  93;  Jordan 
Bd.  2,  S.  339).  Eine  Schätzung  der  Ordnung  dfs  Längeuunterschicdts  von 
geodätischer  Linie  und  vei-tikalem  Schnitt  in  einfacher  geometrischer  Weise 
gab  Andrae  im  1.  Bd.  der  Dan.  Gradmessung  S.  179  (vergl.  auch  Viertel- 
Jahrsschrift  der  Astronom.  Ges.  Bd.  13,  S.  18). 

§  9.  AbHtaiid  der  geodiiiiHchen  Linie  von  den  beiden  Yertilcal- 
schnitteu  bei  Icleinen  Distiuizen.  In  Fig.  26  8.  332  denken  wir 
uns  auf  dem  Vertikalschnitt  Fil\  einen  Punkt  P  und  die  geodätische 
Linie  r,  welche  P^  und  P  verbindet  Ist  «0  deren  Azimut  in  Pj,  so  hat 
man  in  1.  Annäherung  wie  oben: 
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1         r* 

«0  =  ^1.2—  io  ß'  r  2  cos^^i  sin  2ai.  2  H . 

Dagegen  ist  für  die  geodätische  Linie  PiP^y  deren  Länge  wir  nun- 
mehr mit  s  bezeichnen,  das  Azimut  in  P,  gleich 

1  6^ 

«1.2  =  ^'12  --  i„^;,  iCos^jBj  f?in  2ai.2  +  •   •. 

Der  Azimutalunterschied  der  geodätischen  Linien  P^P  und  P1P2  ist 
nun  «„  —  f^i.2;  multipliziert  man  ihn  mit  der  reduzierten  Länge  (in 
der  mit  giofser  Annäherung  zulässigen  Voraussetzung,  dafs  cCq  —  «1.2 
wie  eine  unendlich  kleine  Drehung  behandelt  werden  darf)  und  setzt 
diese  näherungsweise  gleich  r,  so  folgt  als  Abstand  des  Vertikal- 
schnitts i'iPo  von  der  geodätischen  Linie  Pip2  in  der  Entfernung  r 
von  Pj  in  1.  Annäherung: 

l  gS   fi 

12  ^ *  '  T~  ^^^^^1  sin  2ai. 2  H .  (1) 

Vertauscht  man  hierin  die  Punkte  Pj  und  Pg,  wobei  an  Stelle  von  r 
6^  —  /'  tritt,  so  folgt  dagegen  als  Abstand  des  Vertikalschnitts  P^  Pi 
von  der  geodätischen  Linie  an  derselben  Stelle  wie  vorher  nach  ein- 
facher lieduktion: 

/^  e'r  ^r-'^^'^^A  cos^B,  sin  2a2.i  +  ... .  (2) 

Da  von  höheren  Gliedeni  abgesehen  wird,  so  kann  man  hierin 
und  in  (1)  für  2f,  und  li^  einerseits,  und  2ai.2  und  2a2.i  andrerseits, 
einen  und  denselben  mittleren  Wert  oder  auch  Jö,,  bezw.  2ai.2  ein- 
führen. Die  Addition  von  (1)  und  (2)  giebt  dann  den  Abstand  der 
Vertikalschnitte.  Derselbe  ist  demnach  im  Abstände  r  von  P^  in 
1.  Annäherung  gleich 

-!-  e^  *  "^'-7—  cos^B,  sin  2ai . 2  +  •  •  • .  (3) 

Vergleicht  man  (1)  und  (3),  so  zeigt  sich,  dafs  Ausdruck  (3) 
immer  gröfser  ist,  als  (1);  denn  es  gilt  die  Proportion: 

(1):  (3)  =  5 -fr  :3s.  (4) 

DciImt  Vwiit  die  ^eudäti.sche  Linie  in  1.  Annäherung;  für  kleine  Distanzen 
immer  s;tvtsclieti  den  beiden  Vertikalschnitten,  welche  die  Endpunkte 
derselben  verbinden. 

Es  lehrt  ferner  die  Ditt'erentiatiun  von  (3)  bezw.  (1)  nach  r,  dafs 
in  1.  Annäherung  der  Maximalabstand  der  Vertikalschnitte  inmitten 
zwischen  P^  und  P,  sich  befindet,  dagegen  der  von  geodätischer  Linie 
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und  Vertikalschnitt  in  der  Entfernung  s :  }/3  von  demjenigen  der 
beiden  Punkte,  von  welchem  aus  der  Yertikalschnitt  geführt  ist. 
Daselbst  verhalten  sich  die  Abstände  (1)  und  (3)  wie 


i^^w)--' 


3    d.  i.  wie    1  :  1,902. 


Vorstehende  Beziehungen^  wie  diejenige  über  die  Dreiteilung  der 
Winkel  zwischen  den  Vertikalschnitten  durch  die  Geodätische,  welche 
S.  332  erwähnt  ist,  dürfen  selbstredend  nicht  als  streng  gültige  und 
für  beliebig  lange  Linien  anwendbare  aufgefafst  werden.  Will  man 
die  Beziehungen  genauer  feststellen,  so  ist  ein  genauerer  Ausdruck 
der  astronomisch-geodätischen  Azimutaldifferenz  anzuwenden,  im  übrigen 
aber  so,  wie  oben  geschehen  ist,  vorzugeben. 

Wir  betrachten  jetzt  in  dieser  Weise  denjenigen  Fall,  wo  Vertikal- 
schnitt und  geodätische  Linie  nahezu  das  Azimut  90^  haben  und  ins- 
besondere, wenn B^^B^  ist.  Nach  den  Formeln (1)  und  (3)  würden  für 
«1.2  ==  90'^  die  beiden  Vertikalschnitte  untereinander  und  mit  der  geodä- 
tischen Linie  zusammenfallen.  Dies  mufs  jedoch  für  die  beiden  Vertikal- 
schnitte genauer  dahin  modificiert  werden,  dafs  sie  nur  zusammenfallen, 
wenn  beide  Punkte  Pj  und  P^  auf  demselben  Parallelkreis  liegen  — 
in  jedem  andern  Falle  (ausgenommen  für  die  Lage  beider  Punkte  auf 
demselben  Meridian)  fallen  sie  nicht  zusammen.  Die  geodätische 
Linie  aber  hat  überhaupt  für  Werte  von  «1.2  um  90®  herum  eine  etwas 
abweichende  Lage  von  beiden  Vertikalschnitten  (sie  kann  mit  diesen 
auch  nur  für  zwei  in  demselben  Meridian  gelegene  Punkte  Pj  und 
P2  genau  koincidieren ,  weil  nur  dann  die  Schmieguugsebene  jedes 
der  beiden  verbindenden  Vertikalschnitte  zugleich  für  alle  Zwischen- 
punkte Vertikalebene  ist). 

Aus  Formel  (11)  S.  332  ist  zu  ersehen,  dafs  für  Werte  von  a^^ 
und  ai.2  nahe  an  90®  sich  die  Azimutaldiffereuz  auf  eine  Gröfse 
5.  Ordnung  reduziert;  der  lineare  Abstand  zwischen  geodätischer  Linie 
und  vertikalem  Schnitt  ist  daher  für  solche  Lagen  eine  Ordnung  höher 
als  im  allgemeinen.    Man  sieht  aber  sogleich,  dafs  er  nicht  null  wird. 

Wenn  wegen  B^  =  B^  die  Vertikalschnitte  zusammenfallen,  so 
ist  nach  S.  144  im  sphärischen  Hilfsdreieck  (l) 

tan  Y  =  —  cot  B^  cos  ai .  2  . 

Hieraus  folgt  mit  Vernachlässigung  von  Bruchteilen  der  2.  Ordnung 
(vergl.  S.  182  (13)) 

cos  ai.  2  ^ 2"  ;r  ^'^  ^1  (^  +  ^'»)-  (5) 


Nach  S.  332  (11)  ist  ferner: 


i 
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«1 . 2  ■=  «1 . 2  —  j2  ^"  J  a  y^oH^B^  sin  2a, .  2  +  y  y  sin  25^  sin  «i . »)  +  ö/e-  (6) 

Ersetzt  man  hierin  im  1.  Gliede  cosai.2  durch  den  Ausdruck  (5),  so 
ergiebt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  sinai.2  von  1  nur  um  eine 
Gröl'se  der  2.  Ordnung  abweicht: 

«1.2  =  «1.2  +  /ft  ß*  — s  8in2jBi  +  •  •  •  •  (7) 


48       a 


0 


Die  mehrfach  erwähnte  Formel  (11)  S.  332  giebt  ferner  mit  s :  2 
als  Distanz  in  Bezug  auf  diejenige  geodätische  Linie,  welche  von  P^ 
nach  dem  zwischen  Pj  und  P^  inmitten  gelegenen  Punkt  der  Vertikal- 
schnitte gelegt  werden  kann,  das  Azimut: 

«o  =  «i.2  —  ^gC*^^,(co8^2?iSin2ai.2+ 8  -*-8in2Bisinai.2)  +  G^'6-  (8) 

Setzt  man  hierin  im  2.  Gliede  rechter  Hand  für  cosai.2  den  in  (5) 
angegebenen  Wert,  so  wird  erhalten: 

«0  =  «1.2  +  Y28  e*  ^  sin  2JBi  -j .  (9) 

Vergleicht  man  ccq  mit  «1.2,  so  sieht  man,  dafs  für  positive 
Bi  die  geodätische  Linie  nördlich  von  den  zusammenfallenden  Vertikal- 
schnitten liegt.     Der  Abstand  ist  inmitten   am  gröfsten  und   gleich 

Y  («1.2  —  «o)  5  d-  i-  gleich: 

res  ''^  ^  sin  2B,  +  . . .  .*)  (10) 

Für  5«sO,lao  giebt  dies  im  Maximum  nur  rund  —  Meter  wo- 
bei nach  (7)  «1.2  «=  ai.2  +  0,03". 

Für  s  <  0,02  «0  sind  die  bezüglichen  Werte  so  klein,  dafs  prak- 
tisch genommen  zwischen  den  zusammenfallenden  Vertikalschnitten 
und  der  geodätischen  Linie  kein  Unterschied  mehr  ist. 

§  10.  Überblick  Aber  die  Lage  der  geodiltiRohen  Linie  zu 
den  beiden  Tertiknlscltnitten  fOr  kleine  Distanzen.  Untersucht 
man  mit  Hilfe  der  zweigliedrigen  Ausdrücke  für  die  Aziniutaldifferenzen 


*)  Nach  (10)  ist  nnttcre  ganz  gelegentlich  bei  einer  Besprechung  entstandene 
Angabe  (ohne  £ntwickhing)  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  von  Schlümüch, 
Litteraturzeitung  1873  S.  39  zu  korrigieren.  Der  richtige  Ausdruck  (10)  geht 
übrigens  ohne  weiteres  aus  einer  schon  1870  angestellten  Untersuchung  von 
A.  7?.  Clarkc  in  dem  Phüosophical  Magazine  1870  Vol.  39  p.  361  Art.  8  hervor. 

Der  Rest  von  (10)  hat  die  Form  a„Gl^,  da  (10)  eine  gerade  Funktion  von 
8  sein  uiufs;  denn  man  kann  (10)  als  Funktion  jedes  einzelnen  der  beiden  Ab- 
stände ±8:2  auffassen,  welche  J',  und  P.^  vom  Scheitel  der  Geodätischen 
haben.    Der  liest  in  (7)  hat  ebenso  die  7.  Ordnung. 
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die  Lage  einer  geodätischen  Linie  PiP^  zu  den  beiden  Vertikal- 
schnitten  im  allgemeinen,  so  findet  man  Folgendes. 

Man  denke  sich  P^  in  der  Entfernung  s  von  P, ,  welches  eine 
nördliche  Breite  haben  soll,  um  diesen  Punkt  einen  geodätischen 
Kreis  beschreibend.  Das  südv^estliche  Azimut  cfi.«  sei  anfangs  null; 
dabei  fallen  die  Geodätische  und  die  zwei  Vertikalschnitte  zusammen- 
Wenn  dann  ai.g  wächst^  so  ist  für  Werte  dieses  Azimuts  im  1.  Qua- 
dranten die  geodätische  Linie  stets  zwischen  den  beiden  vertikalen 
Schnitten,  von  denen  PyP^  der  nördlichere  ist,  gelegen. 

Ist  in  Pj  bei  weiterem  Wachsen  aber 

cos  «1.2  =  —  -.-  —  tan  jB,  +  •  •  •  (1) 

geworden,  so  tangiert  die  Geodätische  den  Vertikalschnitt  P^  P^  in  Pj ; 
bei  fortgesetzter  Drehung  rückt  der  an  Pj  grenzende  Teil  der  Geodäti- 
schen nördlich  aus  dem  von  den  beiden  Vertikalschnitten  umschlossenen 
Raum  heraus  und  für 

cos  «1.2  =  — •  -^  —  tan  -Bj  +  •  •  •  (2) 

liegt  sie  ganz  aufserhalb,  wobei  sie  den  Vertikalschnitt  P1P2  bei  P^ 
tangiert.     Bei  weiterer  Drehung  werden  für 

1       8 

COS  «1.2  =  —  ^,  —  tan  P,  H (3) 

die  Vertikalschnitte  identisch;  die  Geodätische  liegt  von  da  an  nördlich 
von  denselben  bis  zu  dem  Zeitpunkt,  wo  der  nördlichere  der  beiden 
Vertikalfechuitte,  nämlich  P^P^  die  Geodätische  in  P,  tangiert  für 

cos  «1.2  =  —  y  ^  tan  Pi  +  .  •  ;  (4) 

von  hier  ab  kommt  die  Geodätische  wieder  z.  T.  zwischen  die  Vertikal- 
schnitte zu  liegen,  bis  sie  für 

3     s 

COS  «1.2=  —  Y  —  ^^^  Pj  -|-  •  •  (5) 

den  Vertikalschnitt  P^Px  in  P^j  tangiert  und  von  nun  an  für  weitere 
Werte  von  «1.2  im  2.  Quadranten  ganz  zwischen  beiden  Vertikal- 
schnitten enthalten  ist.     U.  s.  f. 

Vorstehendes  schliefst  man  aus  den  Formeln  (21)  und  (25)  8.  180 
u.  187  und  aus  Formel  (11)  S.  332.  Hiernach  hat  man  für  die 
Azimutaldiü'erenzen  der  beiden  Vertikalschnitte: 


a\ .  t  —  tti .  2  = 
öhs .  1  —  ^^2 . 1  = 


■c^     ^  sin27/isin«i.2(cotP|Cos«i.2  +  .>'*  j  +  ^^'o  (6) 


und  für  die  Azitiiutalditferenz  der  geodätischen  Linie  und  des  Vertikal 
Schnittes  P^P^  in  P^: 


\ 
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1        »^  /  8  \ 

«1.2  —  «1.2  =  j2^*^  ,8iii2Z:?iSiiicci.2(coti*\cosa,  2  +  ^^  j  +  Gh-  W 

Es  ist  daher 

1  1         s" 

ai.'2  —  «1.2  =^  -3  («12  —  «1.2)  —  4g  e-  ^  3  sin  2.B,  sin  «1.2  +  ^^e- 

Vertauscht  man  die  Indices  1  und  2,  so  folgt,  weil  bei  Vernach- 
lässigung von  Gliedern  6.  Ordnung  im  2.  Teil  rechts  .ßg  mit  JJ^  und 
«jf.i  mit  180^' 4"  «12  vertauscht  werden  kann: 

1  \         s^ 

Oi.i  —  a-ji  =  .^  (ffj  i  —  ((2  i)  +  ^g  e-  ^  3  sin  2^1  sin  «1.2  +  Gl^, 

Die  Substitution  des  Wertes  von  ^72  1  —  ai.i  aus  (6)  führt  end- 
lich zu: 

öf^.i  —  «2  1  =75^'^     ^  sin  2  i?!  sin  «1.2  (cot  jK,  cos  «12  +  .     l-t-Gig.  (8) 

Schliefslich  hat  man  noch  durch  Kombination  von  (7)  bezw.  (8) 
mit  (G): 

«1.2 —  ^12=  6-^\  1  sin  2/^1  sin  «,.2  (cot ^1  COS «1  »+  g-j  +  Gl^    (9) 


.8 


1  6  /  3«   \ 

«2.1  — 02.1=  g  e^  -  j  sin  2 jBj  sin  «1  8  (cot  l/j  COS  «1 . 2  +  8^7  +  0/6.  (10) 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  kann  man  das  oben  entworfene  Bild 
von  der  gegenseitigen  Lage  der  3  Linien  noch  vervollständigen,  was 
wir  aber  dem  Leser  überlassen. 


8.  Kapitel. 
Das  geodätische  Dreieck;  Dreiecksnetze. 

§  1.     Fiiudaiiieutalsiiiz    ITir  geodäiisclie  Polarkoordiuaten. 

Auf  S.  260  sind  bereits  eiuige  Beziehungen  für  geodätische  Polar- 
koordinat^n  angegeben,  zu  denen  jetzt,  um  in  die  Theorie  des  geodäti- 
schen Dreiecks  eintreten  zu  können,  eine  weitere  hinzugefügt  werden 
mufs,  welche  zeigt,  wie  sich  entlang  einer  Kurve  der  Neigungswinkel 
&  derselben  gegen  den  geodätischen  Radiusvektor  /*,  insbesondere  wenn 
diese  Kurve  wieder  eine  geodätische  Linie  ist,  ändert:  Fig.  28.  &  be- 
zieht sich  auf  die  liichtungen  des  wachsenden  Itadiusvektors  und  der 
wachsenden  Kurve,  von  ersterem  im  Sinne  der  wachsenden  Azimute 
bis  zu  letzterer.     Es  ist  also 

«'  —  «  =  0,  (1) 
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wenn  a  das  Azimut  der  Knrre  und  (t  dasjenige  des  Radiusvektors 
ist.    Hieraus  folgt: 

da  du  (iS  /c\\ 

d,    ~-df    d»-'  '^^> 

wobei  ds  das  Bogenelement  PP'  der  Kurve  bedeutet.  Selbstverständ- 
lich muf!',  um  '  berechnen  zu  können,  die  Kurve  bekannt  sein, 
Bodafs  man  -^  angeben  kann. 

Was  '  "  anbetrifft.,  so  können  wir  dies  unmittelbar  durch  Addition 

•lg  ' 

der    Ausdrücke   (2)    S.    270    und  (4)  »"d 

S.  2äO  ziisammensetzen.  Dabei  ist  zu 
beachten,  dals  «^  i  in  a  +  180*  und 
s  in  r  übergeht. 

Man  erhält  so  zunächst: 

,/„  _  ('""^  _  3^  tan  ^  cos  «)  d«, 

\  dr  «„10  "^  /        " 

tan  ^  sin  (t , 

worin  ß  die  reduzierte  Breite  von  P  ^^-  **• 

und  w  ^  yv  —  f?  cos^ß  isl  Beachtet  man  nun,  dafs  ntrtf a„  =  ds .  sinS 
und  dr  ^  ds.vos8  ist,  so  folgt  ohne  Schwierigkeit  wegen 
«  +  ö  =  «': 

dB  da_  _  sin  B  dnir  ton  ^  wn  a'  ,„. 

Ist   aber  die   Kurve   FP'   selbst  eine  Geodätische,    ao  ist  nach 
S.  279  (2) 

da  tan^  siDn' 

d»  OgtO 

mit  KUcksicht  darauf,  dafs  das  dort  vorkommende  €u  ■  dem  jetzigen 
n'  -(-  180"  (;uts[iricbt.  Mithin  wird  für  den  Neigungswinkel  einer 
geodätisdien  Linie  PP"  gegen  den  geodätischen  Uadiusvektor  AP: 

^(«    _  _  Bin«  ailTr  /,v 


Ditfereutialquotieut  auf  eine   VerMchiebung   von   P   in   llichtuug    du» 
Radiusvektors  AP^r  bezieht. 

Um  dies  anzudeuten,  wurde  das  Zeichen  der  [lartiellcii  Oiffereutiution 


348 


8.  Kapitel.    Da«  geodätische  Dreieck;  Dreiecksnetze. 


\ 


gewählt,  denn  es  könnte  sonst  eine  Verwechslung  mit  demjenigen 
Ditlcrentialquotionten  stattfinden,  welcher  sich  auf  die  totale  Ände- 
rung von  r  durch  Verschiebung  des  Punktes  P  nacli   V  bezieht. 

Vorstehende  (ileicbiiug  kauu  man,  wie  sofort  ersichtlich,  noch  in 
die  nachstehende  Form  bringen: 


da 


=  —  sin  S 


c  log  nat  nir 
dr 


(5) 


Man  kann  aber  auch  für  ds  setzen  dr  .  sec  S  und  erhält  alsdann: 


d  log  nat  sin  S 
dr 


d  log  nat  Wr 
~~    dr 


(6) 


Voretebende  Formeln  (3)  bis  (6)  gelten  wiederum  wie  (6)  S.  276  all- 
gemein für  geodätische  Linien  auf  jeder  Fläche,  wie  Gaufs  a.  a.  0.  Art.  19 
bewieseu  hat  (bei  Chrisfoff'el  a.  a.  0.  S.  132). 

§  2.  Sinussatz  fi\r  das  geodätische  Dreieoli.  Mit  Hilfe  der 
zuletzt  entwickelten  Formeln  ist  es  nunmehr  möglich,  die  DiflFerential- 
formeln  für  ein  Dreieck  mit  kürzesten  Linien  als  Seifen,  d.  h.  nach 
dem  üblichen  Sprachgebrauch:  für  ein  geodätisches  Dreieck,  auf- 
zustellen und  unter  Anwendung  des  früher  für  tlt  gefundenen  Aus- 
drucks zu  integrieren. 

Als  S.  72  u.  ff.  die  Differentialformeln 
für  das  sphärische  Dreieck  aufgestellt 
wurden,  konnte  zur  Ableitung  endlicher 
Formeln  der  Umstand  benutzt  werden, 
dafs  auf  der  Kugel  jedes  Dreieck 
ohne  Formveränderung  sich  verschieben 
läi'st.  Da  für  das  Rotationsellipsoid 
diese  Eigenschaft  nicht  existiert,  mufs 
hier  die  obige  Gleichung  (5)  bezw.  (6) 
als  Ersatz  dienen.  Sie  führt  uns  ebenso 
wie  jene  Eigenschaft  der  Kugel  zum 
Sinussatz. 

In  dem  Dreieck  ABC  Fig.  29 
mit  den  in  beliebigem  Sinne  auf 
einander  folgenden  Seiten  ahc  bilden  wir  (wie  früher  S.  71)  die  Drei- 
eckswinkel nach  den  Formeln 

B  =  üc  —  Art 

C  =  C  -  €, 

worin  ^,  Ä,  d  die  Azimute  in  deu  Ecken  Aj  B,  C  für  die  als  ludices 
vorkommende^  Seiten    bezeichnen.     Die  Azimute   werden  jetzt   von 


Fig.  29. 


(1) 
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den  Meridianen  der  betreffenden  Ecken  ab  gezählt^  wie  z.  T.  in  Fig.  29 
angedeutet  isi 

Die  Definition  der  Winkel  nach  den  Formeln  (1)  macht  es  wie 
früber  möglich y  die  beiden  Fälle,  dafs  die  Winkel  im  Innern  oder 
anfserhalb  des  Dreiecks  gezählt  werden,  zusammenzufassen;  vergl. 
hierzu  S.  71. 

Dreht  man  nun  die  Seite  a  um  dta  ini  Sinne  wachsender  Azimute, 
so  bewegt  sich  auf  der  ruhenden  Seite  b  die  Ecke  C  nach  C ,  und 
man  kann  nach  obiger  Formel  (5)  angeben,  um  wie  viel  der  Winkel 
&  bei  C,  genommen  vom  wachsenden  Radiusvektor  a  bis  zur  Rich- 
tung von  C  nach  C,    wachst'    &  ist  gleich  (I^  —  (da  +  180**)  d.  i. 

180"  -  a 

Man  hat  daher: 
d  log  nat  sin  (180"  -  C)  =  rf  log  nat  sin  (7  =  -  ^^-"|^"*^  da .  (2) 

Nach  Formel  (11)  S.  278  ist  nun,  die  Dreiecksseiten  als  Grölsen 
1.  Ordnung  im  Verhältnis  zu  a^  betrachtet ,  für  die  Seite  a  mit  B 
als  Drehpunkt: 

«ta  =  r^  sin  ^^^«  -^e'  8in2^,  cos  «,  £i  +  a,Gl,,       (3) 

wenn   a^  den  Aquatorialradius,  K^ :  a^    das  Krümmungsmafs  in  der 
Ecke  B  und  ß^  die  reduzierte  Breite  daselbst  bezeichnet. 
Zur  Vereinfachung  setzen  wir  vorderhand: 

sodafs  vorläufig  die  linearen  Dimensionen  ahc  in  Bruchteilen  des 
Aquatorialradius  ausgedrückt  zu  denken  sind.  Die  Rückkehr  zu  be- 
liebiger Einheit  ist  später  leicht  ausführbar.  Wir  erhalten  jetzt,  wenn 
wir  zur  Abkürzung  die  Konstante 

]  e*  sin  2ß,  =  E,  (4) 

setzen,  zunächst  aus  (3): 

oder 

Wa  -  ''°  ^^-^'^  (1  -  E,  a^  cos  i$a  +  Gl,).  (5) 

Hieraus  folgt  sofort  für  den  natürlichen  Logarithmus  von  ttta  mit 
gleicher  Genauigkeit  wie  bisher: 

log  nat  m«  «=»  log  nat  sin  [a  YK^]  —  Jog  i^at  YK^  —  E^  a*  cos  H«  +  Gl^ . 
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Differenziert  man  dies  partiell  nach  a  iiiul  fiihrt  den  üifferential- 
quotienten  in  (2)  ein,  so  findet  sieh: 

rMognatsin  C=  (— >^,  cot  |rr/7C|  +  37?,  r/^  cos  fi„  +  ß/,)  da.   (G) 

l^ei  der  nnnniebr  ausznfiihrenden  Into<»ration  ist  auf  die  Ver- 
ünderliclikoit  von  ß„  mit  a  Uüeksiilit  zn  nehmen.  Wenn  sich  näm- 
lich die  Seite  a  =  liC\  Fi^.  21),  um  li  dreht,  so  bleibt  zwar  E^ 
konstant,  aber  ß,t  lindert  sieh.  Dabei  erseheint  ß^  als  eine  von  a 
abhängige  Variable.     Die  Integration   führt  nun  zu  der  Gleichung: 

lognatsinC=— lognatsinf/^/]/A'J+37i'J/,2eosß,,r7r/4-^JVr/r^^^^ 

Behufs  Auswertung  des  1.  Integrals  betrachten  wir  die  Seite 
CA  =  h  als  unabhängige  Variable.  Es  ist  dann  vor  allem,  un- 
abhängig von  der  besondern  Beschaffenheit  der  Fig.  29: 

f/a  =  coH  ('(Jh,  (8) 

Wendet  man  die  Formel  (U)  S.  21)8  auf  je  2  der  3  Ecken  des 
Dreiecks  an,  so  folgt  ferner: 

(11,  —  7/,)  cos  ß  =z  —  c  cos  3l.-  cos  ß  4"  ^^^2 
(//.;  —  7A>)  ros  (i  =  —  a  cos  ß„  cos  ß  -{-  (iL 
(7;,     -  7>*..)  eos  ß=  -  h  cos  €/.  cos  ß  +  67^, 

wenn  7>i ,  7>2,  7>'.;  die  geographischen  Breiten  von  A,  B,  (7  bedeuten 
und  lur  ß  irgend  eine  mittlere  (geographische  oder)  reduzierte  Breite 
des  Dreiecks  genommen  wird.    Die  Addition  der  3  Gleichungen  giebt: 

cos  ß  {n  cos  ßf,  +  /;  cos  C/,  -f-  c  cos  3lt)  +  01^  =  0 .  (9) 

Ebenso  findet  man  mittelst  der  Formel  (12)  S.  298: 

cos  ß  (n  sin  ß„  -f  h  sin  €/.  +  c  sin  X)  +  Gl,  =  0 .  (10) 

Diese  Formeln  gelten  auch  noch  in  der  Nähe  der  Pole.  Denn 
reduziert  man  die  genannten  Formeln  (11)  und  (12)  auf  ihr  erstes 
Glied  und  multipliziert  mit  cos  ^  bezw.  cos^^,  so  sind  auch  an  den 
Polen  die  Uestglieder  kleine  (ilieder  2.  Ordnung,  wie  die  Betrachtung 
der  ersten  beiden  Differentialquotienten  (G)  S.  297  im  lliublick  auf 
den  liest  der  allgemeinen  Entwicklung  (1)  S.  25  zeigt. 

Man  erkennt  übrigens  bei  der  Ableitung  sofort,  dals  man  in 
diesen  Formeln  (9)  und  (10)  für  die  Azimute  der  Seiten  immer  die 
um  180"  vermehpten  Azimute  derselben  Seiten  am  andern  Endpunkt 
substituieren  darf.     In  dieser  Weise  giebt  (9): 

cos  ß  .a  cos  Äo  ™  cos  ß  {b  cos  ^l*  +  ^  cos  ßc)  +  ö/j.         (1 1) 


k 
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Die  Formeln  (9)  und  (10)  zeigen  nun  die  Möglichkeit  der  An- 
wendung der  Sätze  der  ebenen  Polygonometrie  auf  geodätische  Drei- 
ecke bei  einer  1.  Annäherung. 

Aus  denselben  kann  man  bekanntlich  Sätze  zwischen  den  Winkeln 
und  Seiten  des  Dreiecks  herleiten.  Jedoch  ist  es  besser,  dieselben 
direkt  aufzusuchen,  um  zu  bemerken,  dafs  zur  Erzielung  der  Gültig- 
keit dieser  Formeln  an  den  Polen  der  Faktor  cos  ß  wegbleiben  darf. 
Betrachtet  man  die  1.  und  die  4.  Gleichung  (1)  S.  76,  so  giebt  die 
Reihenentwicklung  für  die  Cosinus  und  Sinus  der  Seiten  sofort  för 
sphärische  Dreiecke  allgemein  gültig: 

a«  =  6«  +  c«  -  2bc  cos  A  +  Gl^,  (12) 

a  cos  C  =  h  —  c  cos  A  +  Gl^ .  (13) 

Diese  Relationen  erhält  man  fürs  Ellipsoid  aus  (9)  und  (10) 
noch  mit  dem  Faktor  cos/3  behaftet  und  anscheinend  eine  Ordnung 
weniger  genau,  welches  letztere  hier  aber  gleichgültig  ist.  Dafs  man 
aber  jenen  Faktor  weglassen  kann,  zeigt  eine  geometrische  Betrach- 
tung. Man  denke  sich  durch  die  3  Punkte  ABC  eine  Kugel  ge- 
legt, ihren  Radius  dem  mittleren  Krümmungsmafs  der  Gegend  möglichst 
entsprechend.  Für  die  Stücke  des  Kugeldreiecks  gelten  (12)  und  (13) 
unmittelbar.  Nun  weichen  von  denselben  diejenigen  des  geodäti- 
schen Dreiecks  um  Glieder  ab,  die  in  r*  multipliziert  sind,  die  jedoch 
die  Gleichungen  (12)  und  (13)  bei  gehöriger  Entfernung  vom  Pole 
jedenfalls  nicht  beeinflussen.  Jene  Abweichungen  sind  aber  offenbar 
für  die  Nähe  der  Pole  eher  geringfügiger,  als  im  allgemeinen.  Es 
müssen  daher  (12)  und  (13)  allgemein  gültig  sein. 

Wir  erhalten  nun  durch  Multiplikation  von  (11)  und  (13): 
cos  ß .  a^  cos  Ha  cos  C  =  cos  ß  {b  —  c  cos  A)  {b  cos  31*  +  ^  cos  Äc)  +  Gl, . 

Führen  wir  dies  in  (7)  ein  und  beachten,  dafs  das  1.  Integral  noch 
in  i?2  ?  ®'°^  Gröfse  2.  Ordnung,  die  cos  ß  als  Faktor  enthält,  multi- 
pliziert ist,  so  ergiebt  sich  nach  einfacher  Reduktion: 

log  nat  /sin  C  sin  [a  yK2]) 

=  3Ej(b  —  c  cos  A)  {b  cos  ^l^  +  c  cos  Ä^)  dl  +fGl^  da  +  Konst.  (14) 

Das  1.  Integral  rechter  Hand   enthält  nur  noch  die  Variable  b] 
multipliziert  man  aus  und  integriert,  so  folgt  dafür: 

—  (6*  —  2bc  cos  A)  c  cos  ^c  +  (y  ^^  —  y  b^c  cos  AJ  cos  31^, 


^ 
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oder  durch  Elimination  von  bc  cos  A  mittelst  (12): 

1  (a«  -  (^)  (h  cos  X  +  2c  C08«e)  +  12-*'  cos  X  +  Gl^  , 

oder  endlich  untc^r  Substitution  dos  Wertes  yon  6  cos  ^^  nach  (11) 
im  1.  Gliede: 

~  (a^  —  c")  (a  cos  üa  +  c  cos  «c)  +  ~  6*  cos  3l6  +  Gl^.      (15) 

Multiplizieren  wir  dies  mit  jR^^,  so  ^eben  die  Gl^  Glieder  6.  Ord- 
nung. Ebensolche  giebt  das  2.  Integral  der  Formel  (14)  und  zwar 
braucht  man  nicht  zu  filrchton,  dafs  dieselben  in  der  Nähe  der  Pole 
eine  beträchtliche  (irofse  erlangen.  Denn  die  Entwicklung  yon  K 
S.  275  u.ft*.  läfst  nicht  im  Zweifel,  dafs  in  den  höheren  Gliedern  von  K 
und  damit  yon  VH,  sowie  von  (14)  überall  das  Azimut  a  nur  in  der 
Form  cos  ß  cos  cc  auftritt,  sodafs  die  starken  Änderungen  von  a  in 
der  Nähe  der  Pole  durch  den  Faktor  cos  ß  auf  das  gewohnliche  Mafs 
herabgedruckt  werden. 

Das  Itesultat  aus  (14)  und  (15)  ist  jetzt: 

log  nat  (sin  C  sin  [aYK^^  «==  ~  E^  (a*  —  c*)  {a  cos  Ä«  +  ^  cos  Äc) 

+  -J  E^¥  cos  X  +  G/ß  +  Konst.      (16) 

Die  Eonstante  bestimmen  wir  durch  Spezialisierung  fflr  &  «»  0.  Hierfür 
wird  a  mit  c  identisch;  ferner  wird  Ä«  =  3lc;  Ott  =  Sl^  —  180^,  mithin 

C  A  i.  C  -  «6  =  Äc  -  3l6  +  180^  d.  i.  1 8(y>  -  A. 
Folglich  ist  log  nat  Um  A  sin  [c^  K^  «»  Konst.  und  (16)  geht  über  in: 

log  nat  (""-^*^"  f''^^)  =  1  E,  (a«  -  (?)  {a  cos  ««  +  c  cos  «c) 

+  -^JE:,fe»COs3l6+6??e. 

Hieraus  hat  man  endlich  noch  ohne  merkliche  Änderung  der 
Genauigkeit: 

I\+^Et{ar  -  (?)  {a  cos  C  +  ccos  Bc)] 

Diese  Formel  läfst  sich  noch  sehr  vereinfachen;  indessen  genügt  sie 
in  vorstehender  Gestalt  für  das  Folgende,  sodafs  wir  bei  ihr  stehen 
bleiben. 


i  8.    Der  CoiinutafttK  im  geod&titchen  Dreieck. 
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§  3.    Der  Coslnussatz  im  geodfttisclieii  Dreieck.    Um  a  als 

Funktion  von  h^  c  und  A  zu  erhalten^  betrachten  wir  in  Fig.  30  c  als 

festliegend  und  b  als  konstant,  aber  ^ 

um  Ä  beweglich.    Geht  nun  AC  in 

die  Lage  AC  über  und  ^eht  man 

zugleich  CC"  rechtwinklig  zu  BC, 

so  giebt  das  entstehende  differen-     ^'"^ 

tiale  rechtwinklige  Dreieck  CC'C": 


da 


C'C"  — CCsinC 
^mtÄnCdXy  (1) 


Flg.  80. 


allgemein  gültig  f ür  C  ■-  Ca  —  ^t- 
Diese  Differentialformel  für  a  läfst 
sich  leicht  integrieren,  denn  wegen 
der  Eonstanz  von  h  ist  VSk  nur 
Funktion  von  Tit.  und  sin  C  läfst 
sich  mittelst  des  Sinussatzes  als  Funktion  von  A  und  a  darstellen. 
Zunächst   ist  nach  Formel  (17)  des  vorigen  Paragraphen: 

sin  C  —  sin  ^  Bin  \cYK^  U  ^  ^  e^^ü^  ^  (?)  (a  cos  ««  +  c  cos  *c) 

flin  \avKJ\  \  * 


+  ^E^I*cobX  +  QI^. 


(2) 


Aufserdem  ist  nach  (11)  S.  278  mit  Rücksicht  auf  die  Einführung 
des  Aquatorialhalbmessers  als  Einheit  der  Längen: 


m»  _  «nM?y  (1  _  E,h*  cos  31»  +  Ol,). 


(3) 


Ehe  wir  diese  Ausdrücke  in  (1)  substituieren,  führen  wir  in  (2)  auch 
JTi  anstatt  K^  ein,  um  in  den  Sinus  der  Seiten  dasselbe  K  zu  haben. 

Man  hat  aber  allgemein  für  eine  Seite  u: 


sowie 


sin  [«>^]  -=  uYK,  (1  -  I  u^K,  +  jlg  u*K^  +  ÖJ») 

und  hieraus,  da  K^  —  K^  nach  Formel  (5)  S.  276  von  der  3.  Ordnung 
ist,  indem 

JCi  =  JE,  +  12^:,^  cos  «c  +  G?4 


wird,  durch  Division  beider  Gleichungen: 

Htlmtrt,  matlitn.  «.  physik*!.  Theorien  dtr  höh.  Oeodiilt. 
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Wendet  man  dies  auf  u  =  c  und  u  =  a  an  und  dividiert,  so  ergiebt  sich: 
'-^"-^l  =  ^l^j  (l  +  2EA<^-  a»)  c  cos  «.  +  G^), 

8m[aVA,J       8m  [ay Kl]  ^  ' 

womit  (2)  übergeht  in: 

8inC  =  8in^^i^-|j(l+JE,(a«-c*)[Jacos«a-|^ 

+  \  £,6»cos  %,  +  Sie).  (4) 

Wird  dies  nun  nebst  (3)  in  (1)  eingesetzt  und  dabei  für  E^ 
einfach  J^^  geschrieben,  was  nur  einen  kleinen  Fehler  der  3.  Ordnung 
in  J?  und  also  der  6.  Ordnung  in  der  Parenthese  von  (4)  ergiebt^, 
so  folgt: 

-\E^Vi^mX+Gl\ÄxiAd%^  (5) 

Rechter  Hand  eliminieren  wir  a  cos  4«  und  c?  mittelst  der  Relationen 
(11)  und  (12)  S.  350  u.  351  und  erhalten: 

—  ccos<cC08-^]+öZgjsin-4d3l6.  (6) 

Für  A  setzen  wir  nun  ^6  —  ^e  und  wenden  zugleich,  um  integrieren 
zu  können,  die  Formeln  an: 

cos  ^  sin  ^  -»  y  sin  2  (31*  —  %^ 

cos  A  cos  Jlft  sin  -4  —  Y  (sin  (33l6  —  23lc)  +  »in  (31*  —  23lc)). 

Denkt  man  sich  dies  in  (6)  eingeführt,  so  giebt  alsdann  die  Inte- 
gration ohne  Schwierigkeit: 

cos  [a  l/Sj]  +  Konst  =  sin  [ftVSi]  sin  [cVS;]  { cos  (31^  —  3lc) 

worin  für  den  Augenblick  folgende  Bezeichnungen  zur  Abkürzung  dienen: 
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^Tj  =  •    Y^  ^^^  ^c  cos  (pift  —  Äc)  =«  Y  ^  ^^^  ^«  ^^^  ^ 


^« ""       I  *  (i  ^^^  ^^^*  —  23lc)  +  cos  {X  -  23lc)) 
=      —b  (cos  2^  cos  Ä6  +  cos  (J.  —  X)) 

5^3  =  —  -~  C  cos  jJc  C0S2(316  —  3lc)  =  —  -j-  ^  ^OS  ^c  COS  2Ä. 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung, 
dafs  für  Jl*  =  3lc  +  180®  die  Seite  a  =  6  +  ^  werden  mufs.    Zugleich 

ist  Ä  =  180®  und  demnach  g^  =  —  —  b  cos  ßc]   9i  =  —  y^  ^^®  '^^J 

g^  =  —  ^  c  cos  Äc.  Die  Summe  S'i  +  5^»  =  —  -g*  ^  (^^^  ^<^  ■^"  ^^^  '^«^ 
reduziert  sich,  abgesehen  von  Gliedern  1.  Ordnung,  aufserdem  auf 
null,  weil  üc^  Tic  -{'  180*^  +  f^h  ^^t.  Dies  gilt  zwar  zunächst  nicht 
auch  für  die  Nähe  der  Pole;  indes  die  Existenz  des  Faktors  cos  ß 
in  E^  erweitert  das  Gültigkeitsgebiet  auch  bis  dahin. 
Man  erhält  demnach: 

cos[(6+c)V^]+Konst.  =  — sin[6l/ZJsin[cV'^i](l~|6c«i;iCos«c+G/^^ 

Zieht  man  dies  von  (7)  ab  und  beachtet  bei  der  Vereinigung  der  g 
wiederum,  dafs  üc  =  ^c-h  180®  +  ^hf  ^^  f'olgt  nach  einiger  Reduktion: 

cos  [ay'K,]  =  cos  [bVK^]  cos  [cYK^] 
+  sin  [by/K^]  sin  [cYX,]  (co8A  +  ^E,  bc{bco8X  +  ccos3lc)sin*^  +  GlX  (8) 

Die  in  E^  multiplizierten  Glieder  kann  man  aber  sehr  einfach 
mittelst  der  Differenzen  der  Erümmungsmafse  darstellen.  Man  hat 
nach  (5)  S.  276: 

K,  =  K,  +  12E,  c  cos  X  +  Gl,  \  .^. 

JSTg  =  ÜTj  +  12E,  b  cos  X  +  Gl,',  J 

es  ist  daher: 

E,  (b  cos  X  +  c  cos  X)  =  ~  [iC-  ÜTJ  +  ^h^  (10) 

wobei  K  =  Y  (*i  +  -^2  +  ^s)  ^^^  arithmetische  Mittel  der  K  der 
3  Ecken  ist     Die  grofse  Parenthese  in  (8)  giebt  hiermit: 

cos  ^  +  I  [JT  -  K^]  bc  sin^  A  +  Gl^,  (11) 
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wofür  man  mit  derselben  Genauigkeit  setzen  kann: 

cos  (^  -  i-  [ü: -  K,]  Fa)  +  Ol,.  (12) 

wenn  ^  ^^  ^in  ^  vorläufig  mit  Fa  bezeichnet  wird.    Somit  findet  sich: 

cos  [aYK,]  —  cos  [Ä V%]  cos  [cy%] 

+  sin  [bVK,]  sin [cYK,]  { cos  (A-^[K^  K,]  Fj)  +  Gl,].    (13) 

Diese  Formel  wird  noch  günstiger,  wenn  man  in  den  Sinus  und 
Cosiuus  yx  anstatt  )/Z|  einführt.    Dazu  dienen  die  Relationen: 

cos  [uYK,]  =  1  _  i-  ««Z,  +  1  u*K,'  -  4  u«  J:,»  +  Ok 
sin  [uYK,]  =  uYK,  (l  -  1 «« JT,  +  ^  u^K,'  -  Gl,) 
cos  [uYK]  -  1  -  1  „«JT  +  ^  «* jP  _  ^  ««JP  +  ÖJg 
sin  [uVK]  -=  uYK  (1  _  1  ««^  +  ^  ««Z«  _  Ok). 

Denkt  man  sich  nun  in  (13)  die  ersten  beiden  dieser  Reihen  für 
w^  a,  b,  c  eingeführt  und  beiderseits  1  abgezogen,  so  enthalten  alle 
Glieder  K^  als  Faktor.  Diesen  dividiert  man  weg  imd  multipliziert 
mit  K.  Kl  tritt  dann  noch  auf  in  Gliedern  4.  Ordnung  und 
6.  Ordnung.  Ersetzt  man  es  durch  K,  so  giebt  es  in  den  letzteren 
nur  einen  Fehler  9.  Ordnung.  Dieser  ist  zu  vernachlässigen.  Dagegen 
mufs  für  die  Glieder  4.  Ordnung  eine  Korrektion  zugefQgt  werden. 
Diese  Glieder  4.  Ordnung  lauten  aber: 


linker  Hand 


o* 


+  — 
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rechter  Hand 


64  +  c*  +  65V  —  4(5«  +  O6cc08ii  ^-^ 


Schreiben  wir  an  Stelle  von  K^  auch  hier  K  und  setzen  beiderseits 
in  der  (wie  oben  angegeben)  umgeformten  Gleichung  (13)  wieder 
1  ZU;  so  läfst  sich  alles  so  zusammenziehen,  dafs  eine  Gleichung  ent- 
steht^ die  sich  von  (13)  nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  in  den  Sinus 

und  Cosinus  überall  YK  anstatt  YKi  steht  und  dafs  die  Korrektion 
hinzutritt,  welche  der  Vertauschung  von  £|  mit  K  in  den  oben  er- 
wähnten Gliedern  4.  Ordnung  entspricht  Wird  alles  nach  rechts  ge- 
schafft, so  lautet  dieselbe: 

1  j-  a*  +  ft*  +  (?*  -I-  6ft,(Ji  -  4  (6«  +  c«)  bc  cos  A]  K[K^—K].  14) 
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Eliminiert  man  hieraus  2bc  cos  Ä  mittelst  (12)  S.  351  und  wendet 
die  für  den  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks  mit  den  Seiten  abc  bestehende 
Relation  an: 

16F**  =  2  (a«6»  +  aV  +  Vt^)  -  a*  -  6*  —  c*, 
so  giebt  (14): 

+ 1  ^♦»ir  [2r,  -  zj  +  6?v  (15) 

Quadriert  man  aber  die  Gleichung  (12)  S.  351,  so  folgt  nach  einiger 
Reduktion  leicht: 

F*^  =.  Fa' +  Gl,.  (16) 

Es  läfst  sich  hiermit  der  Ausdruck  (15)  wie  folgt  schreiben: 

sin  [bVE]  sin  [cYK]  (—  i-  [Z  ~  ZJ  bc  sin»  A)  +  Gl^        (17) 

Dies  ist  zu  (13)  hinzuzufügen;  wenn  daselbst  YK  eingeführt  wird. 
Ein  Blick  auf  (11)  und  (12)  zeigt  aber,  wie  sich  (17)  mit  (13)  ver- 
einigen läfsi     Man  erhält: 

cos  [aYK]  =  cos  [bYK]  cos  [cYK] 

+  sin  [bVK]  sin  [cYK]  cos  ^A  +  ^[K^  üTJ  Fa)  +  Gl,.      (18) 

Die  Gl,  dieser  Formel,  welche  als  Funktionen  von  b,  c  und  A 
nach  Potenzen  von  b  imd  c  und  den  Sinus  und  Cosinus  von  A  und 
seiner  Vielfachen  dargestellt  gedacht  werden  können,  müssen  aber 
den  Faktor  bcsm^A  enthalten.  Denn  sie  verschwinden  für  b  und  c 
gleich  null,  sowie  für  ^  =  0^  und  180^;  sie  müssen  endlich  ihren 
Wert  behalten,  weun  man  A  mit  360®  —  A  vertauscht. 

(Das  Auftreten  des  Faktors  sin^^  kann  aufserdem  leicht  aus  der 
Analysierung  des  Übergangs  von  Formel  (4)  zu  (8)  erkannt  werden. 
Die  weiteren  Umformungen,  welche  nur  Übergänge  von  einer  Kugel 
zu  einer  andern  bedeuten,  können  daran  nichts  ändern,  weil  man 
immer  die  Ebene  als  Zwischenglied  nehmen  kann.  Für  diese  ist  die 
Existenz  des  Faktors  sin^^  früher  bewiesen.) 

Die   Gl,  der   Formel   (18)   lassen   sich    demnach   in    die   Form 

Bin  byK sin  cYK sm^  A  .  GIq  bringen  und  die  Formel  (18)  kann  wie 
folgt  geschrieben  werden: 

cos  [aYK]  =  cos  [bYK]  cos  [cY^] 
+  sin  [bVK]  sin  [cYK]  cos  (^  +  ^  [ÜT  -  JSTJ  Fa  +  Gl,y      (19) 
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Es  ist  hier  zum  Schlufs  wiederholt  daran  zu  erinnern,  dafs  der 
Äquatorialhalbmesser  a„  als  Einheit  der  Längen  gewählt  ist. 

Die  Vergleichung  von  (13)  und  (19)  zeigt  wieder,  dafs  bei  rein  sphärischer 
RechnuDg  es  vorteilhafter  ist,  das  mittlere  Krümm ungsmafs  anzuwenden, 
als  dasjenige  einer  Ecke.  Insoweit  es  sich  aber  nur  um  die  Formel  (16) 
handelt,  ist  es  noch  vorteilhafter  anstatt  K  das  Krümmungsmafs 

/r=  J  (2Jir,  +  Ä,  +  a:,) 

anzuwenden,  womit  sich  nämlich  findet: 
cos  [a  yjr  ]  =  cos  [6  y'K]  cos  [c  YR']  +  sin  [h  YK']  sin  [cVA"]  cos  (Ä  +  ö/,). 

§  4.  Reduktion  des  geodätischen  Dreiecks  auf  ein  sphärisches 
oder  ebenes  mit  denselben  Seiten.  Die  Vergleichung  von  Formel  (19) 
des  vorigen  Paragraphen  mit  der  1.  Formel  (1)  S.  76  zeigt,  dafs  der 
Gegenwinkel  A'  der  Seite  a  in   einem   sphärischen  Dreieck  mit  den 

Seiten  a,  b  und  c  bei  1  :  YK  als  Kugelradius  sich  durch  die  Relation 
bestimmt: 

^'=  ^  +  12  [^-  ^i]  ^^  +  «V  (1) 

Die  Gröfse  JF^  =  —  a6  sin  -4  kann  nun  mit  _-  ab  sin  A*  ver- 
tauscht  werden  y  was  in  Fa  nur  Fehler  7.  Ordnung  erzeugt.  Nach 
S.  98  ist  aber  JP*  bis  auf  Gl^  gleich  —  ab  sin  A\    Setzen  wir  also 

A'=^A-^^[K-K,]F*  +  Gl,,  (2) 

80  kann  hierin  JP*  ohne  wesentliche  Änderung  des  Ergebnisses 
beliebig  aus  den  3  Seiten  abc  oder  aus  irgend  2  Seiten  und  dem  zu- 
gehörigen Zwischenwinkel  nach  den  Formeln  der  ebenen  Geometrie 
berechnet  werden. 

Indem  wir  jetzt  a^  wieder  von  1  verschieden  nehmen,  zugleich 
die  Differenz  A^  —  A  in  Sekunden  ausdrücken  und  endlich  die  Formel 
(2)  auch  auf  B  und  C  anwenden,  erhalten  wir  zur  BeduJctian  des 
geodätischen  Dreiecks  auf  ein  sphärisches  die  Formeln : 


A'-A  =  -^^Q"^,[K-K,]-{-Gk] 

in  Sek.  *^         "o 

B'-B'=^,q"^AK-  K,]  +  Gl, 

in  Sek.  *^  "o 

C  -C  =^^9"  ^AK-  K,]  +  Gk. 

in  Sek.  1^  «0  ) 


(3) 


Hierin  beziehen  sich  A%  B^  und  C  auf  das  sphärische  Dreieck,  dessen 
Kugelradius    dem    arithmetischen   Mittel    der   Krümmungsmafse    der 
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3  Ecken,  d.  h.  demjenigen  des  Dreiecksschwerpunktes  entspricht;  der 
Kugelradius  ist  also  gleich 


y  K 


X=^^  .^»_i_^i .  (4) 


F*,  der  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks  mit  denselben  Seiten,  ist  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die  Winkel  im  Innern  oder  aufserhalb  des 
Dreiecks  gezählt  sind.  Er  wird  am  bequemsten,  unmittelbar  mit 
richtigem  Vorzeichen  und  genügend  scharf  durch  einen  der  Ausdrücke 

—  ab  sin  C,  —  ac  sin  B  oder  —  bc  sin  A  dargestellt. 

Addiert  man  die  (3),  so  wird  erhalten: 

A  +  B  +  C  =  A'  +  B'  +  C  +  GI,,  (5) 

d.  h.  der  Excefs  des  geodätischen  Ih'eiecks  ist  bis  auf  Glieder  6.  Ord- 
nung gleich  denjenigen  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  denselben  Seiteny 
wenn  der  Kugelradius  dem  mittlem  Krümmungsmafse  des  Dreiecks 
entspricht. 

Reduziert  man  das  sphärische  Dreieck  auf  ein  ebenes  mit  den- 
selben Seiten  (S.  93),  so  folgt  durch  Kombination  mit  (3)  zur  Reduktion 
des  geodätischen  Dreiecks  auf  ein  ebenes: 


(«) 


in  Sek. 

in  Sek. 

in  Sek. 

in  Sek.  "<*  ^  °^'o  / 

In  diesen  Formeln  durften  die  Restglieder  mit  in  die  Parenthesen 
genommen  werden,  da  sie  gleichzeitig  mit  F*  verschwinden (vergl.S. 357). 

§  5.   Die  von  e*  abhängigen  Glieder  5.  Ordnung.     Um  den 

Einflufs  derjenigen  Glieder  in  vorstehenden  Formeln  zu  untersuchen, 
welche  den  Fehler  charakterisieren,  der  bei  Behandlung  des  geodätischen 
Dreiecks  als  eines  sphärischen  ohne  weitere  Korrektion  entsteht,  be- 
trachten wir  den  Ausdruck 

welcher  sich  auf  Winkel  Ä  bezieht.  Hierin  setzen  wir  nach  S.  349  (4) 
und  S.  355  (10): 


(6) 
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JT  -  Z,  =  ^^  sin  2/5i  (6  cos  X  +  c  cos  31«)  +  •  •  •  (2) 

und  ferner  nach  S.  94  (2),  wenn  3w*  «=  a*  +  6*  +  c*  genommen  wird: 

F*^  =  ~  (6a»m«  —  3a*  -  (6«  -  c^«).  (3) 

Dadurch  ergiebt  sich  anstatt  (1)  der  hier  als  gleichwertig  zu  be- 
trachtende Ausdruck: 

^"  ^  sin  2ß,  (b  cos  X  +  c  cos :Xc)  VSa'  (2w*  _ "^2^7(6^1:"^«.  (4 ) 

Nehmen  wir  nun  die  Ecke  A  fest  an,  dagegen  Richtung  und  Länge 
der  Seiten  veränderlich  mit  der  Mafsgabe^  dais  m^  konstant  bleibt, 
so  wird  (4)  ein  Maximum,  sobald 

(6  cos  X  +  c  cos  X)  ]/3ä*'(2i^^^^*y^62  —  ?)«  (5) 

ein  Maximum  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen: 

3m«  =  a«  +  6*  +  c» 
a«  =  6«  +  c«  —  26c  cos  {X  -  X)  +  %^  -  Gl^. 
Diese  Ausdrücke  sind  symmetrisch  zu  b  cos  X  und  c  cos  X,  b  sin  X 
und  +  ^  Bin  X-     Es  wird   daher  mit  Ausschlufs  des  Falles  X  =  X 
'  fürs  Maximum: 

6  =  c        3(6  =  360<>— 3lc,  (7) 

mit   welchen  Werten  (4)   in   nachstehenden   Ausdruck 
übergeht: 

p"  1^  sin  2/3i  .  b  cos  ^6  y3a^2i;i^^ä«).  (8) 

Nun  ist  aber  abgesehen  vom  Vorzeichen  b  cos  X  gleich 
^JB   der  Höhe   A«   des   Dreiecks,   Fig.  31   (dieses  als  eben 

betrachtet),    womit   man   erhält  6*  «=  c*  =  -j  a*  +  hl] 
es  ist  also   auch  3w*  —  2  ha  +  -x-  a\ 

Hieraus  folgt  2m*  —  ^*  "^  y  *«*  ^*^^  ^^  geht  (8)  über  in: 

±g"  ^\sm  2  ß,.ah„\  (9) 

Der  veränderliche  Faktor  aha    d.  i.  -  (2m*a  —  a^)    wird    ein    Maxi- 
mum für 

a  ^my-g]  ha  =  w;  ^  ==  44*^  ca.  mit*)  |     j^. 

X  =  22<^  und  3lc  =  338«  oder  31*  =  202»^  und  X  =  158«. 


*)  In  Fig.  31  ist  fürs  Maximum  die  Basi»  CB  etwas  zn  breit  aDgenommcn. 
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Es  ist  somit  im  Maximum  das  in  Rede  stehende  Glied  d.  b.  il'-—  Ä  gleich 

±P"lJ^)4-2A©',  (11) 

was  für  tn  =  0,la^  und  ßi='46'^  den.  nachstehenden  geringen  Betrt^ 

ergiebt: 

±  0,062".  (12) 

Dieser  Betrag   reduziert  sich  für  mefsbare  Dreiecke  stets  noch  be- 
trächtlich; denn  er  ist 


+  0,008       fflr  m  =  0,05  «o  d.  i.  31!)  *■»] 
+  0,0005"  für  m  =  0,02  a,  d.  i.  127  *" 


(13) 


Selbst  wenn  in  einzelnen  Fällen  der  letztere  Betrag  überschritten 
werden  sollte,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  verminderte  Genauigkeit 
der  Beobachtung  auf  sehr  grofse  Entfernungen  es  doch  zulässig  sein, 
direkt  heohacktete  geodätiscJie  Dreiecke  une  sphärisclie  zu  behandeln,  wenn 
dabei  der  Krümmungsradius  dem  mittleren  KrQmmungsmafs  der  drei 
Ecken  entsprechend  angenommen  wird.  Vergleicht  man  (12)  u.  (13) 
mit  S.  96  (8),  so  zeigt  sich,  dafs  in  den  Formeln  (6)  S.  359  etwa 
gleich  grofse  Maximalfehler  für  A  —  A*  durch  Vernachlässigung  der 
in  m*  —  a^  und  K^  —  K  multiplizierten  Glieder  entstehen,  und  ent- 
sprechend für  B  —  B*  und  C —  (7*.     Mit  anderen  Worten: 

Nimmt  man  bei  Verteilung  des  Excesses  auf  die  3  Winkel  Rück- 
sicht auf  die  Ungleicliheit  der  Seiten  ^  so  mufs  tnan  auch  auf  die  Un- 
gleichheit der  Krümmungsmafse  Bücksicht  nehmen. 

Solange  man  ein  Dreieck  demnach  als  ein  sphärisclics  betrachtet, 
ist  es  einfach  nur  konsequent,  den  Excefs  gleichmäfsig  zu  verteilen, 
was  nicht  ausschliefst,  dafs  zur  Berechnung  von  s  die  unter  (6)  S.  350 
gegebene  Formel  mit  Gliedern  4.  Ordnung  zur  Anwendung  gelangt. 
Für  beobachtete  Dreiecke  dürfte  es  aber  in  der  Regel  überflüssig  sein, 
diese  letzteren  herbeizuziehen  [vergl.  S.  05  (5)J. 

Berechnet  man  mm  den  Excefs  einfach  nach  der  Formel: 

und  verteilt  ihn  gleichmäfsig  auf  die  3  Winkel,  so  kann  noch  die 
Frage  entstehen,  ob  in  einer  Kette  von  Dreiecken  eine  ungünstige 
Anhäufung  der  hiermit  begangenen  Fehler  möglich  ist.  Bei  der  geringen 
Grofse  dieser  Fehler  für  beobachtete  Dreiecke  im  einzelnen  ist  dies 
aber  weder  für  die  Seitenlängen  noch  für  die  Azimute  zu  befürchten. 
Untersucht  man  insbesondere  den  Einflufs  der  begangenen  Fehler  bei 
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Anwendung  des  Sinussatzes,  so  zeigt  sich,  dafs  dieselben  nur  in  der 
\K  Decimale  der  Logarithmen  der  Seiten  beim  einzelnen  wohlgeformten 
Dreieck  sich  äufsern  und  dafs  selbst  bei  20  bis  30  zusammenhängenden 
Dreiecken  die  7.  Decimale  stets  unberührt  bleibt. 

§  6.  Excefs  des  geodätischen  Dreiecks  ans  2  Seiten  und  dem 
Zwischenwinkel.  Erinnern  wir  uns  zunächst  der  Formel  fürs  sphärische 
Dreieck,  so  ist  nach  S.  98,  wenn  Ä'  der  Zwischenwinkel,  b  und  c  die 
Seiten  sind: 

Diese  Formel  gilt  aber  auch  fürs  geodätische  Dreieck,  weil  bis  auf 
Glieder  6.  Ordnung  es  mit  dem  sphärischen  gleichen  Excefs  hat.  Nur 
ist  zu  setzen: 

wobei  mau  F*  gleich    -  bc  sin  A  nehmen  darf.    Führen  wir  dies  oben 

ein,  so  folgt: 

hc  BinA   X?-  r  -    ,    4a*—  3m'  ^        K^  —  K  bc  coaÄ     ,    ^7  1 
'  =  -^,—  ^  U  +  —24^«  -  ^ 24 V  ~  +  ^^M  • 

Man  sieht  hier  sogleich,  dafs  rechter  Hand  das  von  bc  cos  A  ab- 
hängende Glied  weggelassen  werden  kann,  weil  es  eine  Ordnung  hoher 
ist,  als  die  vernachlässigten  Glieder  4.  Ordnung.  Mit  Rücksicht  auf 
S.  98  hat  man  nun  sofort: 


5. 

a« 


a. 


+  —  — 


2bc  cos  Ä 


rti, 


+  Gl, 


'Äf  -  '»8  •- ^.^  ^  +  « l  ^'-  'f  +  «'.  I 


in  Sek. 


(1) 


Kürzt  man  diese  Formeln  auf  ihre  1,  Glieder  ab,  so  sind  die 
Fehler  für  die  Winkelreduktionen  ebenso  grofs  wie  im  entsprechenden 
Falle  des  vorigen  Paragraphen ;  für  log  b  ist,  wie  schon  S.  99  gezeigt^ 
der  Fehler  sogar,  wenn  auch  unwesentlich,  kleiner.  Diese  einfache 
Rechnung  wird  daher  für  direkt  beobachtete  Dreiecke  in  der  Regel 
snlässig  erscheinen. 
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§  7.  Flächeninhalt  des  geodätischen  Dreiecks.  Um  den  Inhalt 
zu  finden,  bestimmen  wir  zunächst,  Fig.  29  S.  348,  den  Inhalt  des 
Streifens  BCC\  Ist  P  ein  Punkt  zwischen  B  und  C,  der  bei  der 
Drehung  von  BP  die  Lage  P'  erhält,  sind  femer  Q  und  Qf  zwei  un- 
endlich benachbarte  Punkte  und  wird  aufserdem  gesetzt: 

BP=BP'  =  r        PQ  =  P'Q'=dr, 

so  ist  der  Inhalt  des  unendlich  kleinen  Rechtecks  PQP'Q'=mrdßadry 
mithin  Dreieck  BCC  oder 


H 


—  dF=  dÜ„  I  VHrdr, 


u 


Nun  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  S.  349  (5),  wenn  wie  dort  vorläufig 
fiQ=  l  genommen  wird: 

_  «in JrV2^  _  j;   ,.4  ^^3  ß    ^  Gl,. 

Die  leicht  auszuführende  Integration  giebt  hieraus  nach  einiger  Re- 
duktion: 

2  sin»  [1  yx^ 

dF= ^^- (l  -  ;  is>«  cos  C  +  Gl,)  diBa .  (1) 

Um  nun  nochmals  integrieren  zu  können,  führen  wir  b  als  unab- 
hängige Variable  ein  und  setzen  nach  Fig.  29  S.  348: 

Vüadßa  =  —  db  sin  C, 
ferner  nach  S.  352  (17): 

sinC  =  sin^'|^J^-^^(l  +  lE^{a^—(^){acosßa  +  ccosiic)+lE,b^cos7iö+Gl^ 

und  nach  S.  349  (5)  wie  oben  für  ttlr: 

m„  =  ?illM^J  (l  -  E,a'  cos  C  +  Gl,} 

Durch  Einführung   dieser  Ausdrücke  in  (1)    wird  nach   einiger  Re- 
duktion erhalten : 

, I    I  +  !-  E^  (a*  —  c*)  (a  cos  Ä«  +  c  cos  ßc)    | 

2co8«[Ji/ä;]     y^^     \  +  ^E,a'c0Bßa  +  {E,b'C0BX+Gl, 


\ 
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Aus  dieser  Formel  folgt  sofort  auch  die  nachstehende  für  das 
Differential  des  Flächeninhalts  Fi  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den 
Seiten  b  und  c  und  dem  Zwischenwinkel  Ä,  wenn  als  Eugelradius 

1 :  ]/J^  genommen  wird: 

sin  [e  }/%]     nnÄ  db 

'  (3) 


dFi 


2cos«[|V^]     »^^> 


Die  Seite  a  ist  hierzu  sphärisch  aus  b,  c  und  Ä  nach  der  Formel  zw 
berechnen: 

cos.[a  V^,]  =  cos  [bVK^]  cos  [cYK^]  +  sin  [6^^]  sin  [cV^]cos^. 

Andrerseits  ist  nach  S.  355  u.  356  offenbar: 

cos[a}/Ä^]— cos[6V^]co8[cy^]  +sin[6l/Z,]sin[c>^ÄJ]  cos^  +  6?^,. 

Es  weichen  daher  cos  [a  YK^]  und  cos  [a  YK^]  nur  um  Glieder  7.  Ord- 
nung von  einander  ab,  und  man  hat  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 


2cos^ 


u 


1  +  cos  u: 


2  cos«  [|  YK,]  =  2  cos»  [|  VK,]  +  öf,  -  2  cos'  [|  VK,]  (1  +  Gl,). 


Es  ist  nan  mit  Rficksicht  aafs  Vorige: 


dFi 


(4) 


Hieraus  folgt  unter  Einführung  einiger  zulässiger  Vereinfachungen  in 
Verbindung  mit  (2): 


dF  =  dFi  + 


rs 


—  (a*  —  c*)  (a  cos  Ä«  +  ^  cos  §c) 
+  -^-  a*  cos  iia+  -jb^  cos  31* 


jKj+Giy 


e  8\n Ädb 


(5) 


Die  abhängigen  Veränderlichen  a  und  It«»  welche  noch  rechter 
Hand  in  den  kleinen  Gliedern  vorkommen,  eliminieren  wir  mittelst  der 
bekannten  Relationen  (11)  und  (12)  S.  350  u.  351,  womit  die  eckige 
Parenthese  den  nachstehenden  Wert  erhält: 

(|6«+|c»--?j6ccos^)6cos3l6  +  (?j6'+|c*-y6cco8^)ccos«,, 

nach  dessen  Einführung  sich  (5)    sofort  integrieren  läfst     Berück- 
sichtigt man,  dafs  für  6  —  0  das  allgemeine  Integral  verschwindet 
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und  F  sowie  F%  null  sind,   so  gelangt  man  ohne  Schwierigkeit  sa 
der  Gleichung: 


F=n  + 


r    46'+  3c«— 96c  008^ 

10 


h  COS  X 


,    76«4- 6c«— 216CC08  ^  ^ 

H ^ CCOS  «c 


JB,  +  GZ,}^^.(6) 


Hierbei  ist  F't=^  bq^  mit  (»  »»  1  :  j/^  zu  setzen  d.  i.  nach  8.  98  (3): 

4a«— 3m«  ^    ,     14o*  -  16o«m»+  Sn*  ^, 
■  -'^2  i ^5S ^2 

6«c«  sin«^ 


1^  i=  Y  ftcsinJ. 


1  + 


24 


+ 


72 


720 

Je,'  +  Gk 


,    (7) 


in  welcher  Formel  anstatt  a  eigentlich  a'  anzuwenden  ist,  was  in- 
dessen nach  dem  oben  über  den  Unterschied  der  zugehörigen  Cosinus 
Gesagten  nichts  Merkliches  ausmacht 

Setzen  wir  in  Fi  für  K^  das  mittlere  Erümmungsmafs  Ky  so  wird 
der  Inhalt  F'  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den  Stücken  b^c,A  auf 

der  Kugel  vom  Radius  1  :  YK  erhalten.  —  Man  sieht,  dafs 


wonn  man  wegen 


anch 


o»  -=  6*  +  c»  —  2  i  c  cos  ^  +  öi« 
4a»  -  3m»  =.  2ft*  +  2c»  —  6bc  cos  A  +  Gl^, 


setzen  kann.     Hiermit  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  in  (6)  rechter 
Hand  noch  nach  8.  276  (5)  von  den  Relationen 


E^bcoaX-'^^^^  +  Gl^ 


[JT.  -K]-  [Jf.  -  K] 

12 


+  01, 


Gebrauch   macht,   nach   einfacher  Reduktion   als  Inhalt  F  des  geo- 
dätischen Dreiecks  {a^  nicht  mehr  als  Einheit  der  Längen  vorausgesetst): 

(^   ,  86«  +  3c«  — 126cc08-4rp.       j^   ,   36"+*^«- 96cco«itrir       -gri 
^  + mv L^i-^  + mv 1^-^ 

,     46«+ 3c«— 9  6c  008-^  ri^         vn    i    ni 
n T^ifm L-^8  —  -fi-J  +  ^•» 


(8) 


l«Oao« 


mit  Bezug  auf  den  Inhalt  F'  des  sphärischen  Dreiecks,  das  mit  jenem 
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die  Stücke  bj  c  und  Ä  gemein  hat  und  auf  der  Kugel  vom  Radius 
a^  :  yX  liegt.    Für  F  hat  man: 


r4a^3m" 
24( 


-8m«        .    82a*— 46m*+24n*  ya] 

logF--log(i»c«.^)+l/{     "•"•■      ,.^^./"°-'  ,(0) 


i^obei  nach  S.  98  zu  berechnen  ist: 

V  ""  V  "*~  ^*         V  3V"~  "•"     * 

m 3 n= 3 


(10) 


Die  Formel  (8)  läfst  sich  dadurch  noch  yereinfachen,  dafs  man 
in  der  Pfirenthese  null  in  der  Form  hinzufügt: 

-  -*-^2i^- -"^{[^1  -K]  +  [K,-K]  +  [K,-K]]. 
Dann  wird  anstatt  (8)  erhalten: 

§  8.  Fortsetzung.  Geodätisches  und  sphärisches  Dreieck 
mit  denselben  Seiten.  Um  nun  endlich  noch  den  Inhalt  F  des 
geodätischen  Dreiecks  mit  dem  Inhalt  F*  eines  sphärischen  Drei- 
ecks Ton  denselben  Seiten  zu  vergleichen ,  beachten  wir^  dafs  im 
sphärischen  Dreieck  mit   den  Seiten  a,  b  und  c  auf  der  Kugel  mit 

dem  Radius   1 :  YK  der  Winkel  A%  welcher  a  gegenüberliegt^  nach 
(3)  8.  358  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

A'  =  A-^^F*+Gk,  (12) 

wenn  wir  vorläufig  a^  wieder  gleich  1  setzen.    Nun  ist  aber 

(-    ,    4a*— 8m*        ,     14a*  —  16a*m«+ 8n*  ^) 
1  +        24        ^+ 72Ö ^ 

und  hierzu  nach  (12): 

8in^*=  Bin  ^  —  *'  j^  ^ -F*  cos  A  +  Gl^. 


(13) 


Setzt  man  in  letzterer  Formel  F*=  y  bc  sin  A  +  Gl^^  so  wird  ohne 
Schwierigkeit  aus  (9)  und  (13)  erhalten: 
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r  =  F'[l  +  ^'  2T^  hc  cos  A  +  Gl).  (14) 

Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  för  i^  in  (11)  giebt  nun  sofort: 

1  H bl —  1^1  —  -S:]  H r^T [Ä,  —  AJ 


F' 


24        L"i         "J    '  120 


welche  Formel  dadurch  eleganter  wird,  dafs  man  in  der  Parenthese 
null  in  der  Gestalt  addiert: 

Eliminiert  man  dann  noch  hc  cos  A  mittelst  der  Relation  a' 
=  6*  +  c*  —  26c  cos  A  +  Gl^  und  führt  m*  ein,  so  wird  endlich  er- 
halten (a^  nicht  mehr  als  Einheit  der  Längen  yorausgesetzt): 


F^F' 


1 


Hierin  sind  F  und  JP'  die  Inhalte  des  geodätischen  und  5pAärisdbe» 
Dreiecks  mit  denselben  Seiten  a,  &,  c;  der  Eugelradius  ist  dem 
arithmetischen  Mittel  der  3  Eck-ErümmungsmaTse  entsprechend  gleich 

üqiYK  angenommen.*) 

Zur  Berechnung  von  F^  hat  man  nach  S.  93  (2),  insofern 
F'  =  €Q^  für  p*  =  %^:K  ist,  die  Formel: 

logr  =  logF*  +  M{^,K+^^^^K^  +  Gl.),     (16) 

wozu  F*  in  bekannter  Weise  als  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks  ans  den 
3  Seiten  a,  b  und  c  zu  berechnen  ist. 

Für  Dreiecksseiten  von  mehr  als  0,2  a^  Länge  wird  man  es  Tor- 
ziehen,  JP'  aus  dem  strengen  Wert  des  sphärischen  Excesses  ab- 
zuleiten, der  nach  S.  87  (8)  zu  berechnen  ist;  ebenso  F  ans  Formel  (3) 
S.  84. 

Dadurch  wird  dem  Mifsstand  begegnet,  dafs  die  Glieder  8.  Ord- 


*)  Diese  Formel  stimmt  überein  mit  einer  von  Hansen  in  seinen  GeodäÜKhen 
Untersudiungen  S.  191  oben  angegebenen,  wenn  man  die  Krfimmnngsmafae  ein- 
fahrt, sowie  den  Unterschied  berücksichtigt,  der  zwischen  JP'  und  dem  Hansemdien 
Kugeldreieck  F"  stattfindet,  welches  anf  einer  Engel  Tom  Badins  a^  liegt.  Dieser 
Untertchied  ist  mittelst  unserer  Formel  (16)  leicht  absnleiten. 
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niuig,  welche  Ton  m*  a.  s.  £  herrfibren^  nicht  gegen  die  numerisch 
kleineren  Glieder  vernachlässigt  werden,  die  von  K^  —  K  u.  s.  t  er- 
zeugt werden« 

In  Bezug  auf  die  Ofiltigkeit  obiger  Entwicklungen,  deren  Zu- 
lissigkeit  im  einzelnen  der  Kürze  halber  nicht  überall  betont  ist^ 
bleibt  kein  Zweifel  für  mäfsig  grofse  Werte  der  Seitenlängen.  Der 
Einflufs  der  in  den  Parenthesen  von  (11)  und  (15)  auftretenden 
Glieder  5.  Ordnung,  die  in  erster  Annäherung  den  unterschied  zwi- 
schen genauer  und  sphärischer  Inhaltsberechnung  angeben,  beträgt 
fibr  m  a»  0,1  a^  kaum  eine  Einheit  der  7.  Decimalstelle  des  log  F. 

Der  InkaU  geodätischer  Dreiecke  darf  daher  in  der  Begel  aus  he- 
UMget^  Stiidcen  rein  sphärisch  berechnet  werden,  wenn  nur  der  Kugel- 
radms  nad^  dem  mUUeren  Krümmungsmafs  gewählt  wird. 

§  9.  Die  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  auf  beliebig 
krummen  Oberflächen  ist  das  Hauptziel  von  Oaufs'  Abhandlung: 
Disqnisitiones  generales  circa  superficies  curyas.  Gottingae  1828.*) 
Wenn  wir  die  Formeln  8.  358  u.  359  zur  Reduktion  des  geodätischen 
Dreiecks  auf  ein  sphärisches  oder  ebenes  mit  denselben  Seiten  nur  für 
das  Rotationsellipsoid  nachgewiesen  haben,  so  zeigt  Gaufs  die  All- 
gemeingflltigkeit  dieser  Formeln  (abgesehen  von  unwesentlichen  Unter- 
schieden der  Darstellung)  f&r  jede  Fläche. 

Oaufs  knüpft  nicht  an  das  schiefwinklige  Dreieck  an,  sondern 
er  zerlegt  es  in  2  rechtwinklige  Dreiecke  und  stellt  Differential- 
formeln  ftbr  ein  rechtwinkliges  Dreieck  auf,  dessen  beide  Katheten 
yerinderlich  angenommen  werden,  dergestalt,  dafs  sie  beide  ein  System 
rechtwinkliger  geodätischer  Koordinaten  bilden.  Auf  Formelentwick- 
Imigen  dieser  Art  und  die  Entwicklung  einer  Hilfsyariablen  tl,  die  an 
Stelle  unseres  nt  tritt^  kommen  wir  im  nächsten  Kapitel  bei  der  Be- 
handlung des  Problems  rechtwinkliger  geodätischer  Koordinaten. 

Würde  man  die  Gaufsiache  Methode  der  Zurückf&hrung  des 
Problems  auf  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit 
2  unabhängigen  Variablen  im  Anschlufs  an  unsere  Entwicklungen 
beim  sdiiefwinkligen  Dreieck  anwenden  wollen,  so  hätte  man  zu  bilden 
nach  Fig.  29  S.  348: 

"äf  —  cosC  (1) 

als  partiellen  Differentialquotienten  von  a  nach  b  bei  konstantem 
Ä  und  3U.    Femer  nach  Fig.  30  S.  353: 


^ 


*)  YergL  auch  in  Oarnfs'  Werken  Bd.  4,  8. 841  n.  ff.  die  Ton  Qauf9  Belbst  ver- 
hübb  Aussige  dieser  AbhaodloDg,  mit  einer  fibernohtliehen  Inhaliserklänmg. 


t  9.    Die  Theorie  der  geod&iitchen  Dreiecke.  369 

ala  partiellen  Pi£Fereniialquotienten  yon  a  nach  ^»  bei  konstantem  b. 
Beide  Gleichungen  geben  zusammen  durch  Elimination  der  Variablen 
C  mittelst  der  Relation  cos'  C  -f-  sin*  (7 «»  1  die  Gleichung 

oder;  da  d(a*)  *»  2ada  ist^  wie  man  leicht  findet: 

(^)'  +  (^-)'-4^.  (4) 

Behufs  Integration  wäre  hier  a'  als  Funktion  von  b  und  ^t,,  und 
zwar  versuchsweise  als  Reihe  nach  Potenzen  yon  b  und  nach  Cosinus 
und  Sinus  der  Vielfachen  yon  Tit  einzuführen,  und  es  würden  nach 
der  Methode  der  unbestimmten  Eoefficienten  die  Eoefficienten  dieser 
Reihe  zu  bestimmen  sein.  Die  Formel  für  a^  ersetzt  dann  in  der 
weiteren  Rechnung  den  Cosinussatz  und  gestattet  cos  A  und  cos  A* 
zu  yergleichen. 

Für  ein  ebenes  Dreieck  ergiebt  sich  nun  bekanntlich 

a*  «=  6*  +  c'  —  26c  cos  -4  =  6*  +  c*  —  26c  (cos  Jld cos 3lc  "|-  sin ^t, sin  3lc) 

und  man  erkennt,  dafs  im  allgemeinen  a'  ein  langgestreckter  Aus- 
druck wird,  dafs  also  jedenfalls  eine  ziemlich  umfingliche  Rechnung 
entsteht*,  die  obendrein  über  die  Eonyergenz  der  Resultate  keinen 
Aufschi  ufs  giebt  —  wenigstens  ist  nur  für  unendlich  kleine  Dreiecke 
dieselbe  ohne  weiteres  klar. 

Bei  Gaufs'  Methode  wird  die  Rechnung  dadurch  bequemer,  dafs 
das  variable  Azimut  wegfallt,  und  man  es  nur  mit  2  veränderlichen 
Eatheten,  also  nur  mit  einfachen  Potenzreihen  zu  thun  hat. 

Die  Rechnung  läfst  sich  aber  auch  dadurch  vereinfachen,  dafs 
man  wie  in  Fig.  29  nur  6  als  unabhängige  Variable  einführt, 
Winkel  A  aber  gleich  90^  setzt.  Dieses  sehr  empfehlenswerte  Ver- 
fahren erfordert  die  Integration  eines  Systems  von  3  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen,  welche  auch  nach  der  Methode  der  unbestimm- 
ten Eoefficienten  geschehen  kann.  Hansen  hat  es  angewandt  und 
wir  werden  es  im  nächsten  Paragraphen  ausführlicher  skizzieren. 

Die  von  uns  eingeschlagene  Methode  der  successiven  Annäherung 
dürfte  vielleicht,  obgleich  sie  keineswegs  der  Crau/$ischen  Methode  an 
die  Seite  gestellt  werden  soll,  manchem  Leser  nicht  unwillkommen 
sein,  da  die  Entwicklungen  verhältnismäfsig  einfach  werden  und 
das  Gültigkeitsgebiet  der  Vernachlässigungen  vielleicht  etwas  besser 
als  bei  den  Methoden  von  Gaufs  und  Hansen  zu  überblicken  ist 

Helme rt.  mAthem.  u.  vhytikftL  Theorieen  der  höh.  Oeodfttie.  24 
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Man  kann  auf  diesem  Wege  die  Genauigkeit  der  Reihenentwick- 
lungen auch  noch  weiter  treiben.  Für  VX  wäre  dabei  am  zweck- 
mäfsigsten  der  Ausdruck  (11)  S.  278  anzuwenden^  welcher  2  Ord- 
nungen genauer  ist^  als  der  früher  benutzte.  Nur  eine  Ordnung 
weiter  zu  gehen  würde  wenig  Erfolg  bieten,  weil  för  Entfernungen 
>  0,1  a^j,  um  welche  es  sich  handeln  würde,  die  Konvergenz  der  Reihe 
für  K  nur  gering  ist. 

Wir  übergehen  diese  Entwicklung,  da  geodätische  Dreiecke  von 
mehr  als  0,1  a^  Durchschnittsseitenlänge  immer  vermieden  werden 
können  und  jedenfalls  der  Komplikation  der  Rechnung  halber  auch 
werden  vermieden  werden.  Es  sind  jedoch  diese  Formeln  nach 
Weingarten  und  Hansen  weiterhin  mitgeteilt. 

Gaufs  ging  in  seinen  Formelentwicklungen  nur  eine  Ordnung 
weiter,  was  jedoch,  wie  eben  gezeigt  wurde  und  wie  auch  Hansen  in 
seinen  Geodätischen  Untersuchungen  durch  Betrachtung  der  Endformeln 
genau  erörtert  hat^  wenig  Gewinn  bietet. 

Hier  ist  zunächst  noch  der  Abhandlung  von  Christoffel:  All- 
gemeine Theorie  der  geodätischen  Dreiecke.  Berlin  1868  (Abh.  der  Kön. 
Akad.  der  Wiss.),  als  derjenigen  Arbeit  zu  gedenken,  welche  die 
Theorie  des  schiefwinkligen  geodätischen  Dreiecks  in  direkter  Weise 
behandelt  Wie  Gaufs  begründet  Christoffel  die  Theorie  der  geodäti- 
schen Linie  mittelst  der  Variationsrechnung.  Er  beweist  damit 
namentlich  zuerst,  dafs  bei  einer  Drehung  die  Kürzeste  imm^r  normal 
zur  Bahn  des  bewegten  Endpunktes  steht  und  dafs  für  geodätisclie 
Polarkoordinaten  die  Formel  (5)  S.  348  besteht. 

Nun  werden  die  Differeniialformeln  im  Dreieck  aufgestellt,  deren 
Integrabilitatsbedingungen  (vergl.  S.  74  die  Entwicklung  der  For- 
mel (10))  alsdann  unter  andern  zu  den  fundamentalen  Eigenschaften 
der  reduzierten  Länge  führen:  Gleichheit  für  Drehung  um  beide  End- 
punkte, sowie  Erfüllung  der  Differentialgleichung  (6)  S.  275. 

Eine  Litegration  der  Differentialformeln  wii;d  nicht  ausgeführt^  da- 
gegen werden  weitere  Folgerungen  im  Gebiete  der  Klassifikation  der 
Flächen  gezogen. 

§  10.  Höhere  Glieder  In  den  Formeln  znr  Berechnung 
geodätischer  Dreiecke.  Am  unmittelbarsten  an  Gaufs'  Entwicklungen 
schliefsen  sich  diejenigen  von  Weingarten  an  (Astronom.  Nachr.  1869 
Bd.  73  Nr.  1733  S.  65  und  1870  Bd.  75  Nr.  1782  S.  91;  auch  im 
2.  Heft  der  Schrift:  Wissenschaftliche  Begründung  der  Bechnungs- 
methoden  des  ZentrcUbureaus  der  Europäischen  Gradmessung).  Er 
findet: 
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e  — 

jnSek. 


^  {K-\-[(smß,-Bmß,)*+(nmß,-Binß,y  +  ismß,-smß,y]j 

ff  F  j  ^ 


>  • 


(1) 


Hierzu  ist  die  Fläche  F  des  geodätischen  Dreiecks  nach  §  7  (8) 
bis  (11)  S.  365  oder  (15)  und  (16)  S.  367  zu  berechnen,  event.  unter 
teilweiser  Benutzung  der  Formeln  (8)  S.  87  und  (3).  S.  84  für  den 
sphärischen  Teil  der  Rechnung. 

Nach  Weingartens  Entwicklungen  findet  man  ferner  zur  Reduk- 
tion auf  das  ebene  Dreieck  (unter  Ergänzung  des  TPh'n^ar^schen 
Ausdrucks  um  das  von  n^  und  m^  abhängende  Glied;  vergl.  S.  93): 

SK+K^    ,   m'— g«^,    ,   q^,    ,    20(n^-a*)  ~  8m«(m«-a«)         ] 
~^         T-    eooo«    ^^"r^^>'"1  30240 ao'  | 


12 


a  Sek.  "" 


£ 


+ 


•2(8in/Ji  -  sin/Jj)«  +  2(8m/J,  -  sin/J,)* 
+  (sinft  —  sin/S,)* 


80 


^^.        Sin»/}, H ^    ^r 8"»» ft 

,    o«  +  266'4-6c*    .   ,o 
+       ^    ^.      Sin*^, 


720 


+  GI 


6 


(2^ 


Zieht  man  hiervon  y  beiderseits  ab,  rechter  Hand  nach  Mafs- 
gabe  der  obigen  Formel,  so  ergiebt  sich: 

K.-'K  ,   w«-a«    ^    I    o^tN    ,    20 (n* -g^)- 8 m«(m«~a«) 


60  g 


S0240g. 


A^Ä*^{+q'\ 


+ 


in  Sek. 


8 

in  Sek. 


«0 


■(8i^/J^  —  Binß^y  +  (sin/J,  —  sin/Ji)^  ^, 
-  2(8inft  ^  sin/J,)«  J  '^ 

14l»*  — So*    .    «a 
ÜT 8"»*/}, 

«0 


(3) 


+ 


+  GI, 


6 


Aus  diesem  Ausdrucke  folgen  diejenigen  fttr  B — B*  und  C—C* 
durch  cjklische  Yertauschung  der  auf  die  3  Ecken  bezüglichen  Symbole. 

Man  darf  in  diesen  Formeln  anstatt  der  reduzierten  Breiten  ß 
auch  die  geographischen  Breiten  B  anwenden. 

Hansen  ging  1865  in  seinen   Geodätischen  Untersuchungen,   wie 
bereits   erwähnt,   nicht  yon   der  Gau/Aschen  partiellen   Diflferential- 

9A* 
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gleichung  mit  2  unabhängigen  Variablen  (den  beiden  Katheten  des 
rechtwinkligen  Dreiecks)  aus,  sondern  verfuhr  in  folgender  Weise, 
wenn  wir  an  Fig.  29  S.  348  anknüpfen  (vergl.  bei  Hansen  a.  a.  0. 
S.  137,  153  und  155  u.  ff.;  daselbst  ist  mit  6,  %  ^  bezeichnet,  was 
hier  c^  B,  C  heifst). 
Es  ist: 

da  «=       dbcosC 

madB  =       db  sin  C 


dC ^dB. 

da 


(4) 


Dieses  System  wird  mit  Hilfe  der  Identitäten  d{a  sin  (7)  >=  sin  Cda 
+  a  cos  CdC  und  d{a  cos  C)  =  cos  Cda  —  a  sin  CdC  übergeführt  in 
das  neue  und  vorteilhaftere: 


diaBinC)  /  ailla\  dB         ^ 

d(a  008  C)         ^  /  dma\  dB    .    ^ 

d(B  +  C)  /.  _  dma\  dB 

db        '^  V        da)  db' 


(5) 


Wie  wir  sogleich  sehen  werden,  kommt  es  nun  darauf  an,  a  sin  B 
und  a  cos  B  kennen  zu  lernen  (auf  welche  Unbekannte  hin  zu  gleichem 
Zwecke  auch  Oaufs  operiert).  Hansen  setzt  daher  für  a  sin  B,  a  cos  B 
und  jB  -{-  C  Reihen  mit  unbestimmten  Eoefßcienten,  geordnet  nach 
Potenzen  von  b,  und  geht  dann  mittelst  der  dritten  der  Reihen  von 
den  ersten  beiden  Ausdrücken  zu  a  sin  C  und  a  cos  C  über,  wobei 
die  Rechnung  am  einfachsten  wird,  wenn  Winkel  Ä  gleich  90^,  also 
in  1.  Annäherung  B  +  C^90^  ist 

Aus  a  sin  (7  und  a  cos  C  folgen  andere  Funktionen  von  a  und  C, 

die  in  Uta  und  -^ —  vorkommen.    Werden  nun  alle  diese  Ausdrücke 

oa 

in  obiges  System  eingesetzt,  so  müssen  die  Gleichungen  identisch 
erfüllt  sein  d.  h.  die  Eoef&cienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  b 
müssen  einzeln  verschwinden.  Aus  diesen  Bedingungen  folgen  end- 
lich die  unbekannten  Eoefficienten  in  den  angenommenen  Ausdrücken 
für  a  sin  B,  a  cos  B  und  B  -{-  C.    (Bei  Hansen  a.  a.  0.  S.  159.) 

Wendet  man  sie  an  auf  2  rechtwinklige  Dreiecke  ABC^  und 
ABC^y  die  A  und  B  gemeinsam  haben,  so  folgt  für  das  schiefwinklige 
Dreieck  BCy^G^  leicht  a^a^  cos  {B^  —  B^  aus  a^  cos  B^  .  a^  cos  B^ 
+  a^  sin  B^ .  o,  sin  B^ ,  in  Potenzen  von  a^ ,  o,  und  \  —  6^;  ^*  ^'  ™^^ 
erhält  cos  {B^  —  B^),  den  Cosinus  eines  Winkels  des  schiefwinkligen 
Dreiecks,   durch  die  3  Seiten  dargestellt   und  kann   ihn  direkt  mit 
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dem  Cosinus  des  entsprechenden  Winkels  im   ebenen  Dreieck   ver- 
gleichen. 

Nach  S.  188  und  189  a.  a.  0.  findet  Hansen: 


in  S«k.        ^0 


1  +  (cos  2/Ji  +  COS  2/3,  +  COS  2/J3) 


8 


+ 


+  (cos* 2 /Ji  +  cos«  2/J,  +  cos* 2/J,  —  1)  -i- 

r-ua»+.^.  +  «c.  ^^^ 2^^  ^  ToM:^ 80^  ^^^ 2^^ 

+  ^-'-y+''cos2fe 


360 


rsm"    .   a^        o  ^*co8'3U+c»co8*3Cc  — 6ccoß;3Uco85lc        i/,1«" 

-  L  V" ''°  ^^  "  ^ V ''''  ^^J  '6- 

+    -  -^-^-3 *  Cös3i6  H — r^- —  c  cos3lc  -T^  sm  2/5i  +  GL 


(6) 


Ä—A* 

in  Sek. 


,,  F 

»0 


(2  COS  2ft  +  cos  2  ft  +  cos  2ß^) 


2e«  +  e* 

24 


+  (2co8*  2ß,  +  cos«2ft  +  cos«2ft  -  |)  ^ 

—  68o«  +  54&*+64c« 


+ 


öo' 


COS  2/3^ 


4320 


,    lla«  +  236«  +  81c' ^^^  ^  . 

H ^i COS  2/3, 

,     na«  +  31&«  +  23c«  Q^ 

+  «0*  COS  2/33 

a«  +  26»  +  2c«      .   j^ 

^«    sm«  ß. 


-1 C0S«/3, 


30 


r-      y.S 


+ 


a*  +  ll6*  — 2c*   ,  ^ 

— ' — — i 0  COS  ;^6 

o«  — 26»  +  llc«  ^ 

H -x' C  COS  A 


€' 


135 


sin2/3i  +  G/, 
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(7) 


m'  —  o' 


a   ~r      Äfty.  «     "r 


60  a. 


20  (n*  -  g*)  —  3  m«  (m«  -  g«) 
3024000* 


'-g«  +  26«  +  2c«         Oi»     i    2g«4-6*  +  2c«         ^^■ 

— ?- — -^ —  COS  2ß,  H ^^^^ —  COS  2/3, 


ttr 


,    2g«  +  26«  +  c«  ^^ 

H \.  »  COS  2/3, 


Or 
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ITaitöen  giebt  nur  den  ersten  Teil  des  Ausdrucks  für  ^  —  ^^ 
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als  Reduktion  von  Ä  auf  den  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  mit 
gleichen  Seiten  auf  einer  Kugel  vom  Radius  %.  Wir  fügten  dazu 
die  Reduktion  aufs  ebene  Dreieck  mit  Benutzung  von  &  93  {4\ 
worin  s  durch  F^^ :  a^  zu  ersetzen  war,  wenn  F^^  der  Inhalt  des 
sphärischen  Dreiecks  ist,  dessen  Beziehung  zu  F  Hansen  a.  a.  0. 
S.  191  angiebt  (vergl.  die  Anm.  zu  S.  367). 

Die  Formeln  für  J5  —  B*  und  C  —  C*  findet  man  aus  der  obi- 
<:^en  für^ — A*  durch  Vertauschung  der  Ecken;  aufserdem  ^ehi Hansen 
noch  Ausdrücke^  um  für  alle  3  Reduktionen  dieselben  2  Azimute  an- 
wenden zu  können. 

Wir  wandeln  die  obigen  beiden  Formeln  noch  etwas  um.  Nach 
S.  59  hat  man  leicht: 

ü^i  =  l  +  (^*  +  Y^)^^«2^,  +  |e*(3cos«2^,-  l)  +  GJe  (8) 

und  entsprechend  für  K^  und  K^.  Hiermit  findet  man  sofort  als 
Wert  der  1.  Zeile  in  b  den  Betrag  K^  d.  i.  das  arithinetische  Mittel 
von  K^  y  K^  und  K^ . 

Femer  hat  man  hiermit: 

K^-^K^^^  (cos  2ft  —  cos  2/5i)  +  GZ^, 
was  aber  nach  S.  355  (9)  auch  gleich  dem  nachstehenden  Betrag  ist: 

Z,  —  JSTi  =  2c*  sin  2ß^  —  cos  Äc  +  Oh  • 
Durch  Gleichsetzung  beider  Werte  ergiebt  sich: 

c*  (cos  2/J,  —  cos  2/Si)  —  2c*  sin  2ß^  —  cos  %c  +  Gl^  •         (9) 

Ebenso  ist: 

c*  (cos  2/53  -  cos  2/Ji)  —  2c«  sin  2/Ji  —  cos  31*  +  G^ .       (10) 

Mit  Hilfe  beider  Formeln  lafst  sich  die  2.  Zeile  im  obigen  Aus- 
druck für  B  auf  die  Form  der  letzten  Zeile  daselbst  bringen  und 
man  erhält: 

^^^I^-Lv"''^^"^ V cosftj-g- 

\     +  L        a> 6co83l6  H j^r- — ccosX]  ^  sm  2/3i  +  GJ«  • . 

In  derselben  Weise  findet  sich  ohne  Schwierigkeit: 


(11) 
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(  3K  +  K,    ^  m^-a^^    i   o^\    i   20(n*~  a*)~3m«(m«~a«)  ^ 
12  f"    60ao"   ^^^'T-^^J-r  80240V 


Ä—Ä* 

in  8«k. 


8m*  —  8a'     .  , 


<h' 


sm'ft 


36*  C08*;X6  +  3c*  C0ft*;2(c  —  2&CC08;2(6  COS^lc 


<h' 


C08'/J, 


80 


r-       /.t 


+ 


— 5 6  cos  Ab 

,    a*  — 76*  + 61c*  ^ 

J -1 C  cos  3lc 

«0 


720 


sm2  ß^  +  Gl^. 


(12) 


Führt  man  hier  noch  -r-  ein  mit  Hilfe  des  vorhergehenden  Aus- 

s 

drucks  (11)  für  s,  so  wird  schliefslich  erhalten: 


^-A*'-T  +  (f"& 


^t-^+  i?l=4l  (1  _|_ 2c» -  6c» 8in»ft) 


18 


60  a. 


•+ 


20(n*  —  a*)  —  8m*(m*  —  a*) 


80240ao* 


6*co8*3U  +  c*co8*3l«  —  46c  co83k  co83l< 


in  Sek.  3 

in  Sek. 


90a^* 


6*C08*/Ji 


p  _  19a* +  6*  + 18c* 


+ 


6  cos  ^6 


+ 


—  19a*+186*  +  c* 
V 


ccosX 


720 


sm2ßi  + Gl,. 


(13) 


In  diesen  Formeln  (11)  und  (13)  darf  man  ebenfalls  die  geo- 
graphischen Breiten  B  anstatt  der  reduzierten  Breiten  ß  anwenden. 

§  11.  Fortsetzung.  Yergleiehung  der  höheren  Glieder  nach 
Hansen  und  Weingarten.  Um  die  im  Vorhergehenden  nach  beiden 
Autoren  angesetzten  Formeln  zu  vergleichen,  setzen  wir  im  Anschlufs 
an  Fig.  19  S.  225  mittelst  des  sphärischen  Hilfsdreiecks,  welches 
der  geodätischen  Linie  ÄB^=^c  zugeordnet  ist: 

sin  /Sg  =  sin  ß^  cos  zi^)  —  cos  ß^  sin  jd(p  cos  3lc  • 

Da  nach  S.  223  (9)  aber  ^(p  gleich 1-  Gl^  ist,  hat  man  hieraus 

sofort: 

sin  ß^  =  sin  ß^ cos  Ac  cos  ß^  —  -^--5-  sin  ft  +  öt  •        (1) 

Oft  Z  dn 


Entsprechend  ist: 


7i  l»J 

sin  /J3  =  sin  ßi  —  —  cos  Zb  cos  ß^  —  -^^^  sin  ß^  +  Gl^ 


ttr 


2ar 


(2) 


und  durch  Subtraktion  beider  Gleichungen: 


376  8.  Kapitel.    Das  geod&üsche  Dreieck;  Dreiecksnetse. 


i 


sin  /),  —  sin  /),  = 


(-  -  cos  31» —  cos  3lc)  cos  ßi 

"^  *^  ^  (3) 


Hieraus  folgt  nun  ohne  Schwierigkeit  weiter: 

[(sin  ft  -  sin  ß,y  +  (sin  A  -  sin  ft)»  +  (sin  ft  -  sin  ß,)*]  ^ 
5'cog*3b  +  c*cog*3k--  6cco83bcog3Ctf    •       2/1 

+  [     ^,      6 cos 31»  H ir*"^^^'*^!^  ®"^2ft  +  G/e) 


sowie: 


=  2^,  c*8in*/Ji  —  [^-J^  *  COS  3l6  +  ^-^  c  cos  3lc]  Yä  sin  2/Ji  +  G/g . 

Subtrahiert  man  beide  Gleichungen  Seite  fQr  Seite^  so  ersieht 
man  bald;  dafs  die  Ausdrücke  für  €  nach  (1)  S.  371  und  (11) 
S.  374  identisch  sind  bis  auf  die  überhaupt  vernachlässigten  Glieder 
8.  Ordnung. 

Femer  erhält  man  aus  den  Formeln  (1)  bis  (3): 
[(sin  ß,  -  sin  A)»  -  2  (sin  ft  -  sin  ft)»  +  (sin  ft  -  sin  ft)«]  ^ 

6*co»'3b+c*co8*3Ctf  — 46cco83bcoB3Ctf  ^      ^^ 

+  L -^f- —  &  COS  31»  H —^ —  c  cos  3lcJ^  sm  2ft  +  Gl^ 

sowie : 

5T 8"»»/J|  + ^T (8m»A  +  8in»A)J  j^ 


—  ^ÖV"    ^'^*"' V (Jcos3l6+ccos3lc)^8in2/Ji  +  ß^. 

Hiermit  ersieht  man  leicht;  dafs  die  Formeln  (3)  S.  371  und 
(13)  S.  375  bis  auf  Glieder  8.  Ordnung  ebenfalls  identisch  sind. 

Für  die  Anwendung  sind  die  Formeln  (1)  und  (3)  S.  371  ebenso 
bequem  als  (11)  und  (13)  S.  374  u.  375. 

Es  ist  aber  einleuchtend;  dafs  an  der  Grenze  der  Anwendbarkeit 
vorstehender  Formeln  die  verschiedenen  Modifikationen  merklich  ver- 
schiedene Resultate  geben  können.    Dies  ist  in  der  That  fOr  einen 
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Betrag  der  mittleren  Seitenlängen  m  <»  0^3 a^  der  Fall;  verschieden 
modificierte  Formeln  für  den  Excefs  zeigen  hier  Differenzen  bis  zu 
ca.  0,2". 

Hansen  ist  es  gelangen ,  bei  gleicher  analytischer  Genauigkeit 
eine  solche  Modifikation  zu  finden  ^  die  auch  für  m  =>0,3aQ  noch  in 
den  Hundertstelsekunden  sicher  ist.  Er  bedient  sich  dabei  der 
Erümmungsmafse  gewisser  Hilfspunkte  aufser  denjenigen  der  Ecken, 
ein  Verfahren^  welches  auch  1868  Schering^  jedoch  unter  Beschränkung 
auf  geringere  analytische  Genauigkeit,  eingeschlagen  hat 

Hierüber  ist  zu  vergleichen  die  Mitteilung  Hansens:  Beflexionen 
über  die  Beduktion  der  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  u.  s.  £ 
in  den  Berichten  über  die  Yerhandl.  der  Ges.  der  Wiss.  zu  I^ieipzig, 
matL-physik.  Klasse,  1869,  S.  139. 

Ausführlicher  mit  Beispielen  (die  an  die  in  den  Geodätischen 
Untersuchtmgen  8.  191  u.  ff.  gegebenen  anknüpfen)  im  Supplement  jbu 
der  1^  Geodätische  Untersuchungen  €  benannten  Abhandlung  etc.  in  den 
Abhandlungen  derselben  Gesellschaft  von  1869,  Bd.  9,  Nr.  HI. 

Vergleiche  auch  eine  übersichtliche  Besprechung  in  der  Viertel- 
jahrsschrift der  Astronom.  Ges.  1870,  Bd.  5,  S.  222,  sowie  einige 
Bemerkungen  in  Bd.  13,  1878,  S.  79. 

Wir  dürfen  uns  hier  darauf  beschränken,  eines  der  von  Hansen 
für  sehr  grofse  Dreiecke  berechneten  Beispiele  auf  die  oben  angege- 
benen Formeln  anzuwenden.  Man  wird  dadurch  zugleich  hinlänglich 
erkennen,  dafs  bei  tn  ^  0,2 Oq  diese  Formeln  'in  jeder  Modifikation 
ausreichen  und  jedenfalls  genügen,  um  die  früher  von  uns  färm^O,lao 
entwickelten  einfacheren  Formeln   nach  ihren  Fehlern  zu  beurteilen. 

§  12.   Zahlenbeispiel  zu  Hansens  und  Weingartens  Formeln. 

In  seinen  Geodätischen  Untersuchungen  S.  199  und  insbesondere  in 
dem  Supplement  S.  348  giebt  Hansen  folgendes  Dreieck,  nach  den 
strengen  Formeln  für  geodätische  Linien  (welche  Formeln  denen 
unseres  5.  Kapitels  entsprechen)  berechnet: 


A 

ft  =  15»  14'  30,0318" 

«"  "  =  70351,4184 

^       «0             ' 

3Ct=  32»  18' 53,2155"=  X 

B 

ft  =  o 

n"  *  =  64800 

^       «0 

«c  «  148«       «a  —  90» 

C 

ft-0 

q"   *  =  64800 

«a  =  270»       «*  — 212«. 

Die  ältere  Rechnung  Hansens  in  den  Geodätischen  Untersuchungen 
stimmt  mit  diesen  dem  Supplement  entnommenen  Angaben  im  wesent- 
lichen überein;  wir  haben  deshalb  nicht  nachgerechnet.  Der  Excefs 
ist  nach  diesen  Zahlen  gleich 

e  =  9466,4310". 
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Berechnet  man  femer  zu  den  linearen  Langen  70351, 4184, 
64800  und  64800  der  3  Seiten  die  zugehörigen  Winkel  des  ebenen 
Dreiecks  nach  bekannten  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie,  so  folgt: 

A*'^  66«  45' 13,2493" 

^  —  57     7  23,3754 

C*  -3  57     7  23,3754 

Summa  =  180    0    0,0001  . 

Da  man  nun  f&r  das  geo^tische  Dreieck  hat: 

A  =  66»  37'  46,4310" 
.B  — 58» 
C  =  58», 


so  ist: 


A  —  A*'='  3153,1817"  —  y  ~  ^^^^ 

B-B*'^  3156,6246  —  -J  +  1,1476 

0  -  C*  «=  3156,6246  —  -J-^-  1,1476 


Summa  —  9466,4309 . 


Zugleich  folgt 


q"  ^  —  3,9675889.6 . 

'•0 


Behufs  Anwendung  der  Formeln  des  §  10  haben  wir  zunächst 
nach  S.  59: 

log  Kl  =  9,9970916.4—10  —  41ogfi;i  —  0,0025051.0 

Kl  —  1,00578487  . 

2E,-j:,-l:(l-e»)-l  +  (J. 

also  nach  S.  38: 

JS:,=-ir,  =  1,00671922 


X=  -1  +K,  +  K,  __  1  0Q640777 . 

9 


Man  erhält  femer: 


6« 


0,1163311 
0,0986961 
0,0986960 


=  0,1045744 


«.• 


m«-o« 


m'  — 6« 


m«  — c« 


-0,0117567 
+  0,0058783 


.-i f.  0,0058783 


—.  =  0,013533 
-^  —  0,009741 
4  —  0,009741 


—«  —  0,011005 


n*  —  a* 
H*  —  b* 


=  -  0,002528 
=  +  0,001264 
=  +  0,001264 
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Nach  Formel  (16)  S.  367  hat  man  jetzt: 

log  F'  =  log  F*  +  0,0057133.9  +  0,0000427.2, 


also  ist: 


log  p"  Z!  =  3,9733450.7  . 


fl^o 


Wegen  der  bedeutenden  Gröfse  des  Dreiecks  ist  dieser  Betrag  etwas 
zu  klein,  wie  die  nachfolgende  strenge  Rechnung  zeigt. 

Man  hat  zunächst  YE^  1,00319878  und  hiermit  als  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  f : 


p"  A  Yk—  70576,4569"  —  19«  36'  16,4569' 

0 


(f"  -  V^=  65007,2809  =18     3  27,2809 


«0 


ff"  -  vT  =  65007,2809   =18     3  27,2809 . 


»0 


Hiermit  folgt  nach  (8)  S.  87: 

log  tan  ^  =  8,05965349—10        log  -J  =  8,0596344.-3- 10 

log  e'  ="  8,6616944.3-10, 

wobei  B*  als  Arcus   zu  verstehen  ist.    Subtrahiert   man   log  K  und 
addiert  log  p",  so  ergiebt  sich  sofort: 

log  q"  ^  =•  3,9733455.8  . 
Um  auf  F  zu  kommen,  berechnen  wir  noch: 

^!^^f^  {K,  —  K) 0,0118.  (—  0,00062)  —  +  0,0000073  \ 

"*'  "^  (iE,  —  jq  =  +  0,0059.  (+  0,00031)  —  +  18 


«0 

m'  — c« 


-r^  (Ä,  -  JQ  =  +  0,0059.  (+  0,00031)=  + 


18 


+  0,0000109. 
Das  giebt  als  Zuwachs  im  Logarithmus  nach  8.  367  (15): 

+  JlfM^_  + 0,0000000.4; 
es  wird  daher: 

log  f"  —^  =  3,9733456.2- 10 . 

«0 
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k 


Formd  (1)  8.  371  giebi  nunmehr  zar  Berechnung  von  c: 


log  p'-^-S:— 3,9761196.0 


(f'^K—  9464,978"' 


Es  ist  aber  sin  ß,  —  sin  ft  —  0,     log  c»  ^^  -=  5,88582-10, 
daher  wird: 

p"i;[(8inA-sinA)«+(sinÄ-9in/},)»+(8inft-8inA)«]J-  +  1,446- 
Femer  ist: 

Diese  drei  Glieder  geben  zusammen  «  -»  9466,353" 

fehlerhaft  um  -J-  0,078  . 

Rechnet  man  mit  der  geographischen  Breite  JB^  <»  15^  17'  25,46'^, 
80  folgt  für  das  2.  und  3.  Glied  bezw.  +  1,455  —  0,072  und  damit 

6  =  9466,361" 

fehlerhaft  um  -f-  0,070  • 

Formd  (6)  S.  359  giebt  e  =  9340,346  +  122,877  —  9463,223" 

fehlerhaft  um  -f-  3,208  . 

Der  Fehler  vermindert  sich  etwas  durch  streng  sphärische  Rechnung, 
wonach  sich  findet: 


log  e'  =  log  q"  — ,  ir=  3,9761195.6  und  damit  b'  =  9464,977" 

fthlMTluft  nm  -|-  1,458  . 

Formel  (3)  S.  371  giebt 

für  ^  -  ^*: 


^\^  ^  =  -  0,00005191 


+  =kT4^  (1  +  2c«) 


60  a 


+ 


n*—a* 


+ 


1612  a,* 

m*  (m*  —  o*) 
10080  Oo* 

«*  ain>  p, 


46 

14m*  —  8a* 
240  a,* 


+ 

+ 


c»  sin«  /Ji  =  — 


19856 

17 

12 

1025 

103 


Samma  —  —  0,00024130 
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für  JB  — JB*undC— (?♦: 
K^  —  K 


12 


+  0,00002596 


+ 


60a^' 


*'*'""^'(l^-2€*)  — +  9928 

=  +  8 

=  ~  6 


+ 


1512  Oo^ 
m«  (m"  —  h*) 


10080  Oo^ 

_  e'  sin«  ft  _ 

90  "^ 

—  6m  +  86'«    «o/,  , 

240l' -  ^   "°  ^>  -  + 


513 
52 


Summa  »  +  0;00012065. 
Diese  Zahlen  sind  mit  q"  —i  zu  multiplizieren.    Es  folgt  dann: 


^  — ^' 


8 


—  2,269" 


jB  —  J?*  —  C—  C*  =  4  +  U34' 


3 


fehUrhaft  um      —  0,026 


fehlerhaft  um     -|-  0,014. 


Führt  man  -^  nach  Formel  (1),  wie  oben  erhalten,  gleich  3155,451 
ein,  so  wird: 

A-A^~  3153,182"        B-B*  =  C—C^  =  3156,585" 


fehlerhaft  nm     0,000 


fehlerhaft  um   -|-  0,040. 


Die  Formeln  (6)  S.  359  führen  zu  folgenden  Zahlen: 


12 


60  Oo 


-  0,00005191 


=  +  0,00002596 


f-  iC«  =  -  0,00019846 


Summa  =  —  0,00026037 


JT,  —  JC       _ 

12 

%p^  JS:^  =  +  0,00009923 
Summa  =  +  0,00012519. 


Dieses  mit  p"—|  multipliziert,  ergiebt: 


A^A 


I  -  2,323" 


fehlerhaft  um    -[-  0,028 


B-B*  =  C—  C*  =  -|-+  1,162" 

fehlerhaft  wn     —  0,014; 


es  sind  also  hier  die  Resultate  ebenso  genau  wie  bei  der  strengeren 
Rechnung.  Wir  werden  weiterhin  sehen,  dafs  die  Formeln  (6)  S.  359 
in  der  That  für  sehr  grofse  Dreiecke  noch  ausreichen,  wenn  nur  s 
nach  einer  strengeren  Formel  berechnet  wird. 


V 
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Formel  (11)  S.  374  giebt  für  den  Excefs: 


q'—,K=    9464,978"^ 
log(^8iii»A)=5,38236-10und-(,"|;.^;8in»  A  =  -      0,227 
+  9"—*-^  C08»  X  '  Y  «08*  ßi  =  [0,13768]  -=  +      1,373 

+  p"  ZI .  iüf  6  C08  »6  ~  sin  2  /?!  -=  [0,9645  -  10]   =  +      0,442* 


e  -=     9466,566" 

fehlttrhAlt  um    —  0.135. 

Die  EinfQhrung  der  geographischen  Breite  B^  ändert  das  Resultat 
nicht  merklich,  dagegen  kommt  ein  anderer  Wert  heraus,  wenn  man 
in  Formel  (11)  die  Ecken  cyklisch  vertauscht  d.  h.  alles  was  sich 
daselbst  auf  Ecke  Ä  und  ihre  Nachbarseiten  bezieht,  auf  Ecke  B 
oder  C  und  deren  Nachbarseiten  bezieht  Man  erhält  z.  B.  für  Ecke  C, 
da  aufser  dem  Hauptglied  di^  andern  Glieder  bis  auf  eines  ver- 
schwinden: 


q'—,K^  9464,978' 

F  6«co8«212«  4-  a* 008«  270®  —  ah  C08212«  C08270«    c*  -   .q- 

Q   —  r ~  s.  1,485 


// 


s  =  9466,463" 

felüerhaft  um    —  0,032. 

Dieser  Wert  resultiert  auch,  wenn  man  von  Ecke  B  ausgeht 

Das  arithmetische  Mittel  der  3  Werte  von  €  mit  Ecke  A,  B  und  C 
als  Ausgang  führt  zu  dem  Werte: 

a  —  9466,497" 

fehlerhaft  am    —  0,066. 

Das  Mittel  dieses  Uteten  Wertes  und  des  Wertes  aiis  Formel  (1) 
8.  371  endlich  giebt: 

£  =  9466,425"  bezw.  429" 

fahlarhaft  um    -f  0,006  -f  0,002 

je  nachdem  man  mit  reduzierter  oder  geographischer  Breite  rechnet. 

Nach  Hansens  Bemerkungen  in  der  Abhandlung  Reflexionen 
etc.  S.  142  und  143  mufs  man  annehmen,  dafs  überhaupt  in  allen 
Fällen  das  soeben  gebildete  Ifittel  besonders  genau  ist,  indem  es  ver- 
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mutlich  die  numerisch  beträchtlichsten  der  höheren  Glieder  mit  ein- 
schliefät. 

Formel  (13)  S.  375  giebt: 

für  A  —  Ä*: 
K\  -  K 


12 


=  -  0,00005191 


w*  —  a' 


+  ^=^Hi7T^;-(l  +  2e*-6c»8m»/3.)=- 


+ 


60  n^, 

20  (n*  —  a*)  —  8  m'  (»»•  —  a*) 


30240a,« 


+ 


h*  COS*  Zb     •         2  a 
— — — 1—  C*  COS^  p. 


•=  + 


-  19a»  +  14fc»  'S  j    •   gfl 

-  uünT» ^  COS  31» e*  Sin*  /3,    =  — 


300  a 


19803 
5 

973 
207 


Summa  =  —  0,00024233 


für  B  —  B*  und  C 
K^  —  K 

12 


=  +  0,00002596 


+ 


60 1 


20  (n*  —  6«)  —  8  m'  (♦»*  —  b*) 
30240  ff/ 

6'co8*212''   , 

00a.«      * 

letztes  Glied 


+ 


=  + 


9928 

2 

526 
0 


Summa=  +  0,00012000. 


F 


Diese  Eoefficienten  geben  mit  q"  — j  multipliziert: 


^  -  A»  =  4  _  2,279"       5  —  5*  =  C-C*  =  -^+  1,129". 

Infolge  des  Einflusses  höherer  Glieder  ist  die  Summe  von 

-  2,279  +  1,129  +  1,129 

nicht  null,  sondern  —  0,021.  Korrigiert  man  diese  Zahlen  entsprechend 
um  +  0,007,  so  wird 

^  -  ^*  =  -1  -  2,272"        B_J?*  =  C—  C*  =  -f+  1,136" 


fehlerhaft  am    —  0,023 


fehlerhaft  um    -{-  0,012. 


Nimmt  man     -  =  3155,499",  entsprechend  dem  Mittelwerte  der 
3  Berechnungen  nach  Formel  (11)  S.  374,  so  wird  erhalten: 
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A-  A*  =  3153,227"        B  —  B*  —  C  —  0*  —  3156,635" 

fehleihaft  am   —  0,045  f«hl«r]ubft  um    —  0,010. 

Verbinden  wir  aber  die  Mittelwerte  der  Ergebnisse  von  (3)  und  (13): 

^  -  ^*  —  I  -  2,271"        J?  —  5*  —  C—  C  —  y+  1,135" 

mit  dem  Mittelwert  der  Ergebnisse  von  (1)  und  (11),  d.  h.  mit 
s  =  9466,425",  so  folgt: 

A-A*  =  3153,204"        B  -  V*  =  C—C*  =  3156,610" 

fehlerhaft  um    —  0,022  fehlerhaft  um    -f-  0,015. 

§  13.   Maximalbetrftge  der  Glieder  6.  und  7.  Ordnung.    Die 

Formeln  des  §  10  gestatten  die  Beantwortung  der  Frage,  wie  lange 
es  zulässig  ist,  die  Glieder  6.  und  7.  Ordnung  bei  Berechnung  der 
Reduktionen  ^  —  ^*  u.  s.  f.  zu  yemachlässigen,  also  die  Formeln  (6) 
S.  359  zu  benutzen. 

Wenden   wir  uns  zunächst   zu  dem  Excefs  £,   so   kommen  die 
folgenden  Formeln  in  betracht.    Einerseits  nach  S.  359  (6): 

*  =  p"^(jr+3^iP  +  Gi,).  (1) 

in  Sek.  «0     ^  °  «*o  ^ 

Andererseits  nach  S.  374  (11)  und  S.  367  (15)  und  (16),  wobei  wir 
aber  im  letzteren  Falle  die  logarithmische  Formel  durch  die  direkte 
Formel  nach  S.  93  (2)  ersetzen: 


Q   -'^ 


in  Sek.  ^o 


(  T^r        fSw"     .    9o  c%^^  COS* Tib  +  C^GOi^Xc  —  hcCOsTibCOB  Tic  «/.Ic* 

+  1    ^. bcosX-] --^ — ccos^lcj  j2  sm»/J,  +  Gl^ 


(2) 


(m'-a')(g.-X)+(m«-6')(J£.-.g)+(m»-c')(ir,-jq   ,    ^, 

H ijöv ^     •' 

Die  Formel  (2)  geht  in  (1)  über,  wenn  man  in  (3)  das  3.  und  4.  Glied 
der  Parenthese  und  in  (2)  sämtliche  Glieder  bis  aufs  erste  d.  i.  K 
Ternachlässigt. 

Das  3.  Glied  in  (3): 

9  ^«-2405:'-^  W 


(3) 
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hat  seiuen  Maximalwert  im  gleichseitigea  Dreieck.    Wie  schon  S.  95 
berechnet,  beträgt  es  für  m  =  n  =  0,1  a^: 

0,0015".  (5) 

Man    kann    daher    für   Dreiecke    mit   m^0,la3   das    3.    Glied    der 
Formel  (3)  unbedenklich  fortlassen. 

Dies  gilt  in  noch  höherem  Mafse  für  das  4.  Glied  dieser  Formel: 
p_ ^^^, -(G) 

Wir   untersuchen   dessen  Maximum  für  konstantes  m  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedingungen  (3)  und  (6)  S.  360,  nämlich: 


F*2  = 

16 


~  (Ga^m'  -  3a*  —  (&*  —  c^)      ] 

3m«  =  a«  +  6«  +  c«  '  0) 

a«  =  t«  +  c«  —  26c  cos  (^6  -  :31c)  +  a^^Gl^.^ 

Hierzu  treten  nach  S.  360  (2)  und  S.  355  (9)  noch   folgende  Be- 
stimmungsgleichungen für  K  —  K^  u.  s.  f. : 


7^  1^  ^      9     •      ck  a  ^  C08  ^6  +  C  COS  Äc      •     /^j    \ 

K  —  Ki=  -  e^  sm  2/3 J- 1-  Gl^ 


«0 


,^  x'  2      o     .     ozi^^OS^d —  2c.C08^c    ,    >-Ti 

K  —  K^  =  Y^  ^^^  2/3 ^j h  Gi^ 

x»  x^  2      o     .      rt^  —  26C083C6  +  CC083(c     I     /-I7 

Ä  —  iia  =    -  r  sin  2/3 [-  Gi^., 


3  »^  a 


(8) 


0 


Unter  /3  kann  man  eine  mittlere  reduzierte  Breite  der  3  Ecken  verstehen. 

Man  bemerkt  nun  sofort,  dafs  das  zu  untersuchende  Glied  (6) 
symmetrisch  zu  b  cos  ^i,  und  c  cos  3lc,  6  sin  ^t,  und  +  c  sin  .3tc  ist. 
Dem  Maximum    entspricht  daher: 

b  =  c        3lc  =  360«  —  316.  (9) 

Substituieren  wir  dies,  so  geht  der  Ausdruck  (6)  mit  Rücksicht  darauf, 
dafs  h  cos  ^o  die  positive  oder  negative  Höhe  ha  des  Dreiecks  ist, 
über  in: 


180  a^ 


oder 


^,      ,/  g» 8in2p  (2m»  —  o*)  (m*  —  g»)  g  ,-^x 

±^        reo      '"  g«*^  *  ^     '^ 


«  a*  =     "^  —  «r. 

Uelmert,  matbem.  n.  phytiluü.  Theorieen  der  höh.  Oeodftiie.  26 


Dieses  hat  sein  Maximum  bei  a*  =     ^  —  m*.    Zu  dem  kleineren  a 
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welches  sehr  nahe  gleich  —  ist^   gehört  das  gröfsere  Maximum;   es 
beträgt  für  ß  =  45®  und  m  =  0,1  aQ.- 

+0,00006".  (11) 

Das  2.  Glied  der  Formel  (2)  ist  angenähert  gleich 

-p"f:-,:>sin»A.  (12) 

Es  erhält  sein  Maximum  fürs  gleichseitige  Dreieck  und  zwar  beträgt 
dasselbe  bei  ß^  =  90®  für  m  =  0,1  a^: 

—  0,030".  (13) 

Das  3.  Glied  der  Formel  (2)  ist  angenähert  gleich 

2/*  &'  008*  3(^  +  C*  008*  X^  —  hc  cos  Zf^  008  !K^ 


Wenn  dasselbe  ein  Maximum  werden  soll  unter  Voraussetzung 
konstanten  Wertes  von  m,  so  zeigen  die  hierbei  zu  beachtenden 
Bedingungen  (7),  dafs  6  =  c  und  entweder  3lc  =  360®  —  3l6  oder 
180®  —  Jlft  sein  mufs.  Denn  das  Glied  (14)  und  die  (7)  sind 
symmetrisch  zu  h  cos  ^c  und  +  ^  cos  ^c,  6  sin  ^^  und  +  c  sin  %c' 
Für  6  =  r,  3lc  =  360®  —  Sit  liegt  das  Dreieck  symmetrisch  zum 
t         Meridian  von  A.  b  cos  ^»  ist  wieder  die  Hohe  4-  ha  und 

Nofrd  — 


1         das  Glied  wird  gleich 


+  9"  "^4  e*  cos»^.  (15) 


«Ob 


mit  Äa=l/— ^ — 7 -•     Das    Maximum     tritt    ein    bei 

'V?/*   o*  =  ~  w*  tan  3C»  =  4-  °"t  31»  =  18,4»  oder  198,4»   vergl. 
Fl,  »,.     PJg-  32.    Es  beträgt: 

+  (f"^*'^'^^'ßr  (16) 

Insbesondere  ist  sein  Betrag  f&r  ß^  =  0®  und  m  =  0,1  OqI 

+  0,0ir  (17) 

Für   b  =  Cy  X=  180^  —  X    liegt    das    Dreieck    östlich    oder 
westlich  vom  Meridian  jI,  symmetrisch  zu   dessen  Perpendikel.     Das 

Glied  (14)   wird    hier,   da  b  cos  Jl^  jetzt  +  —  ist,  gleich 

+  q"  '\^*f'  a»  V6^^tr*~-^3«*  (18) 
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und  ein  Maximum  för  «*  =  y  ♦>»*•   Dieses  beträgt  soviel  wie  (16),  ist 

also  auch  für  ß^  =  0®  und  m  =  0,laQ  so  grofs  wie  (17).     Dabei  ist 
jedoch  3lc  =  45®  oder  225®;  vergl.  Fig.  33. 

Das  4.  Glied  der  Formel  (2)  ist  angenähert  gleich 


Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  (7)  ersieht  u^an    ^   ^'"^ 
leicht,   dafs  bei  konstantem  m   für  ein  Maximum  b  =  c 
und  3lc  =  360®  —  ^b  erforderlich   ist,   womit   der  Aus-   « 
druck  (19)  in  IX  \ 

„  F*  m«  b  008  a,        .  ^     5^j^ 


r 


übergeht.     Nun  ist  b  cos  ^6  jetzt  wieder  +  ha,  daher  der  Ausdruck 
(19)  auch  gleich 

±  ^    -Äa-f-  '   ^^  2^,.  (20) 

Wegen  h^  ==  -^  (2  m*  —  a*)  wird  dies  ein  Maximum  für  a  =  ♦»l/v 
wobei  Aa  ="  ^-     Das  Maximum  beträgt 

+  P"  ^  «*  «m  2/3,  (21) 

Insbesondere  hat  man  für  dasselbe  bei  ß^  =  45®  und  m  »^  0,1  a^: 

+  0,003".  (22) 

Überblickt  man  nunmehr  die  Maximalwerte  der  einzelnen  Glieder, 
so  zeigt  sich,  dafs  für  m<0,la^  nur  2  Glieder  in  be- 
tracht  kommen,  nämlich  das  2.  und  3.  Glied  in  e.  Um 
das  Zusammenwirken  derselben  festzustellen,  betrachten  ^ 
wir  noch  ihre  Summe  für  /3,  =  45®.  Mit  Rücksicht 
auf  das  Obige  erkennt  man  leicht,  dafs  2  Maxima  ein- 
treten. 

Man  erhält  erstens  für  b  =  c  und  5lc  =  360®  —  Tib, 
wobei  das  Dreieck  symmetrisch  zum  Meridian  von  A 
liegt,  Fig.  34: 


-  9"  ^l^A^fn' -  2hjy, 


25* 
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zweitens  für  b  =  c  und  3le  ■=  180"  —  31»,  wobei  das  Dreieck  symmetrisch 
zum  Perpendikel  von  A  liegt,  Fig.  35: 


—  Q 


32a, 


-,  (2  m'  —  o*)  y3(2m*-a*)o*. 


(24) 

(23 j  wird  ein  Maximum  für  a  «=  ^^yY  ^^^  '^^  "^  ^^  ^^^^  225";  (24) 

=  71,6«  oder 


Noird 


dagegen  für  a  =  — = ,  tan  3(c  =  3,   3l< 


i?    251,6^.    Beide  sind  gleich 


P 


// 


128  «/ ' 


(25) 


Fig.  35. 


Das  ist  für  m  «=  0,1  a^: 

—  0,010".  (2G) 

In  Bezug  auf  die  beiden  beträchtlichsten  Glieder  der  Formel  (2) 
hat  man  nunmehr  folgende  Zusammenstellung,  welche  durch  Mitnahme 
der  kleinen  vernachlässigten  Glieder  nur  unerheblich  modificiert 
werden  würde: 

Maxmaler  Fehler  der  Formel  (1)  im  Vergleich  zu  (2) 

für  m  =  0,1  a^,. 


Fig.  32  und  33. 
Fig.  34  und  35. 

Beliebig  gelegenes 
gleichseitiges  Dreieck. 


(27) 


§  14.  Fortsetzung.  Maximalbeträge  der  Glieder  G.  und 
7.  Orduung  iu  ^  —  ^*  u.  s.  f.  Um  die  Formel  (6)  S.  359  für 
A  —  A*,  nämlich 

A  -  A*=  i-  +  p"^.  {^  K'+^^)  +  Gl,        (1) 

in  Sek.  in  Sek. 

mit  der  strengen  Formel  (13)  S.  375  zu  vergleichen,  führen  wir  in 
dieser  für  F  den  Inhalt  F*  ein  mittelst  der  Relation  (3)  S.  384.  Es 
wird  dann: 


m" — a 
60  ao* 


-(l+2e«— Ge«sin«/3J  + 


K.  —  K 
12 


(i+^.)l 


+ 


(n*  —  a*)  +  3  m'  (m*  —  o») 
1612a„* 


^-^*=i  +  ?"S 


in  Sek.       in  Sek. 


h*coa*^4'C*coi*7ic'— ibc COS 2Uco9 Sic  •       «/, 


90  a 


+ 


•_      ' h  COS  Ab 

,  -19a'+186»+c'  ^      720^'"^^»+^'« 
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Hierin  setzen  wir  noch  nach  S.  360  (2): 

A'i  —  Km*  (bb  cos  3(6  +  5c  cos  3Cc)  w*    «'     •     o  z»      i 


720 


sowie: 


1  +  2c»—  6c*8m*/3,  =  i:i»-  2c*8in»/Ji+  - 
=  JST«  +  (iTi»—  K*)  -  2c*8in*/3,  +  ••• 

^, _  4  6co8 3U+1£?!L^ c»sin  2/},  -  2e«8in«A  + 

3  Äft 


Damit  wird  erhalten: 


8 

in  Sek.       in  Sek. 


fir'— a* 


60  a, 


:k'+- 


K,-K  .    (n*  — a*)  +  3w«(m«  — a«)      \ 


+ 


12 

m*  —  a 


1512ao* 


30  a 


y>*co8*^-|-c*cos*3ic—  Abc co»^coA^  9       2a 

90  «0*  ^ 


6a»  +  36»—  3c» 


a« 


h  COS  ^i 


5«»--  36»+ 3c»  of 

+ 3-J CC0s2Vc 


360 


HiYi2ft,  +  Gl^. 


(2) 


Das  3.  Glied  in  der  Parenthese  von  (2)  beträgt,  wie  der  Ver- 
gleich mit  (4)  S.  384  zeigt,  für  m  =  0,lao  sicher  nur  wenige  Zehn- 
tausendstelsekunden. 

Das  4.  Glied  ist  ein  Maxiraum  für  a*  =  m*  (1  +  ]/Ö^),  weil  für 
diesen  Wert  von  a^  nach  S.  96  (6)  und  (7)  das  Produkt  F*  (m«  —  a^) 
ein  Maximum  wird.    Es  beträgt  darnach  bei  m  »=  OjIüq  im  Maximum: 

+  0,0010"  sin«  ft.  (3) 

Für  das  5.  Glied  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  den  vorigen 
Paragraphen  sofort  als  Maximum  j^^  des  Ausdruckes-  (16)  S.  386 
d.  i.  bei  m  =  0,1  a^  der  Betrag 

+  0,0013"  cos2/3j.  (4) 

Das  6.  Glied  wird  ein  Maximum  für  6  =  c  und  3(c  =  360^  —  ^t,  mit 

a  =y-r ^}  ^ cos ^f,=  -^ha=  :JzyY ^*'  "^^  ^^^^  ^^^  ^ ^^ ^A^o  gleich 

+  0,00015"  sin  2ft.  (5) 

Aus  dem  Vorstehenden  wird  ersichtlich,  dafs  die  Formel  (1) 
völlig  genügt,  solange  m  <0,laQ  ist.  Mit  Rücksicht  auf  die  Ergebnisse 
des  vorigen  Paragraphen  kann  man  daher  sagen: 
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Die  Formeln  (6)  S.  359  genügen  in  der  Regel  mr  Berechnung  eines 
geodätisclwn  Dreiecks  ^  so  lange 

m<  0,1^0  oder  637*"».  (6) 

Ebenso  lange  gelten  die  Formeln  (3)  ebenda,  denn  die  entsprechenden 
Formeln  im  System  (3)  und  (6)  unterscheiden  sich  nur  durch  die 
Reduktion  vom  sphärischen  Dreieck  auf  die  Ebene,  für  welche  Reduk- 
Ho  die  S.  359  angewandte  Formel  nach  S.  96  jedenfalls  genügt. 

Auch  die  Formeln  (1)  S.  362  gelten  ebenso  lange.  Die  Entwicklung 
daselbst  zeigt  nämlich,  dafs  es  dabei  wesentlich  darauf  ankommt,  ob 
es  zulässig  ist,  A  mit  A^  zu  vertauschen.  Abgesehen  hiervon  handelt 
es  sich  nur  um  die  Berechnung  des  sphärischen  Excesses  aus  2  Seiten 
und  dem  Zwischenwinkel  und  dafür  reicht  nach  S.  99  die  angewandte 
Formel  vollkommen  aus.  Nun  ist,  wie  man  aus  §  6  S.  362  leicht 
entnimmt,  der  Fehler  in  €  durch  Vertauschung  von  A  und  A^  an- 
genähert gleich 

,,F*[K,  —  K]bc  cos  Ä 


ao*  2^a, 


(7) 


Setzt  man  hierin  für  K^  —  K  den  Ausdruck  (2)  S.  360,  so  folgt  für 
(7)  in  ausreichender  .Annäherung: 

n  e*  sin 2^1     J^"*  (6  cosJU  +  c  cos3lc)  hc  co^{7ib—7ic) 
^  86  a^^ 

Das  Maximum  dieses  Ausdrucks  kann  nur  mit  6  =  c,  3(c  =  360®  —  Jl^ 

bestehen.     Führt  man  aber  A„  =  -j-  ^  cos  7it,=  y  -^  (2m^ —  a*)  ein, 
so  geht  derselbe  über  in 

,      ..e«sin2ft   ah^i^h^-a*) 


21 t/201 

Bei  konstantem  m  wird  dies  für  a*=  —  -^ —  m'  am  gröfsten  und 
zwar  bei  m  =  0,1  Oq  gleich 

+  0,00032"  sin  2/Ji.  (9) 

Dieser  Betrag  ist  ganz  unerheblich.  Die  Formeln  (1)  des  §  6  S.  362 
genügen  also  in  der  That  ebensoweit  wie  die  (6)  des  §  4  S.  359,  voraus- 
gesetzt, dafs  a*  genügend  scharf  berechnet  wird.  Berechnet  man  dies, 
wie  in  §  6  S.  362  (1)  angenommen,  so  ist  es  nach  S.  98  (4)  nähe- 
rungsweise mit  dem  Fehler  behaftet: 


§15.    ZahlenbeiBpiel  III. 


391 


Mau  sieht  leicht,  dafs  der  Einflufs  hiervon  auf  €  und  A  —  A*  u.  s.  f. 
ein  Maximum  wird  fürs  gleichseitige  Dreieck  und  zwar  näherungs weise 


in  e  gleich  —  p"  rr — « 
in  ^  —  A*  gleich  +  p" 


'*t 


mit  F*  «= -5- m*  >^3 .        (11) 


lOSOa," 


Diese  Werte  sind  für  m  =  0,lrt(,   völlig   unerheblich,   denn    sie   be- 
tragen nur: 

-  0,00017"  bezw.  +  0,00002".  (12) 

§  15.  Zahlenbeiispiel  III.  Dem  auf  S.  200  als  Beispiel  be- 
handelten Sehnendreieck  mit  Horizontalwinkeln  entspricht  nachstehen- 
des von  kürzesten  Linien  gebildete  geodätische  Dreieck: 


Azimut  ct. 


Winkel. 


Berlin 


K 

W 

\W 
Königsberg  j  p 

{B 


Wien 


K 


239«  33'  0,6889' 
334  52  5,8107 
23  11  41,.ö017 
65  16  9,3650 
157  10  7,2216 
199  58  13,4151 


95»  19'    5,1218" 


42     4  27,8633 


42  48    6,1935 


180" -f  £  =  180»  11'  39,1786" 


Meter. 


log  JrTr=  5,8907956.989 


log  WB  =  5,7182160.562 


log  BK  =  5,7242591.353 


Geographische  Breite. 

Reduzierte  Breite. 

Berlin 

,i  J?i  —  52«  30'  16,7" 

1 

A  =  52«  24' 43,01137" 

Königsberg 

1 

B^  =  54  42  50,6 

1 
,1 

A  =  54  37  24,75639 

Wien 

2^,-48   12  35  5 

ft  =  48     6  52,27604 

Die  Azimute  und  Entfernungen  sind  aus  den  Angaben  von  S.  200 
in  derselben  Weise  abgeleitet,  wie  für  die  Linie  BK  allein  es  S.  339, 
182  und  341  geschehen  ist.  Für  das  Verfahren  ergab  sich  dabei 
eine  Kontrole  durch  direkte  Behandlung  der  Linie  BK  S.  256  u.  flF. 

Werden   die  Punkte  B,  JST,   W  mit  den  Indices  1,  2,  3  ausge- 
zeichnet, so  ist  zur  Reduktion  der  Azimute  nach  Formel  (5)  S.  337: 
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^-«  .^^^,  cos'B,  sin  2flf,  ,  sin  2B,  sin  a.  - 

a..,-  a,.s=  [13,4990] ^-r— ^'  +  [18,616]  -— i_-i-% 

cos'  Bs  sin  2  or.  ,  sin  2  J?,  sin  a.  t 

a,..  -  «3.1=  [13,4990]  -—;_-».•  +  [18,616]  — _i_— '^ 

Vor,  Vn,  "o  ra,  ^«, 

log  pa.  =  6,8047  log  ()<,.=  6,8044  log  (>,.  =  6,8056  log  (►,.'=  6,8055 

und  hiermit: 

ai .  s  -  «1 .  $  =  -  0,2205  -  0,0065  =  -  0,2270" 
«3.1  -  »s.i  =  —  0,2460  +  0,0061  —  -  0,2399  . 

Ferner  hat  man: 

,-«  « -  -«.  co«'Ä,  sin  2«,  ,    .    .  ,     _      sin  iB.  sin  a.  , 
a,.s-  «,.3=  [13,8442]  —  -^         ':?  +  [19,133]  __J         Li, 

r. «  ^  .  .^n  COS* 5,  sin  2«,  g    ,        ^  sin  2jB-  sin  a,  - 

«3.2-  «3.»=  [13,8442]  ^-r— —  +  [19,133]  — -i-— »-J, 

log  Per.  —  6,8048    log  p„.  —  6,8043    log  Qn,  —  6,8056  log  p^  —  6,8055 
und  hiermit: 

«2.3  -  «2.3=  +  0,4142  +  0,0194  =  +  0,4336" 
«3.2—  «3.2=  +  0,4891  -  0,0177  —  +  0,4714  . 
Zur  Probe  wurden  die  Gleichungen  gerechnet: 

cos  ßi  sin  «1.3  =  —  cos  ß^  sin  «s.i 


cos  /Jj  sin  «2.3=  —  cos  ß^  sin  as.i. 


i 


Es  fand  sich  bezw.: 

log  cos /Ji    =9,7853155.518  —10    log  cos  ft  =9,8245448.818  -10 
log  sin  «1.3  =9,6280829.61 7»  — 10    log  sinaa.  1  =  9,5888536.313  —10 

Summa  =  9,4133985.135«  — 10  Summa  =  9,4133985.131  — 10 
log  cos  ft  =9,7626381.918  —10  log  cos  ft  =9,8245448.818  —10 
log  sin  «2. 3  =  9,5953413.007  —10    logsina3.2=9,5334346.092n  —  10 

Summa  =  9,3579794.925  —10         Summa  =  9,3579794.9 10«  — 10. 

Die  Differenzen  deuten  auf  Ungenauigkeiten  der  Azimute  von  einigen 
wenigen  Einheiten  der  4.  Decimale. 

Für  die  Reduktion  der  Sehne  B  TFdiente  zunächst  Formel  (11)  S.  181. 
Zu  dem  mittleren  Azimut  156^' 6"  in  der  mittleren  Breite  50^2r26" 
gehört  log  q  =  6,8045141.    Hiermit  wird  für  die  kürzeste  Distanz  B  W: 
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"?'/ 


nach  (11) 


log  s  =  5,7180944.366  +  1215.440  +  .748 

«=  5,7182160.554. 

Rechnet  man  dagegen  mit  dem  Mittel  der  log  Q  für  52**  30'  17 

Breite  und   154"  52'  6"  Azimut  einerseits,  sowie  48"  12'  36"  Breite 

und  157"  10'  7"  Azimut  andrerseits,  welche  nach  strenger  Rechnung 

bezw.  betragen:  . 

6,8046724)  ^„^.e,,o 

^  o^.o.^o  ""•«'  =  6,8045113, 
6,8043503/  '  ' 

80  wird  nach  den  Formeln  (10)  und  (11)  S.  181  erhalten  fQr  BW: 

logs=       5,7180944.366) 

+  1215.456 

+  0.748 

—  0.008  nach  (10) 

log"s=       5,7182160.5627 

Für  KW  findet   sich    zu   der   mittleren   geographischen   Breite 
51"  27' 44"  und  dem  mittleren  Azimut  21"  34'  57"  in  strenger  Rechnung 

log  Q  =  6,8055536 

und  hieraus  iiach  Formel  (11)  8.  181: 

log  s  =  5,8905264.742  +  2688.558  +  3.662 

=  .'),8907956.962 

Schärfer   ist   die   folgende   Berechnung   von   log  s,  bei   welcher  die 

Glieder  6.  Ordnung  in  log  s  vollständig  berOcksichtigt  werden. 

Es  ist  log  Q  für  48"  12'  36"  Breite  und  19"  58'  13"  Azimut,  sowie 

54"  42'  51"  Breite  und  23"  11'  42"  Azimut  nach  strenger  Rechnung 

bezw.: 

6,8043073  ) 

6,8047889  j 

Hiermit  folgt  nach  S.  181  (10)  und  (11)  unter  Beifügung  eines 
aus  der  1.  Formel  (4)  S.  30  leicht  zu  entnehmenden  Gliedes: 

log  k  =  5,8905264.742 


6,8045481 . 


-\-  M-jrr—^  (coa^B  co8*a  —  sin*B)  =  — 


2688.623 
3.662 
0.007 
0.045 


Für  KW:     log  s  =  5,8907956.989 . 
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V 


Für  die  .-i  Ecken  des  Dreiecks  ergiebt  sich  nunmehr  behufs  An- 
wendung der  Formehl  (1)  S.  o62: 

K.  =  0,9982777  ) 

irU  0,...l,7784i.  A'=0,!H.84417 


'°g  %  =  1,4034309- 10      log  l[^^,  =  4,6476-20 


loga 
log  6 
logc 


=  5,8907957 
=  5,7182161 
=  5,7242591 

=  10'» .  60,477 
=  10'«.  27,317 
=  10'» .    28,088 

3  m*  =  lO'M  15,882 


^  =  95»  19'  5,lä 
I?  =  42  4  27,86 
6'  =  42  48    6,19 


log  sin  A  =  9,9981266—10 
log  sin  B  =  9,8261364-10 
log  sin  C  =  9,8321660—10 

4a»  -  3«»*  =  126,026  .  10'"  =  [12,1005  J 

46*  -  3m* 6,614  .  10'»  =  [10,8205.] 

4c*  —  3»«*  =  -  3,530  .  10'»  =  [10,5478»J 

• 

Probe:  Sa.  =  115,882.10'». 


Damit  wird  erhalten  aus 

Ä,h\imAc:  log  £  =  2,8440327  +  5598  = 
.B, « und  c :  2,8446221  —    294  = 

C,  o  und  6  :  2,8446087  —    157  = 

E  =  699,1856" 
1860 
1864 


2,8445925 
5927 
5930 


im  HitM 

11' 39,186a 


Dieser  Wert  ist  etwas  zu  grofs  urid  zwar  um  0",0074. 

Es  ist  jetzt  weiter  fQr  A  —  A*,  u.  s.  f.,  nach  den  Formeln  (1) 
S.  362: 

log  0«*  —  n*)  =  1 1,3395« 


log  (Äj  -  X)  =  6,2151,-10 

log  (JT,  -  Z)  =  6,8174»  - 10 1  log  (w*  -  6*)  =  11,0535 

log  (Zj  —  K)  =  6,9143  -10 


log(«**-  c*)=  11,0229 
log 


60  a, 


-,  =    7,4565-20 


,  •  tf 


A  —  A*^'-  —  0,0096"  —  0,0625 


3 


0,0721 


// 


B—B*=[—  0,0383    +  0,0324   =  '  -  0,0059 


G—Q 


+  0,0479  +  0,0301  ■=  '  +  0,0780 
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Mit  £  =  699,1786  ergeben  sich  hieraus  die  Werte: 


A* 
C* 


950  15'  12,1343' 
42  0  34,8097 
42  44  13,0560 


Summa  =  180  00  00,0000 . 

Die  Sinus  dieser  Winkel  müssen  sich  wie  die  Seiten  a,  b,  c  ver- 
halten.    In  der  That  hat  man: 


log  «=5,8907956.989 
logsin^*=9,9981719.226 

5,8926237.763 


log&-=5,7182160.562 
log  sin  B* = 9,8255922.8 10 

5,8926237.752 


logc 
log  sin  C* 


5,7242591.353 
9,8316353.602 


5,8926237.751 


Die  Übereinstimmung  dOrfte  genügen. 


Vorstehende   Ergebnisse    benutzen    wir    endlich    noch   zu    einer 
strengen  Berechnung  des  Excesses  nach  Weingartens  Formel  (1)  S.  371. 

Wir   haben    vorerst   mittelst    ler  Winkel   des    ebenen   Dreiecks 
logF*  =  11,4406471.1  und  hieraus  mittelst  Formel  (16)  S.  367: 

logF=  11,4406471.1  +  5147.7  +  3.5  =  11,4411622. 

Jetzt  wird: 


a. 


^=  [2,8445931]  =  699,1866". 


Es  ist  weiter: 


sin  Bi  =  0,7934    sin  B^  =  0,8163     sin  B,  =  0,7456 
und  hiermit: 


// 


(sin  2?j  —  sin  B^Y  +  (sin  B^  —  sin  B^y 

=  +  0,0061 
+  (sin  JB3  —  sin  B^y  I 


-  ^   ^  12  La«     ^'""^i  +     a'     ^'^^2  +  -/.     sin^^aj 0,0136 . 

w  0  0  0 

Dies  giebt  zusammen  —  0,0075".     Man  hat  daher  genauer: 

£  =  699,1791", 

welcher  Wert  bis  auf  0,0005"  mit  demjenigen  übereinstimmt,  der  aus 
den  Horizontalwinkeln  abgeleitet  worden  ist. 

Auf  A  —  A*  u.  8.  f.  haben  die  höheren  Glieder,  um  welche  sich 
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die  Formeln  S.  371u.  flP.  von  denen  S.  362  unterscheiden ,  nur  einen 
Einflufs  von  durchschnittlich  0,0001". 

§  16.  Bessels  Formeln  zur  Reduktion  eines  geodätischen 
Dreiecks.  Bereits  im  Jahre  1822  hat  Bcssel  in  den  Astronom.  Nachr. 
Bd.  1  Nr.  6  S.  85  (Abhandlungen  Bd.  3  S.  3)  eine  Formel  zur  Reduk- 
tion der  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  auf  ein  sphärisches  mit 
denselben  Seiten  angegeben,  ohne  jedoch  ihre  Entwicklung  zu  zeigen. 
Die  Formel  enthält  alle  Glieder,  welche  von  e*  abhängen,  vollständig, 
vernachlässigt  aber  die  höheren  Potenzen  von  e^.  Sie  kann  dadurch 
erhalten  werden,  dafs  man  die  Formeln  des  §  9  S.  232  u.  ff.  auf 
Glieder  mit  (?  abkürzt  und  alsdann  auf  die  3  Seiten  eines  geodätischen 
Dreiecks  anwendet.  (Die  Entwicklung  hat  Ähnlichkeit  mit  derjenigen 
des  §4  S.  329u.  ff.;  in  den  Endresultaten  treten  auch  ähnliche  Paren- 
thesen-Ausdrucke auf  wie  in  (10)  S.  332.) 

Hansen  hat  die  Entwicklung  in  seinen  Geodätisclien  Untersuchungen 
S.  116—136  durchgeführt  (vergl.  auch  S.  104)  und  schliefslich  eine 
interessante  Abkürzung  der  Ausdrücke  für  mäfsig  grofse  Dreiecks- 
seiten gegeben.  Darnach  hat  man  zur  Reduktion  der  Winkel  ^,  ^,  C 
im  geodätischen  Dreieck  auf  die  Winkel  A^\  B^%  C"  des  sphärischen 
Dreiecks  mit  denselben  Seiten  die  Formeln: 


A-A''  =  ^e^  — ,  (2 cos  2ß^  +  cos  2/3^  -f  cos  2ß^)  +  Gl^  ' 
B-B"^  y  c*  ^,  (cos  2ß,  +  2co8  2/J,  +  cos  2^»)  +  Gl^ 
C  -  0"  =  ^  c»  |i  (cos  2/3.  +  cos  2/3,  +  2cos  2^,)  +  Gl, .. 


(l) 


Hierbei  ist  als  Eugelradius  der  Äquatorialradius  Qq  vorausgesetzt 
Berücksichtigt  man  dies,  sowie  die  Formeln: 

7^1  =  1  +c«cos2/5j  +  G/,    I 

iT,  =  1 +  c*cos2/5, +  (?/i  (2) 

K,,=  1-f  e^cos2^3  +  GZ^,' 

so  kann  man  leicht  von  den  Formeln  (1)  zu  den  Formeln  (3)  S.  358 
gelangen,  wie  folgt. 

Letztere  setzen  als  Kugelradius  a^  :  YK  voraus ,  K  das  arith- 
metische Mittel  von  Ki,  K^  und  K^.  Geht  man  aber  vom  sphäri- 
schen Dreieck  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  a^  erst  zum  ebenen 
Dreieck  über  und  dann  von  hieraus  auf  die  Kugel  vom  Radius  a^ \^K^ 
so  ist  unter  Beachtung  der  Formeln  S.  92: 
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=  —  y  c*  ^\  (cos  2/Si  +  COS  2/3^  +  cos  2/J3)  +  G/ß  . 

Addiert  man  diese  Gleichung  zur  1.  Gleichung  (1),  so  folgt  ein 
Ausdruck  für  A  —  A^  woraus  durch  Analogie  auch  B — li*  und  C—  6" 
hervorgeht.     Das  Resultat  ist  darnach: 


A-A^  =  L^^^  (cos  2ß,  -  ^h+^M.^^lh)  +  ö/,  " 
Ji-B'  =  ^^^^,  (cos  2ß,  -  c£?.2£i+^£!AA +J2il_M  +  Ql, 
C-C'=  ".  6*  -*-.  (cos  2ft  -  '''"'  2P.  ±?.<>i?£i±f^2J..)  +  ri/, , 


(3) 


welches  Pormelsystem  nun  augenscheinlich  mit  (3)  auf  S.  358  über- 
einstimmt 

Es  läfst  sich  nicht  verkennen,  dafs  die  im  Vorstehenden  an- 
gedeutete Entwicklung  den  Vorteil  vor  der  S.  348  u.  flF.  gegebenen  hat, 
weniger  Vorbereitungen  zu  erfordern.  Sie  wird  sich  auch  namentlich 
(im  Vergleich  zu  Hansm  a.  a.  0.)  noch  sehr  vereinfachen,  wenn  von 
vornherein  nur  mäfsig  grofse  Werte  der  Dreiecksseiten  vorausgesetzt 
werden.  Dagegen  scheint  es  sehr  schwierig  zu  sein,  in  diese  Entwick- 
lung auch  höhere  Potenzen  von  e^  aufzunehmen,  was  bei  jener  keines- 
wegs der  Fall  ist. 

Hausen  benutzt  auf  S.  210  bis  218  seiner  Geodätischen  Untersuchungen 
die  allgemeinen  Bcssthclmn  Formeln  noch  zur  Näheruugsauflösung  mehrerer 
Aufgaben,  die  sich  auf  eine  durch  3  Stücke  bestimmte  geodätische  Linie 
beziehen,  welche  dabei  eine  betrllcbtlichc  Länge  haben  kann.  Insbesondere 
betrachtet  er  den  Fall  gegebener  Breiten  der  Endpunkte  und  gegebener 
linearer  Lunge  der  Linie.  Diese  selten  auftretende  Aufgabe  kann  selbst- 
verstäncllich  auch  durch  successive  Annäherung  mittelst  der  hier  gegebenen 
Formeln  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Aufgabe,  eine  geodätische  Linie  aus 
der  geographischen  Lage  ihrer  Endpunkte  zu  bestimmen,  gelöst  werden. 
Auch  Hansens  Formeln  sind,  wie  bemerkt,  keine  strengen  und  erfordern 
eventuell  ebenfalls  eine  weitere  Annäherungsrechnung. 

§  17.  Andraes  Ent>vickluugcii.  Dreiecke  aus  Yertikal- 
schnitten  u.  s.  f. 

Schon  S.  94  ist  die  Art  und  Weise  erörtert  worden,  wie 
Andrac  im  1.  Bde.  der  Dänischen  Grcuhncssnny  bei  der  Entwicklung 
von  Lcgendrcs  Theorem  vorgeht.  Für  das  Ellipsoid  knüpft  er 
(S.  187—200)  seine  Betrachtungen  zunächst  an  die  (als  mit  der 
geodätischen  Linie  gleichlang  zu  setzenden)  Vertikalschnitte  und  die 
zwischen  denselben  liegenden  Horizontal winkel  an  und  zeigt  in  der 
bereits   angedeuteten  Weise   (bei  Zailtariac   a.  a.  0.     S.   129  — 132\ 
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welche  Reduktionen  an  den  Horizontalwinkeln  angebracht  werden 
müssen,  um  sie  als  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  betrachten  zu  können, 
dessen  Seiten  den  Längen  der  Vertikalschnitte  (also  auch  der  geo- 
dätischen Linien)  zwischen  den  Endpunkten  entsprechen. 

Um  zu  diesen  ein  besonderes  Interesse  bietenden  Formeln  zu 
gelangen,  drehen  wir  hier  den  Gang  um.  Denn  die  Reduktions- 
formeln für  das  geodätische  Dreieck  haben  wir  bereits.  Wir  brauchen 
in  dieselben  nur  anstatt  der  Winkel  zwischen  den  geodätischen 
Linien  die  Horizontalwinkel  (d.  h.  die  Winkel  zwischen  den  Yertikal- 
schnitten)  einzuführen  imd  haben  dann  die  Formeln  für  die  von  den 
Yertikalschnitten  gebildete  Figur,  weil  eben  in  den  linearen  Längen 
der  Vertikalschnitte  und  der  geodätischen  Linien  kein  Unterschied  ist, 
so  lange  man  sich  auf  mäfsig  grofse  Entfernungen  beschränkt. 

Nennen  wir  die  Horizontal winkel  Aq,  Bq  und  Cq,  die  Winkel 
zwischen  den  geodätischen  Linien  aber  A,  B  und  C,  und  beschränken 
uns  auf  die  gröfsten  Glieder  in  den  DifiFerenzen  A  —  A^y  u.  s.  f., 
dann  ist  mit  Rücksicht  auf  Formel  (11)  S.  332,  weil  -4.  =  ai.8  —  «i.g, 
A^  =  «i.s  —  cti.%  ist: 

A-A,  —  p"  -^^4t'  (^  sin  2ai.2  -  V  sin  2ai.s)  +  Ok 


in  Sek.  ^^^-^ 


J5  —  -Bo  =  q'  ^  iT!  r  (^*  si°  2a2.8  —  c^  sin  2ch.\)  +  Grl^ 


in  Sek.  ^^^o 


C  -  (7o   =  (."  -^^  (6*  sin  2a,.x  -  a«  sin  2a,.2)  +  Gl^ . 

in  Sek.  ^^"o 


(1) 


Verbinden  wir  dies  mit  den  Formeln  (6)  S.  359,  wobei  wir  aber 
auch  nur  bis  zu  Gliedern  5.  Ordnung  gehen,  so  folgt: 

*-  ^-  inSek.  ^^"^ 

+  q"  "^P"  Q^'  sin  2a,.,  -  c»  sin  2ai,,)  +  Gl, 


12  Co 


B,-B*  =  ^  +  Q 


n  F*K*{m}-'h^ 


in  Sek.  3      '     ^  60ao* 

in  Sek. 


+  9"  '^^^  (c'  sin  2a,.  1  -  a'  sin  2a,. 3)  +  Gl, 


'"  °'^  in  Sek. 


+  q"  '^^^  (o*  sin  20,.,  -  6»  sin  2a,.,)  +  Gl, 


12  a, 


(2) 


Aus  diesen  Formeln  ersieht  man  sofort,  dafs  in  allen  Fällen,  wo 
überhaupt    solche    Entfernungen    in   betracht    kommen,   für   welche 
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geodätisches  und  astronomisches  Azimut  merklich  von  einander  ver- 
schieden sind,  es  immer  weit  einfacher  ist,  mit  der  geodätischen 
Linie,  als  mit  dem  Vertikalschnitt  zu  rechnen. 

Nach  Andraes  Auseinandersetzung  ist  überhaupt  der  Vorteil 
der  Einführung  der  geodätischen  Linie  der,  dafs  die  Berechnung  der 
Dreiecksnetze  möglichst  einfach  v^ird.  In  der  That  zeigt  die  Ver- 
gleichung  der  Formeln  (2)  mit  den  (6)  S.  359,  dafs  von  allen  mög- 
lichen als  gleichlang  zu  betrachtenden  (und  auf  der  Kugel  zusammen- 
fallenden) Verbindungslinien  die  geodätische  Linie  die  einfachsten 
Reduktionsformeln  giebt  Die  Rechnung  ist  eben,  wenn  man  nur  Glieder 
bis  zur  4.  Ordnung  incl.  berücksichtigt,  fürs  einzelne  geodätische 
Dreieck  auf  dem  Ellipsoid  gerade  so  einfach  wie  auf  der  Kugel.  Sie 
wird  erst  durch  Herbeiziehung  von  Gliedern  5.  Ordnung  etwas  kom- 
plizierter, aber  doch  in  nur  geringem  Mafse. 

.  Insoweit  es  sich  nun  um  mefsbare  Dreiecke  handelt,  ist  aller- 
dings ein  Vorzug  der  geodätischen  Verbindungslinie  nicht  notwendig 
vorhanden.  Da  nämlich  die  heohachteten  Azimute  astronomische 
Azimute  sind,  die  Horizontalwinkel  aber  Differenzen  solcher,  so  ist 
einleuchtend,  dafs  letztere  bei  Anwendung  der  geodätischen  Linie 
zunächst  auf  geodätische  Azimute  reduziert  werden  müssen.  Hier- 
bei kommen  aber  gerade  wieder  die  in  den  Formeln  (1)  steckenden 
Glieder  zur  Geltung.  Dieselben  sind  jedoch  lediglich  geringfügige 
Gröfsen,  die  als  gegen  die  Beobachtungsfehler  ganz  zurücktretend 
vielfach  weggelassen  werden.  Werden  aber  diese  Korrektionen  ange- 
bracht, so  zeigt  obige  Auseinandersetzung,  dafs  sie  auch  bei  der  Wahl 
irgend  einer  andern  Verbindungslinie  nicht  zu  vermeiden  sind.  Es 
müssen  sogar,  wenn  diese  Linien  in  den  Dreieckspunkten  nicht  wieder 
gerade  die  Horizontal winkel  Aq,Bq^  Cq  mit  einander  einschliefsen,  zu  den 
rechten  Seiten  der  Formeln  (2)  noch  weitere  Korrektionsglieder  treten. 

Der  Vorteil  der  geodätischen  Linie  für  die  Dreiecksberechnung 
geht  aber  evident  hervor  bei  Betrachtung  der  Berechnung  von  Polar- 
koordinateti.  Hier  hat  man  es,  wenn  einmal  die  beobachteten  Rich- 
tungen korrigiert  sind,  für  alle  durch  Rechnung  abgeleiteten  nur  mit 
geodätischen  Azimuten  zu  thun.  Hier  treten  also  die  (verhältnis- 
mäfsig)  einfachen  Formeln  (6)  S.  359  in  sehr  günstigen  Gegensatz 
zu  obigen  Formeln  (2)  oder  noch  komplizierteren  Formeln. 

Ebenso  zeigt  sich  hier  die  Rechnung  mit  der  geodätischen  Linie 
derjenigen  mit  der  Sehne  weit  überlegen  (vergl.  S.  197  und  211), 
in  Bezug  auf  diese  aber  auch  schon  bei  mefsbaren  Dreiecken,  weil 
die  Sehnenrechnung  die  von  e^  abhängigen  Glieder  4.  Ordnung  dreimal 
so  grofs  hat,  als  die  Reclmung  mit  der  geodätischen  Linie  (vergl.  die 
Formeln  (2)  mit  den  (1)  S.  197). 
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Von  vergchicdenen  ins  Auge  gefafsten  Hilfslinien  ist  besonders  die  Feld- 
linie  untersucht  worden,  von  Andrae  a.  a.  0.  Bd.  1  S.  1 79  und  von  Bremiker 
a.  a.  0.  S.  59  u.  ff.  Die  Feldlinie  ist  durch  die  Eigenicchaft  definiert,  dafs 
in  jedem  Punkt  der  Horizontalwinkel  nach  den  beiden  Endpunkten  180^ 
beträgt,  d.  h.  dafs  die  Normale  der  Fläche  in  einer  Ebene  durch  diesen 
Punkt  und  die  beiden  Endpunkte  liegt.  Sie  schliefst  sich  daher  in  P^ 
dem  Vertikalschnitt  nach  P^  und  in  P,  dem  nach  P,  tangential  an.  Wenn 
aber  Bretntker  S.  64  findet,  dafs  jene  Ebene  allgemein  Tangentialebene  der 
Kurve  sei^  so  ist  das  ein  Irrtum  und  beruht  nur  auf  einem  Scheinbeweis, 
wie  die  genaue  Rechnung  und  der  Umstand  zeigen,  dafs  alsdann  die 
Kurve  eine  ebene  Kurve  wäre  und  dafs  ihre  Ebene  mit  den  Vertikal- 
ebenen Pj  P,  und  P,  P,  zusammenfallen  müfste.  In  unseren  beiden  Referaten, 
Zeitschr,  f.  Math,  u,  Phys.  von  ScUöinilch  1870  Litt.-Ztg.  S.  29  und  Astronom. 
Vierteljcüirsschrift  Bd.  13  S.  73  ibt  demgemufs  an  der  entsprechenden  Stelle 
statt  tangierende  No^tnalthene  (Vertikalehene)  nur  einfach  Nortnahbene 
zu  lesen.  (Das  Versehen  am  letztgenannten  Orte  beruht  nur  auf  einem 
Schreibfehler ,  da  wir  schon  gleich  nach  dem  Erscheinen  des  erst- 
genannten Referats  bei  einer  ausführlichen  Untersuchung  der  Feldlinie 
sofort  auf  den  Scheinbeweis  Bremikers  aufmerksam  geworden  waren. 
Diese  Untersuchung  wurde  nicht  publiziert,  da  der  Feldlinie  vom  geodä- 
tischen Standpunkte  aus  so  wenig  Interesse  gebührt,  dafs  andere  Arbeiten 
bald  ihrer  vergessen  liefsen.) 

Man  vergleiche  auch  über  die  Feldlinie  das  Hauptwerk  der  englischen 
Vermessung  Ordnance  Survey,  Principal  Triangulation  S.  237. 

§  18.    Berechnung  einer  Dreieckskette.    Polarkoordinaten. 

Die  beobachteten  Azimute  und  ihre  Differenzen^  die  Horizontalwiukel, 
sind  zunächst  wegen  der  Unterschiede  der  astronomischen  und  geo- 
dätischen Azimute  nach  der  auf  ihr  1.  Glied  reduzierten  Formel  (11) 
S.  332: 

a  —  o  =  —  Tö  P'  ^    "t  cos* JS  sin  2a  +  •  •  •  (1) 


zu  korrigieren,  wobei  s  die  Entfernung  ist  und  B  die  geographische 
Breite  des  Standpunktes,  a  das  geodätische,  a  das  astronomische 
Azimut  bezeichnet.  Im  übrigen  sind  die  Formeln  (6)  S.  359  an- 
zuwenden. 

Vielfach  wird  nicht  nur  die  Reduktion  der  Azimute  und  Hori- 
zontalwinkel unterlassen,  sondern  auch  die  Berechnung  der  Dreiecks- 
seiten und  Polarkoordinaten  rein  sphärisch  mit  Zugrundelegung  eines 
mittleren  Krümmungsmafses  des  ganzen  trigonometrischen  Netzes 
ausgeführt.  Bcssel  nahm  bei  Berechnung  der  ostpreufsischen  Grad- 
messuug  als  Eugelradius  sogar  den  Aquatorialradius  des  Ellipsoids 
und  betrachtete  doch  schliefslich  die  Ergebnisse  der  sphärischen 
Rechnung  als  für  die  geodätischen  Linien  zwischen  den  Netzpunkten 
gültig. 

Die  Frage  nach  den  Fehlem,  die  hierbei  begangen  werden,    ist 
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eine  dreifache.  Sie  betrifft  1.  den  Einflufs  mangelnder  Reduktion  der 
gemessenen  Azimute  und  Winkel,  2.  den  Einflufs  des  Erümmungs- 
mafses  auf  die  nach  dem  Sinussatz  berechneten  Dreiecksseiten  und 
die  ausgeglichenen  Winkel  und  3.  den  Einflufs  der  sphärischen  Rech- 
nung bei  Ausmittelung  der  Polarkoordinaten. 

Die  BeduJction  der  Ässimute  nach  (1)  beträgt  für  s  =  0,01  a^  d.  i. 
ß4*»n  jju  Maximum  rund  +  0,01".  Da  nun  s  in  direkt  beobachteten 
Dreiecksketten  jenen  Betrag  in  der  Regel  nur  ausnahmsweise  etwas 
überschreitet,  so  kann  man  wohl  die  Reduktion  als  weit  innerhalb  der 
Beobachtungsfehler  liegend  vernachlässigen. 

Günstig  ist  diesem  Verfahren,  dafs  abgesehen  von  Gliedern  5. 
Ordnung,  der  Überschufs  der  Summe  der  3  Horizontal winkel  über 
180^  den  Excefs  des  geodätischen  Dreiecks  giebt,  wie  die  Addition 
der  Gleichungen  (1)  S.  398  zeigt,  wonach 

Ä,  +  B,  +  C,^A  +  B  +  C+Gk.  (2) 

Es  wird  daher  bei  der  Ausgleichung  einer  einfachen  Dreiecks- 
kette ohne  Reduktion  der  Azimute  dasselbe  System  von  Verbesserungen 
erhalten,  wie  in  dem  Falle,  dafs  die  Azimute  und  Horizontal  winkel 
korrigiert  sind. 

Die  vernachlässigten  Reduktionen  u  —  a  bleiben  aber  den  ein- 
zelnen Richtungen  als  Fehler  rein  anhaften,  und  es  läfst  sich  deren 
Einflufs  auf  die  Seitenberechnung  und  Azimutübertragung  somit  für 
eine  geradgestreckte  Kette  von  der  Form  der  Fig.  13  S.  198  leicht 
ersehen. 

Da  a  —  a  von  sin  2  a  abhängt,  so  werden  Winkel  mit  bezw.  ent- 
gegengesetzt gerichteten  und  gleich  langen  Schenkeln  gleichviel  fehler- 
haft, mithin  ist  der  Einflufs  der  Vernachlässigungen  auf  die  Berech- 
nung der  Seiten  a ,  a",  a "  u.  s.  f.  (welche  man  sich  in  Fig.  13  an 
Stelle  der  Sehnen  n',  t!',  ü'"  u.  s.  f.  eingesetzt  zu  denken  hat)  um  so 
mehr  verschwindend,  je  genauer  sich  die  Dreiecke  paarweise  zu  Paral- 
lelogrammen gruppieren  (vergl.  die  Betrachtung  S.  198  u.).  Dagegen 
werden  alle  Seiten  c  und  d  um  ungefähr  gleiche  Beträge  irrig  er- 
halten und  somit  auch  die  Gesamtlänge  etwas  fehlerhaft.  Jedoch 
wächst  der  Fehler  nur  einfach  proportional  der  Länge,  weil  in  den 
Seiten  a,  a'  u.  s.  f.,  wie  bemerkt,  keine  Fehleranhäufung  eintritt. 

Bedenkt  man  nun  noch,  dafs  die  gestreckten  Winkel  an  den 
Langseiten  der  Kette  von  den  a  —  a  nicht  erheblich  beeinflufst  werden, 
so  bleibt  als  Gesamteinflufs  nur  eine  geringe  Drehung  der  ganzen 
Kette  infolge  des  Fehlers  im  Azimut  der  Seiten  c  und  d,  sowie  eine 
geringe  Änderung  der  Gesamtlänge  der  Kette. 

Erstere  wird  O'/Ol  nicht  wesentlich  übersteigen  und  letztere  bei 
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wohlgeformten  Dreiecken  erst  in  der  8.  Decimalstelle  des  Logarith- 

mus  merkbar^   wie  man  leicht  durch  Bildung  des  log  —  mittelst  der 

um  etwa  0^1''  fehlerhaft  angenommenen  Gegenwinkel  findet. 

Man  kann  noch  bemerken,  dafs  auch  diejenigen  Seitengleichungen, 
welche  einer  doppelten  Verbindung  von  je  zwei  der  Seiten  a,  a',  a '  •  • 
entsprechen,  von  der  Vernachlässigung  der  Azimutkorrektionen  wenig 
oder  gar  nicht  beeinflufst  werden.  Sind  nämlich  z.  B.  a  und  a ,  Fig.  13 
S.  198;  durch  ein  Viereck  mit  beiden  Diagonalen  verbunden  und  denkt 

man  sich  das  Verhältnis    ,    mit  Hilfe  beider  Diagonalen  hergestellt 

und  damit  die  Seitengleichung  gebildet,  so  geht  natürlich  in  diese 
ebensowenig  jene  Vernachlässigung  ein,  wie  in  die  beiden  Werte  des 

Verhältnisses  — .  Es  ist  klar,  dafs  auch  jede  andere  Art  der  Auf- 
stellung der  Seitengleichung  in  jenem  Viereck  frei  von  der  Vernach- 
lässigung sein  wird,  wenn  die  obige  es  ist,  weil  man  aus  dieser  und  den 
Dreiecks  Winkelgleichungen,  die  auch  frei  von  der  Vernachlässigung 
sind,  jede  andere  Form  der  Seitengleichung  herstellen  kann. 

Wenn  nach  dem  Vorhergehenden  die  Vernachlässigung  der  Re- 
duktionen der  gemessenen  astronomischen  Azimute  und  Azimutal- 
unterschiede  auf  geodätische  unter  günstigen  Umständen  nur  geringe 
Fehler  giebt,  so  ist  doch  immerhin  bei  der  grofsen  Leichtigkeit,  diese 
Reduktionen  anzubringen,  nicht  recht  einzusehen,  warum  sie  vernach- 
lässigt werden,  zumal  in  Fällen,  wo  einzelne  lange  Diagonalen  vor- 
kommen, der  Einflufs  der  Vernachlässigungen  ohne  Zweifel  beträcht- 
lich das  oben  angegebene  Mafs  überschreiten  kann. 

Vielleicht  würde  man  dieser  Reduktion  mehr  Aufmerksamkeit 
schenken,  wenn  sie  in  den  Excessen  merkbar  würde,  oder  wenn  bei  der 
Berechnung  geographischer  Breiten  und  Längen  mittelst  der  Ergebnisse 
der  Triangulierung  aus  ihrer  Vernachlässigung  Widersprüche  zwischen 
den  Rechnungsresultaten,  welche  auf  verschiedenen  Wegen  durch  das 
trigonometrische  Netz  hindurch  erhalten  werden,  entstünden. 

Dieses  letztere  ist  aber  ebenso  wenig  der  Fall  wie  das  erstere. 

Indem  man  die  astronomischen  Azimutaldifferenzen  für  geodätische 
nimmt,  begeht  man  nämlich  Fehler,  die  wie  Beobachtungsfehler  nur 
bei  der  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen  merkbar  werden  können 
(hier  jedoch  auch  oft  nicht  merkbar  werden,  wie  oben  gezeigt),  die  aber 
jedenfalls  nach  erfolgter  Ausgleichung  nicht  mehr  zu  Widersprüchen 
führen. 

Dieses  Verhalten  ist  wesentlich  verschieden  von  dem  bei  der 
Rechnung  mit  Sehnen.  Vernachlässigt  man  hier  die  entsprechenden 
Glieder  4.  Ordnung,  so  giebt  das  einen  Fehler  der  mathematischen 
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Bedingung,  d.  h.  es  wird  nicht  korrekt  ausgeglichen,  und  es  mufs 
daher  bei  der  Berechnung  geographischer  Positionen  entlang  ver- 
schiedener Seitenzüge  sich  in  den  Ergebnissen  für  gemeinsame  Punkte 
eine  angemessene  kleine  Differenz  zeigen. 

Ch.  H,  Kummell  hat  1877  in  den  Astronom.  Kadtr.  Bd.  89  Nr.  2116 
S.  49  die  übliche  Berechnung  der  Dreiecksnetze  nach  dem  einfachen  Le- 
gendreBchen  Satze  einer  Kritik  unterzogen.  Er  wendet  dazu  die  Hypo- 
these an,  dafs  mau  jedes  Sehnendreieck  des  EUipsoids  wie  ein  Sehnen- 
dreieck einer  Kugel,  deren  Radius  dem  mittleren  Krümmungsmafs  der 
8  Ecken  entspricht,  berechnen  könne.  Unsere  Untersuchungen  zeigen  aber 
die  Unzul&ssigkeit  dieser  Hypothese. 

§  19.    Fortsetzung.    Sphärische  Berechnung  einer   Kette. 

Wird  anstatt  des  speziellen  Erümmungsmafses  K  für  jedes  einzelne 
Dreieck  ein  gemeinsamer  Wert  JKi„  =  Z"  +  *  J^  im 
ganzen  Netz  angewandt,  so  vergröfsert  sich  £  um 
d£  nach  Mafsgabe  der  Gleichung: 


Ö£  =  £ 


K 


(1) 


wie  die  Diiferentiation  der  Gleichung  für  a  S.  359 
zeigt.  Entspricht  nun  K  der  geographischen  Breite 
B  und  Km  =  JT  4"  ^^  ^^^  mittleren  Breite  des 
Netzes  JB„,  =  B  -f-  dBj  so  wird,  weil  allgemein 
ü:  =  (1  —  6«  Äu^By  :  (1  -  e«)  ist: 

2«'  sin  25^ 


dK 
K 


m 


1  —  e«  8in»B 


dB. 


(2) 


m 


Fig.  86. 


Hierbei  ist  dB  ais  klein  vorausgesetzt,  wie  es 
der  Fall  sein  wird,  wenn  Km  ein  mittleres 
Krümtnungsmafs  des  Netzes  ist.  Man  kann  nun 
offenbar  in  hinreichender  Annäherung  setzen: 

8b^  —  b.2^  sin  2Bm6B  +    • .  (3) 

Für  dJB  =  0,05  (als  Arcus  genommen,  wie  Formel  (3)  verlangt)  und 
für  eine  mittlere  Breite  Bm  •=»  45®  sowie  für  a  =  10"  wird  Sb  gleich 
07007.  Jener  Betrag  von  b  gehört  im  Maximum  zu  einer  mittleren 
Seitenlänge  m  =  0,01  o^  ca.;  dJ?  =  0,05  aber  tritt  erst  an  den  äufsersten 
Enden  einer  meridional  gestreckten  637*'"  langen  Kette  auf.  Man 
erkennt  hieraus,  dafs  es  in  der  Regel  recht  wohl  zulässig  sein  wird^ 
mit  einem  mittleren  Krümmungsmafs  des  Netzes  zu  rechnen. 

Ist  jedoch  Km  =  1,  toie  bei  Bessels  Berechnung  der  ostpreufsischen 
Chradmesmng,  so  wird  dK=  KJi  —  K  =  1  —  Ä'uud  in  hinreichender 
Annäherung 

da  =  —  B  .  e^  cos  2B  +  •  •  •  •  (4) 

2C* 
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Für  B  gleich  null  giebt  dies  bei  b  =  10"  für  de  den  betracht- 
lichen Wert  0,07".  Nur  zufällig  ist  für  die  Dreiecke  der  ostpreufsischen 
Gradmessung  ös  weit  kleiner,  da  hier  B  im  Mittel  55^  also  cos  2JS 
gleich  —  0,34  ist.  Immerhin  wird  hier  d«  =  +  £  :  450,  also  für 
€  =  10"  doch  schon  +  0,022". 

Die  ÖS  werden  nun  bei  der  Ausgleichung  wie  Beobachtungsfehler 
verteilt.  Die  Art  der  Verteilung  ist  dabei  je  nach  der  Gruppierung  der 
'Dreiecke  und  den  Gewichten  der  verschiedenen  Beobachtungen  ver- 
schieden. Sehr  übersichtlich  ist  die  Sache  bei  einer  einfachen  Dreiecks- 
kette ohne  Diagonalen,  deren  Winkel  gleich  genau  beobachtet  sind.  Hier 
wird  durch  den  üblichen  Rechnungsgang  de  in  jedem  Dreieck  gleich- 

mäfsig  auf  die  3  Winkel  verteilt  und  jeder  Winkel  um  -r-  vergröfseri 

Dies  hat  jedoch  auf  die  Seitenberechnung  keinen  Einflufs,  denn  Ä*, 
B*y  C*  werden  oflFenbar  dieselben  wie  für  den  richtigen  Betrag  des 

Excesses,  weil  bei  ihrer  Bildung  wieder  y  ^^  subtrahiert  wird,  indem 

man  |  des  Excesses  von  den  ausgeglichenen  Winkehi  abzieht. 

Die  Seiten  und  namentlich  die  Gesamtlänge  PqPh  einer  gerad- 
gestreckten Dreieckskette,  Fig.  36,  werden  also  richtig  erhalten. 

Nicht  jedoch  die  Azimute.     Die  Winkel  bei  P^,  P^,  Pg  u.  s.  f. 

sind  nämlich  zu  grofs  um  y  ^^^  Summe  der  e  der  daselbst  zusammen- 

stofsenden  Dreiecke.     Speziell  für  Fig.  36  ist  der  Winkel  bei  P^  zu 

grofs  um  —  (tf  «1  +  tf  «2  +  ^h)  ^'  i»  angenähert  de^.    Ebenso  hat  man 

für  Pjj  angenähert  öe^  zu  viel,  u.  s.  f.  Bei  der  Übertragung  der  Azimute 
von  PqP^  auf  PiPg,  P2P3  u.  s.  f.  entstehen  daher  Fehler  im  Betrage 
von  äe^f  dfg  +  de^,  de2  +  de^  +  de^,  u.  s.  f. 

Diese  Beträge  können  bedeutend  werden,  sobald  wie  bei  der 
ostpreufsischen  Gradmessung  die  de  alle  einerlei  Zeichen  haben,  weil 
die  e  mit  dem  Äquatorialradius  a^  berechnet  worden  sind. 

Wenn  dagegen  ein  mittleres  Erümmungsmafs  des  Netzes  gewählt 
ist,  so  wird  offenbar  nicht  nur  der  Betrag  der  einzelnen  de  kleiner, 
sondern  es  treten  in  nördlich  und  südlich  von  der  Mitte  gelegenen 
Netzteilen  die  de  mit  verschiedenen  Vorzeichen  auf,  wodurch  einer 
zu  grofsen  Anhäufung  vorgebeugt  ist. 

Setzen  wir  P^P«  =  0,1  «o  und  n  —  10,  so  wird  im  1.  Fall 
{Sessels  Methode)  der  Azimutfehler  der  Seite  P9P10  gleich  9e*  cos  2Bm .  e 
und  da  unter  Voraussetzung  gleichseitiger  Dreiecke  «  =  10  Sek.  ist, 
so  folgt  dafür  rund  0,6"  cos  2Bmj  ein  Wert,  der  im  allgemeinen  zu 
j]^rofs  ist,  um  vernachlässicrt  werden  zu  können. 
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Im  2.  Falle  (Anwendung  eines  mittleren  Krümmungsmafses)  ent- 
steht überhaupt  nur  dann  ein  Fehler,  wenn  die  Kette  nicht  die  ost- 
westliclie  Richtung  hat.  Nehmen  wir  meridionale  Richtung,  so  wird 
auch  hierbei  der  Azimutfehlcr  von  PqPiq  gleich  null.  Derjenige  der 
andern  Seiten  ist  aber  nicht  null  und  zwar  wird  der  Azimutfehler 
der  Seite  1\1\,  ein  Maximum.  Er  beträgt  jedoch  unter  sonst  den- 
selben Voraussetzungen  wie  vorher  nur  0,013"  sin  2JB,„. 

Im  wesentlichen  ebenso  ycringfügig  dürften  sich  bei  Anwendung 
eines  mittleren  Krümmungsmafses  des  Netzes  die  Fehler  für  jede 
geradgestreckte  Dreieckskette  von  derselben  Länge  gestalten ,  wenn 
auch  die  Verteilung  der  As  auf  die  Winkel  bei  ungleicher  Genauigkeit 
derselben  sowie  bei  Existenz  von  Seitengleichungen  ungleichmäfsig 
sein  wird  und  der  Einflufs  von  de  auf  die  Seiten  dann  nicht  ganz 
verschwindend  ist. 

Dagegen  mufs  die  Anwendung  des  Wertes  K=  l  (welcher 
der  Breite  li  =  ca.  45'^  entspricht)  als  unzulässig  bezeichnet  werden. 

Es  mögen  hier  noch  die  Fragen  beantwortet  werden,  wie  e  sich 
durch  einen  Fehler  in  (?  und  einen  Felder  in  a^  verändert  Man 
findet  leicht  bezw. 

*£  ==  +  5  .  cos  2Bde'  H (5) 

d£  =  -  2f  ^""  (6) 

und  ersieht  hieraus,  dafs  selbst  so  beträchtliche  Werte  wie  Se^  ==  0,0003 
und  -—'  =  0,0001  nur  die  Tausendstelsekunden  in  b  beeinflussen. 

§  20.  Fortsetzung.  Sphärische  Berechnung  von  Folar- 
koordinaten.  Sind  im  Anschlufs  an  Fig.  36  für  P,,  Pg,  Pg  u.  s.  f. 
Polarkoordinaten  in  Bezug  auf  Pq  als  Zentrum  zu  berechnen,  so  kommen 
mehr  und  mehr  Dreiecke  mit  langen  Seiten  in  betracht  und  man 
wird  daran  denken,  die  strengen  Formeln  (1)  S.  362  anzuwenden. 
Ist  jedoch  wie  in  Fig  36  die  Kette  so  geradgestreckt,  dafs  nur  sehr 
kleine  Excesse  für  jene  Dreiecke  entstehen,  so  kann  wieder  das  ein- 
fache /vegrcnJresche  Theorem  in  Bezug  auf  die,  dem  mittleren  Krümmungs- 
mafs  des  Netzes  entsprechende  Kugel  Anwendung  finden.  Nur  bei 
Dreiecksnetzen  mit  grofser  Ausdehnung  nach  2  Dimensionen  sind  die 
strengen  Formeln  nötig,  denn  hier  entsteht  wegen  grofser  b  auch 
eine  wesentliche  Ungleichheit  der  Reduktionen  A  —  A*y  B  —  B*, 
C  —  C*  in  den  zur  Berechnung  der  Polarkoordinaten  erforderlichen 
Dreiecken. 

Im  Falle  der  Fig.  36  werden  durch  die  sphärische  Berechnung, 
wie  bereits  nachgewiesen,  nur  die  Azimute  der  Seiten,  nicht  aber  ihre 
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Längen  beeinflufst.    Infolge  dessen  werden  auch  nur  die  Azimute,  nicht 
aber  die  Längen  von  PqPi,  Po^\)  ^o^z  •  •  •  fehlerhaft. 

Man  erhält  als  Fehler  der  Azimute  im  Punkte  i^,  wie  die  Be- 
trachtung der  Figur  zeigt,  wenn  für  die  gestreckten  Winkel  in  J\, 
Pg  u.  8.  f.  die  Fehler  bezw.  gleich  de^,  de^  u.  s.  f.  gesetzt  werden, 

für  Po  ^2  '      \2^h 
)»    P0P3  '       Y*^«  +3   *«4 


» 


^0^0  •      iö  *^^  +  lö  ^^-i  "* 10  *^i«  +  10  *^J«- 


Rechhet  man  nun  mit  K  =  1^  sodafs  alle  de  nahezu  den  gleichen 
Betrag  (4)  S.  403  erhalten,  so  macht  dies  5*6  d.  i.  5e^  cos  2-0^4 .  f 
oder  rund  0,3"  cos  2B.  Dieser  Azimutfehler  kaim  in  der  2.  Decimal- 
stelle  der  Sekunden  der  von  Fq  nach  Pjq  übertragenen  geographischen 
Breite  und  Länge  merkbar  werden. 

Rechnet  man  aber  mit  JST,,,  und  nimmt  (als  ungünstigsten  Fall) 
eine  meridionale  Erstreckung  der  Kette  an,   so  ist  näherungsweise: 

d£jj  =  — df,tj=  — 0,005"sin22?,,  \  d£4  =  -  df„  =  —  0,004"  sin  21?„, 
d66  =  —  Ä£u  =  — 0,003  sin21?„,   '   da^  =  —  df,,,  = —  OflOl  sin  21?,« 

und  daher  der  A^^imutfehler  für  PqPio  nur  gleich  —  0,008"  sin  25„,, 
was  wohl  meist  als  geringfügig  angesehen  werden  wird. 

Etwas  gröfser  wird  jedoch  im  allgemeinen  der  Fehler  für  Poöio» 
weil  bei  der  Berechnung  der  Polarkoordinaten  für  Q^^,  von  Pj^  aus, 
das  zwar  auch  noch  schmale,  doch  immerhin  nicht  kleine  Dreieck 
PqPiqQio  eingeht.  Mit  Rücksicht  auf  das  oben  Gegebene  findet  man 
leicht  mittelst  der  Formeln  (1)  S.  362,  dafs  hier  die  Berechnung 
nach  Legendres  Satz  mittelst  Km  zu  dem  oben  berechneten  Azimutfehler 
für  PqPio  heim  Übergang  zu  PqQiq  noch  0,01  bis  0,02"  hinzufügen 
kann,  sodafs  eben  diese  sphärische  Rechnung  nur  für  schmale  gerad- 
gestreckte Ketten  zulässig  ist. 


§  1.    Fundamentaltuits. 
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Rechtwinklige  geodätiselie  Koordinaten  and  Übertragung 
geographiselier  Koordinaten  mittelst  derselben. 

§  1.  Fundamentalsaiz.  Ein  System  rechtwinkliger  Koordinaten 
können  wir  uns  mittelst  geodätischer  Linien  in  der  Weise  gebildet 
denken,  dafs  die  Abscissen  auf  einer  geodätischen  Linie  gezählt  wer- 
den und  dafs  die  Ordinaten  geodätische  \  '  nieJktunf^ih'^er 
Linien  normal  zu  jener  sind;  Fig.  37.  \   \ 

Bewegt  man   eine  Ordinate  y  von  \^ 

Sinne  wachsender  x,  so  beschreibt  ihr   "^'"^i^/y^  ^..  .y 


Endpunkt  P  eine  Linie  konstanten  Ab-     ^^J^ndr 


Standes  von  der  :r-Axe.  Ist  die  Ver- 
schiebung des  Fufspunkts  F  unendlich 
klein  und  gleich  dx,  so  wird  man  die- 
jenige von  P  gleich  ndx  setzen  können, 
wobei  n  eine  Funktion  der  Lage  und 
Länge  der  Ordinate  sein  wird: 


^4%*^      


y*^ 


^€i 


Fig.  87. 


PQ  =  Xidx. 


(1) 


Um  n  kennen  zu  lernen,  führen  wir  PF  dadurch  in  die  Lage 
QF'  über,  dafs  wir  PF  zuerst  um  den  Punkt  P  drehen  und  dann 
PF'  durch  Drehung  um  den  Punkt  F*  in  die  Lage  QF  bringen. 
Da  FF'  normal  zu  PF  steht,  so  mufs  PF'  bis  auf  eine  unendlich 
kleine  Strecke  2.  Ordnung  mit  y,  also  auch  mit  QF*  übereinstimmen, 
sodafs  PQ  als  normal  zu  der  Ordinate  QF'  betrachtet  werden  kann. 
(Die  Abweichung  von  der  normalen  Stellung  ist  von  derselben  Art 
wie  beim  geodätischen  Kreis,  vergl.  §  3  S.  27 L) 

Formel  (4)  S.  347  giebt  nun  mit  Bücksicht  auf  die  Figuren  28 
und  37  sofort  mit  leicht  ersichtlicher  Übjsrtragung  der  Bezeichnung: 


sin  Sr 


m 


y 


\dy/PF      ' 


wobei  der  Lidex  PF  an  -g-^  bedeutet,  dafs  y  in  der  Richtung  PF  ver- 
längert gedacht  werden  mufs.     Da  B^  «s  90®  ist^  so  folgt  hieraus: 


dx 


fdVXy 


\  dy /PF 


(2) 


Das  linker  Hand  auftretende  Produkt  —  VX^dS^  ist  aber  gleich 
PQ,  wie  man  mit  Bücksicht  auf  Fig.  37  und  aus  d^m  Umstände 
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erkennt;  dafs  PQ  niclit  wesentlich  von  dem  geodätischen  Kreis  ab- 
weicht, den  die  Linie  QF'  bei  Drehung  um  F'  beschreibt.  Da 
also  —  }Xtyd@Q  '=  PQ  und  nach  (1)  gleich  tidx  ist,  so  folgt  aus  (2): 


« -  föL  (») 


dy  /pF 

Diese  Formel  bildet  in  Verbindung  mit  dem  oben  erhaltenen  Satz, 
dafs  die  Parallelen  zur  x-Axe,  also  die  Linien  konstanten  Wertes  y, 
normal  zu  den  Ordinaten  stehen,  das  Fundament  für  die  Theorie  der 
rechtwinkligen  geodätischen  Koordinaten.  Die  in  Formel  (3)  ver- 
langte Differentiation  ist  indessen  etwas  unbequem  auszuführen,  und 
wir  wandeln  (3)  daher  um.  Zunächst  schreiben  wir  anstatt  (3)  für 
den  Augenblick  besser: 

n  =  ^  •  (3*) 

Hierin  ist  erstens  anstatt  des  Zeichens  der  partiellen  Differentiation 
dasjeiüge  der  vollständigen  eingeführt,  weil  eine  Azimutänderung 
von  y  nicht  in  betracht  kommen,  also  keine  Verwechslung  stattfinden 
kann.  Zweitens  ist  anstatt  dy  im  Nenner  kurz  dF  gesetzt,  um  damit 
zugleich  den  Index  PF  zu  bezeichnen. 

Nach  Gleichung  (6)  S.  275  ist  aber  unter  Anwendung  der  oben 
eingeführten  Schreibweise: 

tS+'-v^-O.  (4) 

Hierin  bezeichnet  £':ao'  das  Krümmungsmafs  für  Punkt  P.  Differenzieren 
wir  diese  Gleichung  nach  y,  wobei  aber  letzteres  über  F  hinaus  ver- 
längert zu  denken  ist,  so  folgt: 

dP'dF"^  dF  Oo»       ^  ^^ 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  tt  nach  (3^): 

Pur  T^  schreiben  wir  nunmehr  wieder  -5-.   Bei  dieser  Schreibweise 
dF  ay 

erscheint  es  selbstverständlich,  dafs  y  im  Sinne  wachsender  Ordinaten 
über  P  hinaus  verlängert  gedacht  werden  mufs.     Man  erhält  also: 

0  +  «^.-O.  (6) 

Diese  Formel  stellt  sich  der  entsprechenden  Formel  (6)  S.  275  für  m 
an  die  Seite. 
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Gauf^  hat  a.  a.  0.  Art.  19  in  der  That  beide  Di£Ferentialgleichmigtm 
gleichzeitig  in  Form  einer  noch  aUgemeiner  gültigen  Gleichong  bewiesen. 
Die  Formeln  (3)  und  (6)  gelten  nämlich  auch  noch,  wenn  die  Abscissen- 
axe  keine  geodätiflche,  sondern  eine  beliebige  Linie  ist 

§  2.   Differentialformel  fftr  den  BichtungswinkeL 

Obgleich  wir  im  Folgenden  diese  Formel  nicht  anwenden,  soll  sie  doch 
der  VollsiAndigkeit  wegen  hier  entwickelt  werden. 

Eine  durch  P  gezogene  geodätische  Linie  PP',  Fig.  37,  bildet 
in  P  mit  der  Parallelen  zur  x-Axe  den  Richtungswinkel  II,  in  dem 
unendlich  benachbarten  Punkt  P"  aber,  wenn  man  sie  sich  über  P' 
hinaus  fortgesetzt  denkt,  den  Richtungswinkel  ü -}-  du. 

Beziehen  wir  nun  diese  Geodätische  zunächst  auf  die  Linien  F'P 
und  F'P'y  indem  wir  diese  als  Radienyectoren  betrachten,  so  kann 
man  nach  S.  347  (4)  angeben,  um  wieviel  der  Winkel  9,  gezahlt 
vom  wachsenden  Radiusvector  bis  zur  wachsenden  Linie  PP",  zunimmt 
beim  Übergang  von  P  nach  P'.    Bezeichnen  wir  PP'  mit  ds,  so  wird: 


nu    \dy/FP 


%    \dy 

Nun  ist  aber,  wie  die  Figur  zeigt,  PQ  einerseits  gleich  —  sin  0d8 
und  andrerseits  gleich  —  MpdSQ,    Man  hat  daher  auch 

ae (^)  dB,. 

\  oy  Irr     ^ 
Nach  S.  407  (2)  iat  femer: 

Setzen  wir  diesen  Wert  für  d0Q  in  die  vorige  Gleichung  ein  und  be- 
rücksichtigen dabei  nach  Fig.  37  die  Relation  dx  ■»  Wydf^,  so  folgt: 

Aus  dS  erhält  man  dfit,  wenn  man  beachtet,  dafs  wie  die  Figur  zeigt: 
©  +  d^_270«+ll   und   e  +  d»~21Q9+ü  +  dü, 

mithin   d0  —  d^  ^=»  dti  ist.     Es  wird  nämlich  hieraus   durch  Ein- 
führung von  (1): 

Bestitnieren  wir  hierin  den  Wert  Ton  di)  mittelst  der  schon  erwUmien 
Relation  dx  <=  Vl^dip,  so  folgt: 

/dmg\     /dm,\    _j 
du  -  V  äy  J„  \dy  h,        ^^  (2) 


V 
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In  dieser  Formel  ist  in  den  Di£ferentialquotienten  fär  Qty  das  Zeichen 
der  vollständigen  Differentiation  eingeführt,  weil  der  Gegensatz  zu 
Änderungen  von  VX,j  mit  dem  Azimut  weggefallen  isi 

(2)  läfst  sich  aber  weit  einfacher  schreiben.  Um  dies  zu  er- 
kenneu,  erinnern  wir  an  die  S.  408  vorkommenden  beiden  Gleichuugen 
(4)  und  (5): 

Eliminiert  man  K  hieraus,  so  folgt  unter  gleichzeitiger  Addition  eines 
und  desselben  Gliedes  -^-^  dPdF  ^^^^^^^^^' 


d^VXy       j^   dVÜy      (2' Uly       dVXij    d'llty    j^ 

^»  dP*dF  +  'd¥  dPdF  ~  ~dF  ~dF^  ■*" 


dXBLy      d'Wy 


-— -  • 


dP  dPdF 
Dieses  läfst  sich  links  und  rechts  sofort  integrieren.    Man  erhält: 

O  tut/  wtlly  dViif      I     TT*  1 

^y  dPdF'^-dF-dP+  ^^'^'*- 

Weil  aber  für  y  =  0  auch  Uly  =  0  und  -^  =  1  =  —^  ist,  was  mit 

Rücksicht  auf  die  Beziehungen  in  der  Ebene  ohne  weiteres  einleuchtet^ 
so  ist  die  Eonstante  offenbar  -—  1.     Aufserdem  ist  nach  (3)  S.  408 

— ^  BS  n  und  daher: 

du  dMy  dvHp  - 

"*»  dP  ~  dF   dP        ^ 

oder 

\  dy  /PF  \  dy  ) fp  ^  \dy/p' 

Wird  dieses  in  Gleichung  (2)  eingeführt  und  der  nunmehr  überflüssige 
Index  P  rechter  Hand  weggelassen,  so  ergiebt  sich: 

dn^^dx.  (3) 

Vorstehende  Formel  giebt  Oau/^  a.  a.  0.  Art.  19.  Sie  gilt  auch  dann, 
wenn  die  AbsdBaenaze  keine  Geodätische  ist. 

Die  Differentialformeln  fSr  ü  und  tt  können  auch  dadorch  gewonnen 
werden,  dab  man  die  Ordinaten  y  m  F  und  F  bis  sn  ihrem  Durch- 
schnitt A  verlängert  und  AQF*  auffalst  als  eine  durch  Drehong  ent- 
standene Lage  von  APF,  sodafg  PQ  und  FF*  Elemente  geodätischer 
Kreise  sind.  Mit  Benutzung  der  für  8  Punkte  einer  geodätischen  Linie 
▼on  Chrittoffel  a.  a.  0.  8.  148  u.  149  angestellten  Relationen  (insbesondere 
Nr.  8)  gelangt  man  leicht  zum  Ziele. 


§  3.    BeBtimmnng  von  lt.  411 

§  3.  Bestlnimiing  you  n.  Zur  Bestimmung  von  tt  ist  K  für 
Punkt  P  aus  S.  276  (5)  zu  entnehmen.  J^,  «1.2,  ßi  beziehen  sich 
darin  auf  den  Fufspunkt  der  Ordinate  y,  welche  an  Stelle  von  s  tritt 
und  werden  besser  mit  Ky,  a^,  ßp  bezeichnet.  Man  hat  zunächst 
offenbar ;  wenn  die  x-kne  in  den  Meridian  gelegt  wird: 

ay  =  90^     cos  «F  =  0  (1) 

und  ersieht,  dafs  infolge  dessen  zahlreiche  Glieder  in  K  verschwinden. 
Der  Ausdruck  (5)  geht  nämlich  über  in: 

K  =  Kr  (1  +  2e^  ^m'ßf  sin^  |-  +  . . . )  . 

Werden  nun  e  und  yia^  als  Gröfsen  1.  Ordnung  genommen,   so  ist 

K=Kj,  +  Gl^.  (2) 

Substituieren  wir  diesen  Ausdruck  für  K  in  die  Gleichung  (6)  S.  408, 
so  folgt: 

'^.  +  n^^{l  +  Gk)^0.  (3) 

Abgesehen  von  dem  Rest  Gl^  ist  dies  aber  die  Differentialgleichung 
für  U  in  Bezug  auf  eine  Kugel  vom  Krümmungsmafs  Kf :  a^.  In 
der  That  ist  (3)  erfüllt  durch 

11  =  cos  (J^  VK^  +  Gk  ,  (4) 

wie  man  leicht  verificiert. 

Für  den  nachfolgenden  Gebrauch  ist  es  nun  erforderlich,  das 
Krümmungsmafs  eines  festen  Punktes  der  j;-Axe  einzuführen.  Wir 
denken  uns  diesen  Punkt  als  Koordinatenanfang  genommen  und  K 
sowie  ß  für  denselben  mit  dem  Index  null  versehen.  In  der  Formel 
(5)  S.  276  ist  jetzt  f<ri  2  =  0  und  cos  «1.2  =  !,  /Si  =  /S©,  iTi  =  -Ki,,  5  =  x 
zu  setzen.     Man  erhält  damit: 

K,  =  JSTo  +  2ü;e«  sin  2ß,  ^  +  Gl,.  (5) 

Denkt  man  sich  nunmehr  cos  (  ^  YKf)  in  eine  Reihe  entwickelt,  so  er- 
sieht man  sogleich,  dafs 

cos  (|-  Yk])  =  cos  (-^  YK^  -  K^^  8iii-2^„  ^'  +  G^e •        (6) 

Dieses  ist  zugleich  der  Ausdruck  für  lt.  Setzen  wir  nun  noch  zur  Ver- 
einfachung: 
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V 


^  e«  sin  2/Jo  -  J^o 


t>^-6 


&V^ 


(7) 


V 


und  fügen  dem  2.  Gliede  in  (6)  den  Faktor  YK^  bei^  was  nur  einen 
Fehler  höherer  Ordnung  erzeugt^  so  geht  (4)  mit  Rücksicht  auf  (6) 
über  in: 

n  =  cost,-6E^W+Okf  (8) 

welche  Formel  zur  weiteren  Anwendung  geeignet  ist.  Nach  (8)  ist 
es  insbesondere  zulässig  zu  setzen: 


\  =  secn  +  6E,ifl'  +  Gl,. 


(9) 


§  4.  Gang  der  weiteren  Entwicklung.    Im  Anschlufs  an  eine 
von  Gnufs  in  den  Disqu,  c.  sup.  c.  Art.  19  (G.  Werke  Bd.  4  S.  251) 

für  die  Theorie  der  geodätischen 
Dreiecke  gegebene  Entwicklung  stellen 
wir  zunächst  eine  Differentialgleichung 
für  die  Kürzeste  zwischen  2  durch 
ihre  Koordinaten  gegebene  Punkte  auf, 
Fig.  38. 

Im  Richtungswinkel  ti^.^  gehe  von 
Pj  eine  geodätische  Linie  aus^  deren 
Länge  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte 
P  gleich  s  sei.  Wächst  nun  bei  kon- 
stantem y  die  Abscisse  x  um  dXy  so 
verschiebt  sich  die  Linie  P|P  in  die 
Lage  P^Q.    Zieht  man  PR  normal  zu  P^Q^  so  ist: 


Fig.  88. 


QR  =  PQ  cos  a. 

Nun   ist   aber  QR  zu  betrachten   als  partieller  Zuwachs  von  s  bei 
konstantem  y  und  veränderlichem  o:.    Es  ist  also  ^5  =  11  da;. cos K  und 


ndx 


^=  cos  a. 


(1) 


Bei  konstantem  x  und  einem  um  dy  wachsenden  y  entsteht  ein 
Zuwachs  ds  =  QfR  und  da  QfR  ^^  dy  sin  a  ist,  so  wird 


dy 


=  smU. 


(2) 


Die  Elimination  von  fl  aus  (1)  und  (2)  mittelst  der  Gleichung 

cos*  H  +  sin*  Ä  —  1 
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führt  zu  der  Gleichung: 

Multipliziert  man  beiderseits  mit  4 5';  fährt  anstatt  x  und  y,  um  den 
einfachen  Ausdruck  (8)  für  11  anwenden  zu  können,  |  und  q  mittelst 
der  Relationen  (7)  auf  voriger  Seite  ein  und  setzt  ferner 

«  =  ^Y^,  (3) 

so  ergiebt  sich  endlich: 

Diese  Gleichung  ist  zu  integrieren.  Geschieht  dieses  nach  der 
Methode  der  unbestimmten  KoefficienteU;  so  wird  6^  als  Potenzreihe 
erhalten.  Ist  aber  6^  als  Funktion  von  ^  und  ij  bekannt  geworden,  so 
geben  (1)  und  (2)  die  Gleichungen: 

zur  Bestimmung  von  IL 

Die  Yertauschung  der  Punkte  in  den  Gleichungen  (5)  liefert 
Formeln  für  den  Richtungswinkel  Hi.«  und  offenbar  damit  auch  ein 
Mittel  zur  Bestimmung  von  Äi.a  —  ö. 

Auf  dem  hier  vorgezeichneten  Weg  werden  wir  6^  und  H,  sowie 
Iti.s — ^  bestimmen.  Er  erscheint  deswegen  bequem,  weil  die  in 
betracht  kommenden  Ausdrücke  für  den  Fall  der  Kugel  schon  ent- 
wickelt sind  und  nur  kleine  Verbesserungen  zu  erhalten  haben. 

§  5.  Fortsetzung.  Bestimmung  von  o^.  Wenn  wir  in  Gleichung 
(4)  des  vorigen  Paragraphen  für  1 :  It  einfach  sec  17  setzen,  so  ergiebt 
sich  diejenige  Beziehung  von  6^  zu  den  Koordinaten  der  Punkte  P^ 

und  P,  welche  fQr  die  Kugel  mit  dem  Radius  üq^^K^  gilt  und  aus 
S.  122  entnommen  werden  kann.  Der  genauere  Wert  von  l:n  giebt 
einen  kleinen  Zusatz  zu  jenem  6^,  welches  wir  6^  nennen  wollen. 
Heifst  die  Verbesserung  K,  so  ist  also: 

«'■=V+^.  (1) 

Hiermit  geht  die  oben  erwähnte  Gleichung  (4)  über  int 
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Dieses  vereinfacht  sich  einesteils  dadurch;  dafs 

ist;  andemteils  durch  die  Bemerkung;  dafs  man  die  ^.  Potenzen  der 
Differentialquotienten  von  V  gegen  die  1.  Potenzen  derselben  vernach- 
lässigen kann.  Denn  indem  Fnur  durch  das  Glied  5.  Ordnung  ^E^if^ 
entsteht;  ist  es  nach  (2)  selbst  von  der  Ordnung  des  Produkts  dieses 

Gliedes  in  (— ^t— )  >  d-  i»  von  der  7.  Ordnung.  Die  Differential- 
quotienten von  V  haben  dann  die  6.  Ordnung;  ihre  Quadrate  also  die 
12.  Ordnung.  Da  ferner  die  Differentialquotienten  von  6^  die  1.  Ord- 
nung besitzen;  so  sind  ihre  Produkte  mit  den  Differentialquotienten 
von  V  Gröfsen  7.  Ordnung. 

Yemachlässigt  man  alle  Gröfsen ;  welche  die  7.  Ordnung  der 
Voraussetzung  nach  überschreiten;  so  folgt  aus  (2): 

4l^  +  l~:^S?  +  «w(^r  +  ei.-2y.    (S) 

Da  nach  S.  122  6^  — =  ^5*  +  /1if  +  Gl^  ist;  wenn   gesetzt  werden: 

^S  =  6  —  li         ^ij  —  ij  ~  i2i ,  (4) 

so  hat  man  fär  die  Differentialquotienten  von  6^i 

-^  =  2^|  +  Gi,       ^=2Jr,  +  Gk.  (5) 

F&r  V  haben  wir;  wie  bemerkt;  eine  Funktion  7.  Ordnung  ein- 
zufahren; d.  h.;  weil  6^  als  Faktor  auftritt:  eine  Funktion  5.  Grades 
in  Bezug  auf  die  Koordinaten  der  Punkte  P^  und  P.  Offenbar  ist 
aber  6^  und  also  auch  V  eine  solche  Funktion;  welche  in  Bezug  auf 
die  Koordinaten  der  beiden  Punkte  P  und  P^  vollständig  symmetrisch 
gebaut  ist. 

Man  kann  sich  diese  Funktion  zunächst  nach  Potenzen  von  ^S 
geordnet  denken;  denn  ^i  mufs  Faktor  derselben  sein,  indem  fOr 
-^1  «=  0  <y*  «=  ^fj^  wird,  also  V  verschwindet  Indessen  bleiben  nur 
^1'  und  z:/^^  zu  berücksichtigen;  da  das  Vorhandensein  ungerader 
Potenzen  von  J^  der  eben  erwähnten  Symmetrie  widersprechen  würde. 
Wir  begnügen  uns  aber  mit  Vernachlässigung  von  z/|^  zu  setzen: 

F=  £o^l*  (iiat}*  +  bri,'  +  cvnO  +  S. (^'  +  «%*  +  cnv\))  +  Gl, ,  (6) 

worin  a,  b,  c  zu  bestimmende  Koefficienten  bezeichnen.  Der  Erfolg 
wird  diese  Annahme  bestätigen. 
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Mit  W^^aammg  des  gemeinsamen  Faktors  E^^l^^  ergiebt  die 
Substitution  des  Ausdracks  (6)  in  (3)  zur  Bestimmung  von  a,  b,  e 
die  (noch  nicht  weiter  zusammengezogene)  Gleichung: 

2{l(oiJ*  +  hl}'  +  cvVi)  +  ßiC*»»*  +  aVi'  +  <^VVi)} 
+  (I  -  y  («'»*+ H*+«?i?i)  +  (ij  -  1J.)  { l(2ai?  +  c»?!)  +  5.  (2«"?  +  «?,)  1 

welche  nach  gehöriger  Ordnung  folgende  Form  annimmt: 

I  J4i,*(a  +  3)  +  nVißc  -  2a)  +  ,,,«(26  -  c)] 
+  11(1,« (36  -  a)  +  fifi, {c  -  2b)  +  %»(«  -b-c)]-\-Gl, 


=  0. 


Dieselbe  mufs  identisch  verschwinden,  was  nur  möglich  ist  fQr  nach- 
stehende Werte  von  a,  b,  c: 


a  =  —  3 


6=»_  1        c=.  — 2. 


Setzt  man  dies  in  (6)  ein  und  fQgt  alsdann  V  zu  <Sf,*  hinzu,  so  folgt: 


««  =  6'  -  E,JV 


I  (31»  +  m'  +  2f}Vi) 
+  5,(1' +  31,.' +  21,1,,) 


+  GL. 


(7) 


Im  Anschlufs  an  die  Formehi  (5)  des  vorigen  Paragraphen  bil- 
den wir  nun  die  Differentialquotienten  von  6^  und  erhalten  zuerst: 

ff  cos  «  =  (sec  ,  +  6E,  |,«  +  Gl,)  (-1  ^^ 

-^o^|[g(|-i,*  +  |,,«+3,,i,,)  +  |,(-|,«  +  A^.»  +  ,,,)]  +  Gf,.) 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  sec  rj ,  - — ^|-^  mit  {ö  cos  a)^,  als  dem  für 
die  Kugel  gültigen  Ausdruck  bezeichnen  und  den  oben  angegebenen 
Näherungswert  von  -^     ^^l     berücksichtigen: 


e  cos  ü  =  (d  cos  a)o  +  E^^i 


+  Gi,.(8) 


Die  Differentiation  von  <y'  nach  ri  giebt  fern^  sofort: 
ff  sin  fl  =  (ff  sin  ll)o  -  ^o^S*(|(3jj  +  nd  +  Un  +  Vi)\+Gl,.  (9) 
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§  6.  Bestlmmong  Yon  Distanz  und  Bichtnngswinkeln  aus 
den  Koordinaten.  Die  Formeln  (7),  (8)  und  (9)  des  vorigen  Para- 
graphen denken  wir  uns  nunmehr  angewandt  auf  2  Punkte  P^  und  Pj. 
Es  ist  alsdann  an  die  Symbole  ^  und  ij  ohne  Index  der  Index  2  an- 
zuhangen.   Femer  ist  ü  mit  1I2.1  +  ^^^^  zu  vertauschen. 

Führen  wir  aufserdem  die  linearen  Koordinaten  selbst  wieder  ein 
und  beachten  die  für  die  Kugel  geltenden  Formeln  (3);  (4)  und  (5) 
S.  122^  dann  wird  nach  einigen  Reduktionen  erhalten  : 


s» 


(1) 


N 


Hierin  ist  gesetzt: 


•0 


X     =      ^«  +  *' 
//X     a«      X^  —  Xi 


^y 


«2  —  yi 


ä: 


IT. 


5hr  mit  W^=Vl-e^sin^-Bo, 


(2) 


letzteres  nach  S.  59  §   15  (3),   wobei  Bq  die   geographische  Breite 
des  Eoordinatenanfangs  bezeichnet. 

Bei  Herstellung  der  Ausdrücke  s  cos  02.1  und  5  sin  03. 1  mittelst 
(3)  und  (4)  S.  122  ist  in  diesen  Formeln  eine  Yertauschung  der  Indices 
1  und  2  auszuführen.    Es  findet  sich: 


8C0BÜ%,i'^^^^' 


)+qGI,;  (3) 


8  Sin  üi^i  = 


1  _  /^l!  -  :^\ 

l-[(#-i^:h+($-4^)f]— «J 


(4) 


Durch  Vertauschung  der  Indices  1  und  2  folgt  hieraus: 
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Scosai.2  =  ^X' 


I     /yg*        y^^Jy'       uA       (y^y^      2^yA    Jx^ 
^^  \24^«  12^«    "''S60(jV        \2p*  "^  15  (jV    3^* 

l-[te:-#)7+te:-(S-)7]'"- •  I 


•  +  «<3I,i  (6) 


ssmai.g=' 


^y  +  (y.  + 1  ^y)  0 


(6) 


Zur  Prüfung  dieser  Formeln  dienen  die  Relationen: 
s*  =  5»  cos*  02. 1  +  s^  sin*  02. 1  =  s*  cos*  Ä1.8  +  s*  sin*  äi.j  . 

Bei  der  numerischen  Auswertung  ergiebt  sich  ebenfalls  eine 
Eontrolle  durch  doppelte  Berechnung  von  s  aus  den  Systemen  (3), 
(4)  und  (5) .  (6). 

Eine  andere  Eontrolle  kann  mittelst  einer  Formel  erhalten  wer- 
den, welche  direkt  die  Differenz 


fl2.i  —  ai.2—  180^  — ^Ä 


(7) 


angiebt.  Soweit  die  Eugel  in  betracht  kommt,  ist  diese  Differenz 
schon  bekannt.  Es  handelt  sich  also  auch  jetzt  nur  wieder  um  die 
Bestimmung  des  Eorrektionsgliedes. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (4)  und  (6)  ergiebt  sich  mit 
Rücksicht  auf  (7): 

s^sin  ai.2  —  sin  (äi  t  +  ^tCyj  ~  {«(sinÄi.»  —  sin  (äi.«  +  -^ä))}^ 

+  {(y  -  I  ^y)^  +  (y  +  I  ^y)^)  ^V  Bin  2^0  +  pöir,  (8) 

worin  das  1.  Glied  rechts  sich  wieder  auf  die  Eugel  bezieht.  Wird 
nun  sin  (01.2 -f~  ^^)  aufgelöst;  so  folgt  aus  (8)  unter  gleichzeitiger 
Umformung  des  in  6*  multiplizierten  Gliedes: 


—  5  cos  ai  .2 .  -^Ä  + 


—  {S  cos  01.2  .  -^Ä)o  H 


Beachtet  man  jetzt  Formel  (ö),  nach  welcher  ^x  im  allgemeinen 
nur  um  einen  kleinen  Bruchteil  2.  Ordnung  seines  Wertes  von  s  cos  fli.2 
verschieden  ist^  so  erhält  man  durch  Division  mit  .dx  (vorbehaltlich 
weiterer  Untersuchung  der  Gültigkeit): 

Helmert,  maihem.  u.  pbysikal.  Tbeorieen  d«r  höh.  Oeoditie.  27 
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Der  Wert  von  (^ü)q  ergiebt  sich  aus  Formel  (4)  S.  119,  wobei 
in  den  Gliedern  4.  Ordnung  für  u  und  v  bezw.  ^x  und  ^y  genom- 
men werden  dürfen. 


Damit  folgt  endlich: 


^a  =  —  Q  — 

hl  Sek.  9 


(9) 


Um  mit  Sicherheit  zu  erkennen,  dafs  diese  Entwicklung  zulässig 
ist;  mufs  man  sich  (8)  in  die  Form  gebracht  denken: 

s  sin  (äi .2  +  ^tl)  =  5  sin  Äi .2  +  Ä .  (8*) 

Wie  S.  31  gezeigt;  findet  man  nun,  dafs  die  Entwicklung  von 
^ü  nach  Potenzen  von  h  gilt,  sobald  h  :  s  cos'ai.2  eine  kleine  Gröfse 
ist;  deren  Potenzen  von  einer  gewissen  Stelle  ab  vernachlässigt  wer- 
den können.  Insoweit  aber  die  der  Kugel  entsprechenden  Glieder 
allein  in  betracht  kommen,  ist  die  Formel  (9)  schon  früher  als  für 
kleine  Werte  der  Koordinaten  brauchbar  erwiesen.  Man  sieht  jetzt, 
dafs  die  Brauchbarkeit  auch  für  das  Ellipsoid  bestehen  bleibt,  denn 
die  Glieder  in  h,  welche  durch  e*  erzeugt  werden,  "haben  jedenfalls 
sämtlich  den  Faktor  jdx^,  weil  dieser  Faktor  notwendig  allen  höheren 
Gliedern  des  Ausdrucks  für  ^  S.  416  (1)  anhaftet,  wie  die  Entwick- 
lung S.  414  zeigt  Dieser  Faktor  bleibt  für  s  sin  ai.2  bestehen,  und 
es  läfst  sich  also  h  durch  8^  cos' 02. i  dividieren,  welches  von  ztx* 
nur  um  einen,  von  1  nicht  erheblich  abweichenden  Faktor  unter- 
schieden ist 

Hiermit  ist  aber  leicht  zu  ersehen,  dafs  h:  s  cos^ü^.i  für  solche 
Werte  der  Koordinaten,  die  im  Verhältnis  zu  a^  Gröfsen  1.  Ordnung 
sind,  jedenfalls  eine  kleine  Gröfse  2.  Ordnung  ist,  deren  Potenzen 
also  der  Reihe  nach  immer  kleiner  werden. 

Für  die  numerische  Genauigkeit  der  vorstehenden  Formeln  ist  es 
vorteilhaft,  den  Anfangspunkt  der  Abscissen,  für  welchen  Kq  gilt,  so 
zu  verschieben,  dafs  die  Abscissen  selbst  möglichst  klein  werden. 

Im  allgemeinen  ist  es  am  besten,  Kq  für  die  Mitte  zwisdien  den 
Fufspunkten  der  Ordinalen  y^  und  y^  zu  nehmen.  Dann  wird  x  =  0 
und  a;^  =  —  a:^;  wodurch  sich  die  Werte  der  von  e*  abhängenden 
Glieder  stark  reduzieren. 

Bei  Werten  der  Entfernungen  s  und  Ordinaten  y  <  0,la^  beträgt 
unter   dieser   Voraussetzung   der  Einflufs    der   von   e^    abhängenden 
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Glieder  i^  Maximum  für  log  s  höchstens  mehrere  Einheiten  der  8.  Deci- 
male.  Der  Einflufs  auf  ^ü  beträgt  gleichzeitig  etwa  ebensoviele  Ein- 
heiten der  2.  Decimalstelle  der  Sekunden. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Genauigkeit  der  Formeln  dieses 
Paragraphen  zu  gewinnen,  braucht  man  sich  dieselben  nur  mittelst 
derjenigen  für  das  geodätische  Dreieck  S.  359  entwickelt  zu  denken, 
was  in  der  That  möglich  ist,  indem  man  das  Viereck  PiP^F^Fi 
(Fig.  38  S.412)  in  2  Dreiecke  zerlegt.  Aus  Tafel  (27)  S.388  und  Formel 
(3)  S.  403  schliefst  man,  dafs  bei  passender  Wahl  von  Kq  in  ^ü  im 
Maximum  Fehler  von  einigen  Hundertstelsekunden  entstehen  können, 
wenn  die  in  frage  kommenden  Dimensionen  den  Betrag  von  0,1  a^ 
erreichen.  Femer  ist  hieraus  und  aus  §  14  S.  388  u.  £f.  zu  ersehen,  dafs 
log  s  in  diesem  Falle  in  der  8.  Decimalstelle  unsicher  werden  kann. 

§  7.  Bestimmung  der  Koordlnatendüferenz  und  der  Differenz 
der  Richtungswinkel  aus  der  Entfernung  PiPg^  dem  Richtungs- 
winkel in  Fl  und  den  Koordinaten  von  F^.  Hierzu  ist  es  nur 
nötig,  die  Formeln  (5)  und  (6)  des  vorigen  Paragraphen  nach  ^x 
und  ^y  aufzulösen.  Dies  wird  aber  dadurch  sehr  erleichtert,  dafs, 
insoweit  die  für  die  Kugel  gültigen  Glieder  in  betracht  kommen, 
die  Formeln  schon  früher  auf  S.  118  gegeben  sind.  Aufserdem  genügt 
es  in  den  mit  e^  multiplizierten  Gliedern  zu  setzen: 


x^  =  Xi  +  u^6lj^        y«  =  yi  +  t;  +  Gig? 


und  so  wird  erhalten: 


V 


s  sin  üi,%        u  =^  s  coa  üi.% 


r  TT 


(1) 


y»— yi 


(2) 


Xa  ""^   Xt   ^~~  1» 


+*öi,.(3) 


Zur  Berechnung  von  Jti  kann  man  entweder  die  Formel  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  anwenden  oder  mit  Rücksicht  auf  Formel  (5) 
S.  119  setzen: 


in  Sek. 


\     — 


*  =  Y  («1  +  *,) 


y  =  yCyi  +y«) 


02.1  =  ai.2+  180^^  +  2/n. 


(4) 


27' 


i 
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Über  die  Genauigkeit  dieser  Formeln  gelten  wesentlich  dieselben 
Bemerkungen  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Insbesondere  ist  es 
im  allgemeinen  vorteilhaft,  den  Koordinatenanfang,  auf  welchen  K^ 
sich  bezieht,  auch  hier  inmitten  der  Fufspunkte  der  Ordinaten  an- 
zunehmen, wozu  es  ausreicht,  rr^ ««  —  -^u  zu  setzen. 

Man  kann  indessen  um  so  mehr  hiervon  abweichen,  je  kleiner 
die  in  betracht  kommenden  Dimensionen  sind.  Ohne  Zweifel  ist  es 
unbequem,  bei  der  successiven  Berechnung  der  Koordinaten  der  Punkte 
einer  Haupttriangulierung  stets  ein  neues  Kq  für  jede  neue  Dreiecks- 
seite zu  nehmen,  wenigstens  dann,  wenn  man  Kq  bezw.  Wq  aus  den 
Tafeln  genau  interpolieren  mufs.  Es  genügt  jedoch  immer,  den 
nächstgelegenen  Tafelwert  zu  nehmen,  unter  der  Voraussetzung,  dafs 
die  Tafelwerte  von  10  zu  10'  voranschreiten  (selbst  20'  Intervall 
würde  noch  genügen). 

indem  man  also  q  immer  fortschreitend  verbessert,  erlangt  man 
den  Vorteil,  dafs  die  in  e^  multiplizierten  Glieder  sehr  klein  und 
meistens  so  klein  werden,  dafs  sie  ganz  wegbleiben  können. 

Man  wird  dann  oftmals  die  Formeln  (2)  bis  (4)  auf  die  im 
Druck  hervorgehobenen  Glieder  der  beiden  niedersten  Ordnungen 
reduzieren  können. 

Ein  sehr  ausgedehntes  Dreiecksnetz  kann  nach  diesen  einfachen 
Formeln  aber  nur  dann  behandelt  werden,  wenn  man  mehrere  Abscissen- 
azen  anwendet^  deren  ostwestlicher  Abstand  etwa  nur  150*^  beträgt. 
Punkte  von  mittlerer  Lage  werden  auf  beide  benachbarte  Axen  be- 
zogen.   (Vergl.  S.  120.) 

Um  die  genau  meridionale  Richtung  dieser  Abscissenaxen  zu 
sichern,  mufs  man  von  der  ersten,  durch  astronomische  Messungen 
festgelegten  Axe  aus  mittelst  der  strengeren  Formeln  rechnen  bis  zu 
denjenigen  Netzpunkten,  durch  welche  die  beiden  benachbarten  Axen 
gelegt  werden.  Von  diesen  aus  lassen  sich  dann  wieder  die  benach- 
barten Axen  bestimmen,  u.  s.  f. 

In  Preufsen  benutzt  man  hierbei  ein  anderes  Verfahren:  Man 
rechnet  direkt  geographische  Koordinaten  (die  man  für  kartographische 
Zwecke  ohnehin  nicht  entbehren  kann)  für  die  Punkte  des  Haupt- 
dreiecksnetzes und  geht  dann  nach  Bedürfnis  zu  lokalen  rechtwinkligen 
Koordinaten  über. 

Dieses  Verfahren  hat  den  Vorteil,  dafs  man  mit  Leichtigkeit  die 
Abscissenaxen  in  ganze  Längengrade  Abstand  von  einander  bringen 
und  überhaupt  ohne  weiteres  irgendwo  ein  System  lokaler  recht- 
winkliger Koordinaten  etablieren  kann. 


§  8.    Übertragang  geographischer  Koordinaten. 
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§  8.  Übertragang  geographischer  Koordinaten.  Schon  bei 
Behandlung  dieses  Problems  fQr  kleine  Distanzen  auf  der  Kugel 
S.  123  zeigte  es  sich  vorteilhaft;  zunächst  rechtwinklige  Koordinaten 
für  den  Endpunkt  P,  der  Linie  s  in  Bezug  auf  den  Meridian  des 
Anfai^spunktes  Pj  zu  berechnen.  Im  Anschlufs  an  Fig.  39  denken 
wir  uns  also  die  Koordinaten  x  und  y  für  P^  berechnet,  alsdann 
aber  mittelst  des  Meridiansbogens  x  von  der  geographischen  Breite 
JBj  des  Punktes  P^  übergegangen  zur  Breite  F  des  Punktes  F,  dem 
Ordinatenfufspunkt.  Es  bleibt  nun  hauptsächlich  noch  die  Aufgabe, 
von  F  aus  mittelst  y  den  geographischen  Längenunterschied  und  die 
geographische  Breite  für  Pg  zu  ermitteln. 

31 


Wtgt 


Ost 


Stä. 


Fig.  39. 


Fig.  40. 


Bei  sehr  kleinen  Distanzen  mufs  es  ausreichen,  die  Figur  NFP^ 
auf  dem  Ellipsoid  wie  ein  sphärisches  Dreieck,  auf  einer  Kugel  mit 
dem  Querkrümmungsradius  Qn  im  Punkte  F  als  lladius,  zu  berechnen. 
Denn  die  Normalen  des  Ellipsoids  für  die  Punkte  P^  und  F  schnei- 
den sich  bei  geringen  Entfernungen  sehr  nahe  in  einem  und  dem- 
selben Punkt  K'f  der  Rotationsaxe,  welcher  Punkt  von  F  um  p,  ab- 
steht (Fig.  1,  S.  40).  Die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks,  das  auf  der  um  Ky  mit  q^  beschriebenen  Kugel  zwischen 
den  Durchschnittspunkten  der  Linien  K'yF ,  K'yP^  und  KyN  mit  der 
Kugelfläche  liegt,  entsprechen  nur  insofern  nicht  genau  den  Winkeln 
der  Normalen  mit  der  Erdaxe,  sowie  den  Winkeln  90^,  Li .  2  und  90®  -f  ^ 
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des  Dreiecks  NFP^  auf  dem  Ellipsoid;  als  KyP^  nicht  genau  Normale 
des  üUipsoids  ist. 

Die  sphärische  Rechnung  bedarf  daher  der  Korrektion ,  welche 
nun  ausgemittelt  werden  soll.     Wir  setzen: 

^=1^,     Qn  für  die  geographische  Breite  F.  (1) 

Im  Anschlufs  an  die  Formeln  des  5.  Kapitels,  S.  218u.  ff.  ordnen 
wir  ferner  der  Fig.  39  eine  sphärische  Figur  zu,  Fig.  40,  welche 
die  Azimute  und  Komplemente  der  reduzierten  Breiten  unmittelbar 
enthält. 

Nach  Formel  (9)  S.  221  ist: 

(hj  =  ^oVi  __  /«V^^  ~~  k*sin^q)  dq) 

k  =  c  sin  F. 


Da  nun  p„  =  a^:)/!  —  c*  sin*i^  ist,  so  hat  man  auch  (>»=rty  :|/l  —  k^ 
und  also 


dfi=  yV—  e  y\  —  /.«"sinV  dq) .  (2) 

Setzen    wir   aber    ri    als  Gröfse    1.  Ordnung  voraus,    so  wird    durch 
Reihenentwicklung : 

yi  -  k*  sinv  =  1  -  2  J''  ("p*  -i<p*)  +  Gh  • 

Wird  dies  in  dem  Ausdrucke  (2)   eingeführt  und  dann   von  g?  =  0 
bis  tp  integriert,  so  wird  erhalten: 

,,  =^q>Vr^^  (l  -  4  k*q>*  +  ^  Ä*?-*  +  Ol,)  .  (3) 

Hierzu. gehört  die  nachfolgende  Umkehrung,  wie  leicht  zu  veriticiereu : 

Man  hat  ferner  aus  Formel  (14)  S.  231,  wenn  k^=  .  A:*+  -  k^-{--- 

und  n  ^  Y  e*  +  -jT  c*  -j-  •  •  gesetzt,  sowie  beachtet  wird ,  dafs  cos  ßj. 
—  cobF:  yf—k*  ist: 

^         I  +  ^'^k*  sin  Ag>  + Ol, 
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Den  Index  von  Li,i  werden  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 

4 

unterdrücken.  Substituiert  man  nun  die  Reihen  am2(p^='2(p  —  «  9?'+ •% 


sin  4^  =  4q)  +  •  •    ^^^   1  •  Vi  —  ä*  = 
so  folgt: 

und  wenn  man  endlich  für  (p  mittelst  (4)  tj  einführt: 


X  -i-C*C08j' 


(5) 


Mittelst  sphärischer  Trigonometrie  hat  man  weiter: 


tan  A  =  tan  (p  sec  ßy  =  yi  —  k^  tan  9  sec  jP, 

wozu  wir  aus  (5)  den  Wert  von  X  und  aus  (4)  den  Wert  von  (p 
entnehmen.  Es  ergiebt  sich  hieraus ;  indem  nachstehende  Entwick- 
lung nach  Taylors  Satz: 

tan  (w  +  *)  ~  tan  m  +  d  sec*f4  +  d*  sec*i4  tan  u 

+  *«  sec*n  (tan«M  +  y)  H ,  (6) 

unter  Vorbehalt  der  Beurteilung  der  Zulässigkeit,  auf  u  =^  L  mit 
d  =  k  —  Ly  sowie  auf  u  =i  rj  mit  d  —  9  —  ri  angewandt  wird: 

tan  Z  +  (A  —  L)  sec^i  +  (A  -  Ly  sec^L  tan  L  +  Gl^ 
=  }/l— A:*secF{tani2  +  (g)  — iy)sec*iy  +  (g)  — ij)*sec*ijtanij  +  Gr/5}  .(7) 


Durch  Entwicklung  von    1  :  "l/l  —  e*  in  Formel  (4)  wird  aber 
erhalten: 

Die  Substitution  dieses  Ausdrucks,  sowie  desjenigen  für  A  —  L  aus 
(5)  in  (7)  giebt  nun  mit  Benutzung  der  Relation  sec*  =  1  +  tan*: 


tan  L  -{-  -^  c^ri  cos  F 


+  ^A;V  +  tan»z(l+  [  *»  +  |- 6») 


+  -^  ^n*  C08»if  tan  Z,  +  Gfia 


(9) 
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'Yl  —  k^BecF 


sec  F 


tan  t]  + 


(10) 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  geht  durch  Entwicklung  von 
Vi  —  k*  in  die  Reihe   1  —  l  k-  -  [  fc«  —  V  J«  -  •  •  •   und   durch 

w  O  1 0 

1  2 

teilweise   Substitution   von   tan  i;  =  )^  -}-  «  ^^  4"  ik  ^*  ~t"  *  '   ^^^^  ^^ 
folgenden  Ausdruck: 

1    +  -'«  ^'"  -  fc  ''■•  -  Ä  '''^'  -  /e  '^^^^    (  ' 

Man*  erkennt  nun  zunächst  durch  Vergleichung  mit  der  linken 
Seite  von  (9),  dafs 

tan  L  ==  sec  Ftan  iy  +  ^  sec  jF(y  e*  —  y  Ä*  —  yc*  cos*  Fj  +  Gl^y 

d.  h.)  da  wegen  ä;*  =  c*  sin*JP  die  Parenthese  verschwindet^  dafs 

tan  L  =  sec  JF tan  fi  +  Gl^.  (11) 

Mit  dieser  Relation  eliminieren  wir  in  den  kleinen  Gliedern  von 
(9)  tan^L  und  tanX.   Die  linke  Seite  von  (9)  geht  damit  über  in: 

tan  L  +  1,  cos  F  (1 6«  +  ^  ß*  +  I  e«  **  +  i^  e»  ^-*  +  y  e*  *«  +  ^  e«) 
+  iy'  cos  F (4  e*  +  }  ^**)  +  1?'  sec  F(y  c«  +  I  e*  +  i-  e>*«) 

Setzt  man  hier  noch  in  dem  2.  und  3.  Gliede  für  ^  cos  F  den 
Wert  c*  cos'  F .  sec  F,  d.  i.  (c*  —  t*)  sec  JP,  so  erhält  man  für  die 
linke  Seite  von  (9)  den  Ausdruck: 


tan  ^  +  sec  F 


16 


16 


16 


16 


,+  (i<^  +  i'''-T^)'l'-^i^^''  +  ^^: 


(12) 
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Vergleicht  man  dies  endlich  noch  mit  dem  Ausdruck  (10)  für 
die  rechte  Seite  von  (9),  so  erhält  man  die  einfache  Formel: 

tan  L, . ,  =  tani?  sec  JF  (l  +  -^  Ä«i/*  +  Gl^) .  (13) 

Geht  man  nur  bis  zur  7.  Ordnung,  so  reicht  es  sogar  aus,  tan  L 
=  tan  Tj  sec  F  zu  setzen.  Selbst  für  i^  =  0,1  beeinflufst  das  Glied  Jc^ri^ 
der  Parenthese  rechter  Hand  die  8.  Decimale  des  log  tan  L  höch- 
stens mit  2  Einheiten. 

In  Bezug  auf  die  Konvergenz  der  in  der  Parenthese  rechter  Hand 
von  (13)  auftretenden  Reihe  ist  nun  noch  nachträglich  zu  erörtern, 
inwieweit  die  Anwendung  der  Reihe  (G)  zulässig  ist.  Es  können 
dabei  indes  nur  Zweifel  für  die  Anwendung  auf  «  =  L  entstehen  und 
zwar  hier,  weil  trotz  der  Voraussetzung  über  rj  als  einer  Gröfse 
1.  Ordnung  doch  L  in  der  Nähe  des  Pols  sehr  grofs  werden  kann. 
Diese  Anwendung  setzt  aber,  wenn  wir  entsprechend  einer  Multipli- 
kation von  (13)  mit  cos  F  sogleich  diesen  Faktor  anbringen: 

tanAcosi''=tanLcosi**+(A  — L)cosi*'sec*/v-f  (^  —  Z/)*cosFsec^LtanL 

+  a-i)*cosFsec*L(tan«L+  J)  +  ...     (13*) 

Bleibt  man,  wie  gcscliehen,  bei  (A  —  L)*  stehen,  so  ist  der  Rest  gleich 

(A  -  Ly  cos  F  sec2  IJ  (tan*  i'  +  3  )  >  (14) 

wobei  L'  ein  nicht  näher  bekannter,  zwischen  L  und  A  gelegener  Wert 
ist  (S.  25).     Für  (A  —  L)  können  wir  in  ausreichender  Annäherung 

hierin --- c*  12  cos  jP setzen;  nehmen  wir  aufserdem  für  sec^//  den  Wert 

1  +  tan^i',  so  reduziert  sich  die  Frage,  ob  der  Rest  auch  in  der 
Nähe  des  Pols  vernachlässigt  werden  kann,  auf  die  Untersuchung  des 
Ausdrucks: 

^c'^riUi^nL  cos  Fy,  (14*) 

Hierin  setzen  wir  //' ==  A  -  -  xe^r^  cos  F,  wobei  x  keinesfalls  die  1 
wesentlich  überschreitet.     Daher  ist 

tan  X  cos  F  —  tan  (—  xe*»?  cos  Fj  cos  F 

tan  L'  cos  F  = 


1  +  ^^  ^  tan  (—  xe'i?  cos  Fj 


Obige  Entwicklungen  zeigen  aber,  dafs  tan  A  cos  F  =  YY—k'*  tan  % 
also  sehr  nahe  gleich  tan  17  ist.     Mithin  ist  nicht  nur  der  Nenner  im 
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vorstehenden  Ausdruck  rechter  Hand  für  kleine  Werte  von  17  stets 
nahezu  gleich  1,  sondern  man  sieht  auch  leicht,  dafs  allgemein 
tan  Z' cos  F  nahezu  gleich  tan  97,  also  eine  Gröfse  1.  Ordnung  ist 

Hierdurch  ist  gezeigt,  dafs  das  oben  besonders  hervorgehobene 
Restglied  (14'*')  und  damit  ebenso  der  ganze  Rest  (14)  auch  am  Pol 
eine  kleine  Gröfse  innerhalb    der  vernachlässigten  Ordnungen  bleibt. 

Die  Formel  (13)  ist  demnach  für  kleine  Werte  ij  auch  in  der 
Nähe  des  Poles  brauchbar. 

§  9.  Fortsetzung:  Meridiankonvergenz.  Das  sphärische  Hilfs- 
dreieck giebt  zur  Berechnung  der  Meridiankonvergenz  t  die  Formel: 

tan  ^  =  —  sin  9)  tan  ßjr.  (1) 

Hierin  setzen  wir 

tan  ßr  =  "j/lTr?  tan  F  (2) 

und 

8iu9  =  sin  (i?  +  (9>  — 1/))  =ainri'{'{q)'—i{)C0iiri —  y(9>  — ^)*siniy  +  G/y. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  (qp  —  rj)  nach  Formel  (8)  S.  423 
läfst  sich  hieraus  nach  und  nach  ableiten: 


yi  —  c*  sin  (p  =< 


sin,  (1  - -1  c»  -  4  c«  -  ig  e«) 
+  (9> -- 1/)  (1  -  y  V+ i  .?*)  (1  -  4  e*- Icr«) 


-iv(<p-vy+(^h 

oder 

yi -"7sin  9)  =  sin  12  +  I  rj\^'-  e^{l  +  e')  +  -":  ri\c'^  Vc')  +  Gl,.  (3) 


6  '  ^       -  /\-  1  -  /  I  eo 


Damit  ergiebt  sich   aus  (1)^   wenn  man   noch    auf  die  Formel 
Jc'  =  e^sin^F  Rücksicht  nimmt: 

tan<=-tanF(8ini;--^i?V(l  +  cOeo«^^'+ ^^»^^(l  -  7sin*iO  +  C«.,)- 


)y:siu  ly  =  1  +  X  ^^  "I"  Gli  ist,  so  folgt: 


Zieht  mau  hier  endlich  sinrj  als  Faktor,    wobei  zu   beachten,  dal's 

6 
tan^^ sinriUinF[  1  -  J  iy^^,cos^F+^i?V(8cos*F— $»)+(;/, j. (4) 

Die  Gültigkeit  dieser  Formel  ist  für  kleine  Werte  von  ly  unzweifelhaft. 


§  10.    Fortsetzung:   Breiten differenz.  427 

§  10.  Fortsetzung;  Breitendiiferenz.  Aus  dem  Formelsystem 
(9)  S.  126  entnehmen  wir  die  im  sphärischen  Hilfsdreieck  stattfindende 
Gleichung: 

sin  {ßy  —  ßi)  =  —  tan  t  cos  ßt-  tan  y  •  (1) 

Um  linker  Hand  die  Differenz  der  geographischen  Breiten  zu  er- 
halten, benutzen  wir  die  Formeln: 


•     Q         Vi  —  e^    '     TP  a           cos  F 

sm  ßf  =  —, .  sm  F      cos  p/.-  =  -  _ ,- 

a         Vi  —  c'  sin  B^  Q                 cos  B^ 

sm  flo  =  ^ , ^Az  cos  ß^  =    , — *— — - 


(2) 


}/i  —  e«  sin"  B^  "^^        |/l  —  e»  sin«  B,   J 

Hieraus  folgt  durch  Bildung  von  sin  ßir  cos  ß^  —  cos  ß^  sin  /5g  sofort: 

sin  {ßic  -  /},)  =  sin  (F—  i?,)    , ^^"^i:-^ . 

^^         '^^^  ^  *  Vi  -  *'  Vi  -  c*  sin«  B^ 

£8  ist  daher: 

sin  (F-  i?,)  =  -  tan  Uos  jF  tan  y  ^^"^Jl!!"'^' ,        (3) 

in  welche  Formel  nunmehr  für  k  noch  L  einzuführen  ist 

Es  ist  aber,  weil  identisch  —X^^  —  L'\-  —  {},  —  i),    mittelst 
der  Entwicklung  (6)  S.  423: 

cosFtany=cosJP{tany+^-sec*y  +  (^-')  sec*ytanY+  •},  (4) 
worin  nach  (5)  S.  423  zu  setzen  ist: 

Man  hat  nun  zu  beachten,  dafs  zufolge  Formel  (13)  S.  425  L  absolut 

1j 

genommen  90^  nicht  übersteigen  kann,  tan  —  also  höchstens  gleich  1 

wird.  (Diese  Grenzwerte  treten  ein,-  wenn  Punkt  F  in  den  Pol  fallt.) 
Damit  ist  ersichtlich,  dafs  die  Entwicklung  (4)  auch  am  Pole  kon- 
vergiert, denn  ihre  Glieder  sind  sämtlich  kleiner  als  die  entsprechenden 

Glieder  der  Entwicklung (13*)  S.425.  Es  ist  insbesondere  auchcos^tan-^ 

bis  zum  Pole  eine  kleine  Gröfse  1.  Ordnung,  weil  der  gröfsere  Wert 
cos  F  tan  L  dieses  Verhalten  hat. 

Wir  erhalten  jetzt  aus  (4)  durch  Substitution  des  Wertes  von 
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cos  F  tan      =  cos  F 


womit  der  Aasdruck  (3)  für  sin  {F  —  2?,)  abergeht  in : 

sin  {F  -  5,)  =  -  tan  <  cos  F  j  tan  ^  +  ({  c*  +  j^  e**:*  +  ^^  <?♦)  jj  cos  F 


+  ^  e*»jcosFtan*Y+^^ 


Vi  -  e'gin-VB, 


(5) 


Die  Entwicklung   des    letzten  Faktors  rechter  Hand    giebt,   wie 
leicht  zu  ersehen  ist: 


Yl:^^  =  l  +  \.^con*B,^-c*i^^  -  f  sin*£,-|8in*£,)  +  (?/.,  (6) 

worin  wir  zunächst  für  li^  die  Breite  F  einführen.  Die  vorhergehende 
Gleichung  zeigt,  dafs  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  (4)  S.  A2p 
setzen  kann: 

B^  —  F=  —  ri  sin  Ftan  ^  (1  +  GL). 

Substituiert  man  dies  in  die  hier  stets  gültige  Reihenentwicklung: 
cos«lf,  =  cos'JP—  (JBj  —  F)  sin  2F  -  {B^  -  Ff  cos  2F 


+  1  {B,-Ff^m2F  + 


3 


80    wird   mit  Benutzung   der   Formel   cos  2F  =  2  cos*JP  —  1 
Schwierigkeit  erhalten: 

cos«^,  —  cos«F+  ij  sin  Fsin  2 l'tan  \  +  n'  sin^i^tan«  ^  +  Gl^ 
8in«B,  — sin«JP+G/,. 

Hiermit  läfst  sich  (6)  auf  nachsiehende  Form  bringen: 


ohne 


(7) 


l/l— e*8in*5-  11^^  'i   TP     \       l   (  ^  ^        '     'i  TP  ^        •     ATP\ 

- — ^  — -  =  i  +  -TT  (r  cos^i^  +  e^  1 V r  sin*  Jr  —  -^  sm*2^l 


VI 


+  c*«8in«Fco8Ftan  V  +  i^c*»»8in»Ftan*v  +  G^^« 


Dies  vereinfacht  sich  noch,  wenn  wir  die  Relation 

tan  y  =  I  tan  L  (l  —  tan»  ^  ) 
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benutzen  und  mit  Rücksicht  auf  (13)  S.  425  setzen: 

co8Ftan|^-.i-i,(l-tan»4)  +  |i,»(l-tan*4)  +  Gi5.      (8) 
Man  erhält  dann  ohne  Mühe: 


, (l  +  4-c*cos«J'+e*(|--4-8in»2i'-4-«»m*J')) 


+  yc«i,»8m»2?+ö/e. 


Indem  wir  dies  in  dem  Ausdruck  (5)  substituieren  ^  setzen  wir  zu- 
gleich daselbst  im  2.  Gliede  der  grofsen  Parenthese: 

i,=i,  (l-tan«y) +ijtan«|-2co82i'tan^(l-i-,»)+i,tan«|+Gi5 

und  erhalten  zunächst  für  die  grofse  Parenthese  von  (5)  den  Aasdmck: 

tan|  j  l+(|e«+|e»i«+|(^--|6V)cos«i^+|e«iyco8Ftan|^ 

Hierin  setzen  wir  endlich  noch  im  letzten  Gliede  fQr  cos  ^  tan  y  den 

gleichen  Wert  y  ij  ( 1  —  tan*  y)  +  Ql^  und  gelangen  sodann  nach 

einfachen  Reduktionen  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  h^^emn  F 
zu  der  Formel: 


8in(-F— -0,)= —tan^cosJPtan— 


2 


+  c«ij*(|  sin*JP+  /-cos«F— itan«^) 


(10) 


Setzt  man  hierin  für  tan  t  seinen  Wert  nach  (4)  S.  426,  so  folgt  auch: 


sin(  J'— JS,)  ■=  sinij  sin  Ftan 


8 


1 +  («*+«*)  cos«  JP  +  Ö^ 
+  e«,«  (I  sin«  JF-- ^  cos«  J- -  i-tm«  I)  I ' 


(11) 


Diese  Formeln  lassen  sich  noch  vereinfachen,  wenn  man  für  eine 
vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Breite  zwischen  B^  und  F  das  Ver- 
hältnis (fn :  Qm  einfährt     Sei  die  Breite  jP  +  x  {B^  —  JP),  so  ist: 


^ 

9  m 


l_-eW^y^ 


Man  hat  aber,  wobei  die  ähnliche  Reihenentwicklung  für  cos^B^  auf 
Seite  428  zu  beachten  ist: 
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coB\F'\-x{B^—F))=cos^F-x{B^—F)8m2F-x\B^—Ffco82F'^Gl^ 


L 


=  co8*JP+  2xiy  sin^Fcos  Ftan  — 


+  xV8in«-Ftan»^H-6?/^ 


L 
2 


COS«  F+  xTi^  8iii«jp(l  -  (1  —  x)  tan«  y)  +  Gl^. 


Es  ist  daher  für  die  Breite  F+x  (B^— F): 


9m 


1  +  (^+  ^)  cos»jF+xc«ij« 8in«F(l  -  (1  -  x)  tan«  y)  +  Gl^.  (12) 


Die  Yergleichung   mit  (10)  und  (11)  zeigt^   dafs  es   vorteilhaft  ist^ 


X  «=  Y  *^  nehmen.    Dann  wird: 


8in(F— i5,> 


—  tan  t  cos  F  tan 


^i.i    ^, 


2 


rm 


■^1.2        9n 


-(-  sini}  sin ^ tan 


'm 


—  —  j^,  för  die  geogf.  Breite F+^{B,  —  F). 

Qm  1        c  * 


(13) 


Die  Anwendung  dieser  Formehi  setzt  aber  eine  indirekte  Rechnung 
Torans.  Zieht  man  direkte  Rechnung  vor,  so  ist  x  <»  null  zu  setzen. 
Damit  findet  sich: 


i 


8in(F-J5,): 


—  tan  ^  cos  ^  tan 


'1.2       ^f 


2 


•m 


X  (l  +  «*'?{|  - 1  C08»f  - 1  tan»  %5]  +  öi«) 


+  sinij  sin F tan 


'1.2       ^f 


(14) 


"m 


X  (l  +  e»,«[- 1  + 1 8in«F-  ^  tan«  %^]  +  Gl,) 
-^  =  ,  för  die  geographische  Breite  F, 
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In  den  Formeln  (13)  und  (14)  wird  man  e^iy^tan^y  vernach- 
lässigen können,  sobald  man  nicht  dem  Pole  nahe  ist,  weil  alsdann 
dieses  Glied  nur  die  6.  Ordnung  hat 

§  11.  Fortsetzung:  Zusammenstellung.  Für  die  nachfolgende 
Zusammenstellung  wählten  wir  die  Formeln  mit  teilweise  indirekter 
Rechnung  und  brachten  sie  in  logarithmische  Form.  Die  Formel  f&r 
-Bi  -  F  ist  dieselbe  wie  S.  51  (6). 

Gegeben:  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  von  P^  be- 
zogen auf  den  Meridian  von  Pj,  gegeben  ferner  die  geographische 
Breite  JB^  von  P^. 

Gesucht:  B^,  Lu2  und  die  Meridiankonvergenz  t 


,„g(i,,-F)-iog(^)-.o-.(e)-+6? 

9'WJ 


9_ 
Im 


7,—^  =  [8,5126900.290  —  10]  WJ',   »'„.  «m  Argument  1  (/»,  +  ^ 


Mn 


/*« 20^ ''^ 


Pa  =-  j-vT^  (cot  {B,-\-F)^ln  co.'(B.  +  F)  +  5n) 

/?,  =.  [2,93171  - 10]  (co.  (B,  +  F)-  [8,069- 10]  cos»  (»,  +  F)  +  0,00803)  |  ^q,  Ei^h. 

^j  =.  —  [8,070  —  20]  /?4  j  ^•^  ^-  ^®- 


(I) 


fFji^  xum  Argament  F.    (Man  notiere  die  Änderung  fUr  1'). 


ri  =  9  ^  =  yyYF~  =  yWF  [8,5097816.695— 10] 

to  Sek.  9n  <*o 


(2) 


log  tan  Li.2  =  log  (tan  iy  sec  F)  +  -^^^.^  »/*  8in»F-f-  Gl^ 

log  r^-,n  =  2,0284—20  für  Einh.  der  7.  Dcc. 
15p   • 

logtanf =log(— sini^tanP)  —  g^^^^  i;»cot«F+  ^4'^(8«o«*^-9)+ß^ 

log  ^  „^  =  3,05810— 10     log  ^  7.i  =  1,280  —  20;  beide  für  Einh.  der  7.  Dec. 


(3) 


(4) 


log  sin  (J'- 2?,)= 


sin  iy  sin  2?^  tan  -^  •  j-::^^,  j 

3 

If  xnm  Argument  F—  —  (F—  Ä,);  ist  au»  Wp  abxuleiten. 

4 

-  log  (1  -  e*)  =  0,0029083.595 

iftf* 

log  -■    „^  =  2,629  —  10  für  Einh.  der  7.  Dec. 

In  den  kleinen  Gliedern  ist  ri  immer  in  Sekunden  zu  verstehen. 


.(5) 


V 
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Vorstehende  Formeln  besitzen  noch  ftlr  Distanzen  gleich  0,1  a^ 
eine  so  betrachtliche  Schärfe^  dafs  zu  deren  Ausnutzung  9ziffiige 
Logarithmen  erforderlich  sind.  Überdies  sind  unsrerseits  die  höchsten 
Glieder  nor  znr  Untersuchung  der  Genauigkeit  abgekürzter  Formeln 
angesetzt 

§  12.  Fortsetzung:  Berechnung  von  aCj  y  und  o^i  aus  # 
und  ^i.f    In  den  Formeln  S.  419  setzen  wir  f/^  =»  null   und    be- 

2 

ziehen  K^  auf  einen  Punkt,  der  um  —  P^F  von  Pj  nach  F  zu  liegt^ 

(vergl.  Fig.  39  S.  421)  der  also  die  Breite  Bq  =  B^  —  \  (B,  —  F)  hat. 

Da  P|JP  näherungs weise  gleich  u  ist,  so  hat  man  demgemäfs  zu 
substituieren: 

1  2  1 

Beachtet  man  nun,  dafs  jetzt  üi.i  und  ai.2  identisch  werdep,  dafs 
aufserdem  nach  Fig.  39  S.  421  «2.1  =  ^2.1  +  ^  ist,  so  ergiebt  sich 
aus  den  Formeln  (1)  bis  (4)  S.  419: 

M  ««=  s  cos  «1.2        t;  =  s  sin  «1.2 
o:  =  u  {  1  +  y  -.  -  i5  -r  +  -ß  7.  -  -36  '  -^  "'^  2  Po  +  Gl,  \ 

.11-  - '"  IT-  (' + Ä ::  - :.  ? + «.) 

X,  y  und  ^It  verschwinden  bezw.  mit  u,  v  und  nv,  weshalb,  wie 
ang^eben,  diese  letzteren  Gröfsen  sich  als  Faktoren  der  betreffenden 
Ausdrucke  ziehen  lassen.  Dadurch  aber  entsteht  die  Möglichkeit, 
dieselben  in  logarithmische  Gestalt  bringen    zu   können,   worin   sie 

lauten: 

?e  =  5COsai.2         r  =  ssiuai.2  (1) 


Oq      _     6„     _  [0,8031893] 


2 
0 


W^  soa  Afk.  /?„=  ä,  +  4  (^*—  '^).  ^o^ei  (^  —  «i)  i»  Min.  =  t6,780n— 10]  «Uo»; 


(2) 


log  X = log « +  j  3/  ^:  -  /,  i/  ":;•  + : ../  r.  -  >-  ^  .i- « «. + r./.,  (s) 

•  #  M  \  s  V 


log  y  =  log « -  ;  3/ «:  -  .^. ../  '^;?  -  -^ » ;: + ^  v.-  j. ..» * «.  +  g/,  (4) 


§  13.    Zahlenbeispiel  I.  483 

log^^a  =  log(-]-«.''^)4.f|^  (5) 

a«.i -=«!.«+ 180« +  ^Ä  +  *. 


log  (J- Jf)  =  6,1606630      10«  (-^^)   -5.*6i7      log(^i^)   -ö^we' 

log  (y  M)  =  5,8596330         log  (^  l/)     =  4,88»  log  (1  M^)  -  8.207 

log  (y  p")  =  5,0133951         log  (-^  l/e«)  -  2,906 


Fflr 
Einh. 

dar 
T.Dee. 


Diese  Formeln  besitzen  eine  etwas  geringere  Genauigkeit  als  die 
des  Torigen  Paragraphen.  Um  eine  entsprechende  Genauigkeit  zu 
erzielen,  müfste  man  noch  2.  Ordnungen  weiter  entwickeln. 

Man  kann  indessen  das  rechtwinklige  Dreieck  P^FP^  auch 
mittelst  des  erweiterten  X^^nJr^chen  Theorems  auflösen.  Dieses  Ver- 
fahren giebt  allerdings  eine  durchaus  indirekte  Auflösung.  Von  den  in 
betracht  kommenden  Formeln  entsprechen  die  (1)  S.  362  den  obigen 
und  man  kann  dieselben  aus  jenen  durch  Reihenentwicklung  herstellen 
(wie  auch  zur  PrQfung  geschehen  ist).  Wendet  man  die  genaueren 
Formeln  des  §  10  S.  370  u.  flP.  an,  so  dürfte  (11)  S.  374  zur  Berech- 
nung des  Excesses  besonders  passend  erscheinen,  wenn  b  und  c  bezw. 
als  X  und  y  genommen  werden. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dafs,  wie  Fig.  39  S.  421  unmittelbar  zeigt, 
bei  gehöriger  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  s  nichts  anderes  ist, 
als  —  Jü,  Das  Vorzeichen  von  €  ist  wie  dasjenige  von  xy  zu 
nehmen. 

Für  {Ä  -—  A*)  u.  8.  f.  genügt  es  auch  jetzt  noch,  wie  aus  §  14 
S.  388  u.  ff.  zu  ersehen  ist,  die  einfachen  Relationen  (1)  S.  362 
beizubehalten. 

§  13.  Zahlenbeispiel  I.  Wir  wenden  die  Formeln  der  beiden 
vorigen  Paragraphen  auf  das  Beispiel  S.  244  u.  ff.  an  und  benutzen 
dabei  7ziffrige  Logarithmen  unter  Ansatz  der  8.  Stelle  aus  den  Pro- 
portioualteilen. 

Gegeben: 

B,  =  52^  30'  16,7"        ai.,  =  239«  33'  0,68921" 

5  =  529979,5784'«. 

Die  Formeln  des  §  12  S.  432  fahren  nun  zu  folgenden  Zahlen: 

log  ««=5,7242591.6  ] 

1  Q  nf\A Qooo  Q      in  M^8  **  =  5,4290814.9» 

log  cos  ai  t  =  9,704822o.3ii — 10  }      ° 

1       •  ciQ^F.riAAOf^      in      log  v  =  5,6598034.1» 

log  sin  ai.2  =  9,9355442.5i«-— 10  I      °  ' 

Helmert,  oiaUiem.  u.  pbyiikal.  Theorieen  der  hOh.  Oeod&tie.  28 
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2 


i 


B„  =  52«  30',3  +  ^  [6,735»— 10  +  5,429,  +  9,997-10] 


2 


52«  30',3  +  *  •  145'  =  54»  7',0 


8 


log  Wo  =  9,9990465  —10    log  q   =  6,8050963 


u 


log—    = 


8,6239852«  - 10        log  -  =  8,854707 1. — 10 


Formel  (3): 
5,4290814.9» 
+    7414.4 
—         2.6 
+         8.9 
+         0.2 

log  X  =  5,4298235.8« 


log  sin  2Bo  =  9,978-10. 

Formel  (4): 
5,6598034.1» 

-  1281.2 

-  2.6 

-  0.1 

-  0.1 


log  y  =  5,6596750.1, 


Formel  (5): 
2,4920874, 
+   7414  1 
+    1854 
—     641 


log  Ja  =  2,4929501» 

io  Sek. 

^fl-=  -5'1 1,136". 


Die  Formeln  de»  %  11  S.  431  führen  jetzt  zu  den  Werten: 

log  X  -=  5,4298235.8» 

8,5126900.3  -10  J 


Afgnment  für  W. 


m* 


l.Axm&herimg:62«80',8  +  y  •  146' es  58«  42^,8 

2-^  —  8708^' —  —  2«i6',0M 
9m 

S.  Annlheraog:  52«  80^78'  +  1«  18,627' 
->  58«  42,806' 

Bj  +  F  —  107«  25,6' 
log  cos  (-B,  +F)~  9,476«-10 

log  ß^  =  2,408«— 10 


Summa  «»  3,9425136.1» 
31ogTrm  =  9,9971689     -10 

log  (f^)  =  3,9396825  n 
31og  TTh,  =  9,9971688.1  -10 


log  (f^)  =  3,9396824.21. 

-!>'&'-      +     ■" 

log  (»1  —  J')  -=  3,9396826.1» 

ia  Sek. 


B,  -  F  —  -  2«  26'  3,2722"        J"  =  54«  55'  19,9722". 


Aiid«niiiff  Ton  log  Wjr  fttr  l'  gleich  —  S.98 


,  =  _  4«  6'  39,537" 


log  y  =  5,6596750.1» 

8,5097816.7  -10 
log  Trf-=  9,9990271.7  -10  J 


logij  ' 

inSdt. 


4,1684838.5. 


i  14.    Zahlenbeiapiel  I. 
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log  tan  1] 
log  sec  F 


8,8547988.0.-10 
0,2405679.2 


log  tan  Li .  t 
Li.% 


9,0953667.2.- 10 
-  7»  6'  0,001" 


log  sin  ij  -=  8,8536889.9.  —10 
log  tan  F=  0,1535189.7 
[3,058  - 10]  12»  coa*F=      —  8.2 


a,, ,  =  65"  16'  9,368" 


log  tan  <•=  9,0072071.4 
<  =  +  5»  48'  19,815". 


—10 


log  sin  ij 
log  sin  1^ 

log  tan  -^ 

2  log  Wf 

log(l-c«) 

~  8.2  (s.  o.) 


8,8536890, 
9,9129511 

8,7926620. 

9,9980543 
0,0029084 

—   4 


10 
10 

10 
10 


log  sin  {F  —  Bi) 

S 


7,5602644  —10 
4,6855739  —10 


log  (F-B,) 

in  Sek. 


2,8746905 


Der  neb«iuui  tnerit  bArecbnete  Wert  ron 

tog  (^—  B^)  giebt  F  —  B,  «  12'  29,86" 

Damit  folgt  alt  Argament  von  W: 

F  —  9,3/' 

and  21og  fFoa  2  log  Vf>-f  75  Einh.  d.  7.  Dec. 

Addiert  man  dieie  75  la  dem  bisher  be- 
rechneten Werte  von  log  (F  —  ^),  ao  fulgt 
genauer: 

log  {F  —  Bi)  =  2,8746980 

in  Sak. 

F-  Bt='        12'  29,3729" 
B,  =  54«  42'  50,599". 


nach  S.  247. 

f     J5,  =  54«  42^  50,599" 

60,60U" 

Resultate: 

1^1.2—7     6    0,001    öitiich 

0,000 

«2.1  =  65  16    9,368 

9,865. 

§  14.  Fortsetzung.  Auf  das  Dreieck  PiFP,  wenden  wir  die 
Formeln  des  §  10  S.  370  u.  ff.  an,  um  x,  y  und  ^a  genauer  kennen 
zu  lernen.  Nach  den  Angaben  S.  244  u.  ff.,  sowie  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  angestellten  Rechnung  ist,  wenn  wir  die  Punkte  P^FP^ 
vorübergehend  mit  CAB  bezeichnen: 


C  =  59»  33'   0,68921 

^  =  90» 

J?  =  30  32  10,447 

e=  5'  11,136^ 


logc 
loga 
log  6 


5,6596750.1 

5,7242591.353 

5,4298235.8 


B,  =  52«  30'  16,7 
JSj  =  54  55  20,0 
.B,  =  54  42  50,6 


Hierzu  hat  man  zunächst: 

JE, -=  0,9982777  | 
Kl  ==  0,9977392 
Äj  =*  0,9977849 


mtui: 

K  =  0,99793393 
logK^  9,9991017.9-10. 
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Ferner  ergiebt  sich  als  Inhalt  F*  des  ebenen  Dreiecks  in  aus- 
reichender Annäherung  nach  der  Formel  JF^  -=  y  6c  sin  ^90'  —  -g  cj, 

da  log  sin  (90»  —  y  e)  =  9,9999999.4-10  ist: 

log  F*  =  10,7884685.3 . 
Zum  Zwecke  des  Übergangs  auf  log  F  ist  jetzt  weiter: 


log  —  =  8,85504 
log  ^  =  8,91962 
log  —  =  8,62518 

oft 


a 
b 


m 


=  0,0051296 
=  0,0069062 
=  0,0017797 


0,0046052 
[7,66325-10] 


-,  =  0,0000263 


«0 

6« 


i  =  0,0000476 


—,  =  0,0000032 


«» 


j  =  0,0000257 
=  [5,410—10]. 


Formel  (16)  8.  367  giebt  hiermit: 


log  F*  =  10,7884685.3 
=    +    2494.8 

=    +  1.0 


1  ,,tn*K 
— -  Ja.  — =- 
8         o»» 


log  -|-  Jf»  6,73469  f.  Binb.  d«r  7.  Dce. 

log  F  =  10,7887181.1 


II 


1920oo* 


logi4=    1,70513820-10 


log  2^  =10,7887181.1      log  (?"  ^,)  •=•  2,4938563.1 


Zu  Formel  (1)  S.  371  hat  man  nunmehr: 


sin  Bf 
sin  Bi 
sin  Bg 


0,79340 
0,81837 
0,81628 


(sin  B,  —  sinJB,)*  +  (sin  B,  -  sin  i?,)»  +  (sin^,— sin.B,)*  =  0,0011512 

b*-\-c*     .   .  T>     I     a'  + «'     •   •  7>     I    o»  +  J>'    •  i-D 


=  0,01808 


V 


(."  — ,  ÜT  =  [2,4929581.0]  8.k. 


5'  11,14161 


ff 


q"  ^,  (o,0011512y  -  0,01808 1^)  =  [7,4369.-10] 0,00273" 

c  =  5' 11,13888". 


§  14.    Zablenbeispiel  I. 
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Wendet  man  dagegen  Formel  (11)  S.  374  an^  so  hat  man: 


€  = 


tt 


F 


a. 


K+q" 


F 


m 


-  ÖTi  «*  sin*  B,  +  --S  c*  cos'B, 


2  a, 


3  a, 


H ,i  "s oe'  sin  2Bi 


12  o. 


+ 


und  findet  für  die  3  kleinen  Glieder  —  0,00321"  +  0,00041"  +  0,00002" 
also  zusammen  —  0,00278",  d.  i.  wesentlich  dasselbe  als  vorlier. 
Den  zuerst  gefundeneu  Wert  behalten  wir  als  den  vermutlich  genaueren 
bei  (8.  382). 

Zur  Berechnung  von  A  —  A*  u.  s.  f.  genüfj<;n  die  Formeln  (1) 
S.  362,  da  die  höheren  Glieder  erst  in  der  f).  Decimalstelle  der 
Sekunden  von  Einflufs  werden,  wie  Formel  (2)  S.  389  zeigt.   Es  folgt: 

C  -  C*  =  103,71296"  (l  -  4  0,000524  Jr+  -*^.  0,0003437) 
A-  A*=  103,71296   (l  -  ^^  0,002301  K  —  -^  0,0001947) 

Ji  -  V*  =  103,71296    (l  +  ^  0,002825  ü:  -  ^"^  0,000149o) 

oder 

C  —  C*  =  103,71296"  +  0,00621"  =  1'  43,71917"  ) 
A  —  A*  '^  103,71296  -  0,01697  =  1  43,69599 
]{  —  Ji*  =  103,71296  +  0,01076  =  1  43,72372  l 

e  =  5'  11,13888" 

und  im  ebenen  Dreieck: 


C* 
A* 
li* 


59'»31' 16,97004"  llogsin 
89  58  16,30401 
30  30  26,72595 


umma=]80    0    0,00000 
Hiernach  ist: 


9,9354158.096-10 
9,9999999.450—10 
9,7055643.912-10 


logc 
log  a 
logi 


5,6596749.991 
5,7242591.35: 
5,4298235.811 


log  X  =  .5,4298235.815,        log  y  =  :),6596749.9ü9«  . 

Dii/.u  tritt  noch  mittelst  des  oben  erhaltenen  Wertes  c,  der  sich 
durch  Anwendung  der  eben  gefundenen  Worte  von  x  und  y  nicht 
niorkliih  ändern  würde: 

^a  =  — 5' 11,13888". 
Die  Reihen  des  §  12  S.  432  geben  bei  der  Berechnung  von  x  u.  ♦/: 
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5,4290814.956. 
+  7414.427 
—         2.625 
+        8.859 
+        0.165 


log  X  =  5,4298235.782» 


5,6598033.984, 

-  1281.161 

-  2.625 

-  0.076 

-  0.114 


log  y  =  5,6596750.008, 


Die  Formeln  des  §  11  S.  431  führen  nuumehr  zu  folgenden  Zahlen: 

B^-\-F=^  1070  25'  36,672" 

Arg.  für  ir„,  =  53"  4S,80.'>e' 
COS  (i?,  -\-F)  =  —  0,29949    |  Summ.: 

[8,069-10]  cos*(J5,  +  F)  =  —         105     -  0,29251  = 

+         803  I  [9,46614»— 10] 
log  /3^  =  2,;$9785,  - 10         log  /Jj  =  0,47-20 

log  x  =  5,4298235.815» 

8,5126900.290  -10 
3  log  Tr„.  =  9,9971687.926  -10 


log(?^)   =3,9396824.031, 

I  - ".  er  - 


0 


log  (^,  -F)=^  3,9396825.924, 

In  Sek. 

5,  _  F  =  _  2»  25'  3,27273"        JP  =  54»  55'  19,97273". 


Arg.  für  Wf^t=  54»  55,33288' 


^ 40  5'  39,536740" 


log  y  ^  5,6596749.999, 

8,5097816.695  —10 
Fi- =  9,9990271.646  -10 

log  »y  =  4,1684838.340, 

in  Sek. 


log  tan  1} 

log  sec  F 
[2,028-20]  V  sin*  F 

log  tan  L|.-{ 


8,8547988.144,-10 
0,2405678.736 
+      0.034 


9,0053666.914»  — 10 
-  7»  6'  0,00006" 


§14.    Zablenbeispiel  I. 


439 


log  sin  7] 
log  tan  F 
-[3,05810— 10]  V  cos»  J" 
+  [1,250-20]  V  (ßcoa*F-  9) 


8,8536890.221. 
0,1535189.519 

—  8.202 

-  0.037 


-10 


«,.,  =  65"  16' 9,36537" 


log  tan  <  =  9,0072071.501  —10 

t  =  5»  48'  19,81504' 

Ja 5  11,13888 

«1.«  -  180«  ==  59  33  0,68921 


Argament  tVa  W 
B  54°  4%96»7' 


log  sin  fj 
log  sin  F 

log  tan  -  2  - 

21ogTr 
-  log  (1  -  c«) 

-  --  8.202  (s.  o.) 


[2,629- 10]  ij*  (1  +  3cos*  JP)  tan»  -^ 


=.  8,8536890.22»— 10 
=  9,9129510.78  -10 

=  8,7926619.64,-10 

=  9,9980617.99  —10 
=  0,0029083.60 

=   —   4.10 
=   —  0.07 


log  sin  {F  —  B,)  ==  7,5602718.06  -10 
log  {F  -  B,)  =  log  {q"  sin  (F-  B,))  +,  |  M  sin«  (F  -  B,)  +  -  • 


in  Sek. 


log  {F  -  B,)  = 

In  8«k. 


7,5602718.06-10  1 
5,3144251.33 
+      9.55 


=  2,8746978.94 


F  -  B,  =  +  12'  29,37275"        B^  =  54"  42'  50,59998". 
Die  vorstehenden  Rechnungen  geben  mithin  folgende 


nach  8.2Ua. 

IT.: 

nach  S.  256  n.  ft: 

f     J5g  —  54^  42'  50,59998" 

6C000 

59998 

Resultate: 

Li  j  =    7     6    0,00006   öttiich 

00002 

00002 

a,.x  — 65  16    9,36537 

S653i 

86530 

Man  erkennt  hieraus  die  grofse  Genauigkeit  der  Formeln  des 
§11  S.  431.  Mehr  zu  zeigen^  ist  nicht  die  Absicht  der  letzten  Rech- 
nungen, denn  es  läfst  sich  nicht  verkennen,  dafs  die  Anwendung  der 


\ 


440  9«  Kapitel.    Becbtwinklige  geod&tifiche  Koordinaten  u.  t.  w. 

Formeln  in  solchen  Fällen  wie  demjenigen  des  vorliegenden  Para- 
graphen durch  die  Notwendigkeit  der  Auflösung  des  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks  eine  mühsame  wird, 

§  15.  Rechtwinklige  Koordinaten^  Entfernung  und  Azimute 
aus  geograpliisclien  Positionen.  Wir  gehen  am  bequemsten  hierbei 
von  den  Formeln  des  §  11  S.  431  aus,  die  mit  Beachtung  der  For- 
meln für  die  Kugel  S.  129  umzuformen  sind.  Während  wir  aber 
die  Formeln  des  §  1 1  unter  der  Voraussetzung,  dafs  8 :  Gq  eine  Gröfse 
1.  Ordnung  ist^  als  bis  zum  Pole  gültig  nachgewiesen  haben,  setzen 
wir  der  Einfachheit  halber  jetzt  nicht  nur  sia^,  sondern  auch  Zi.s 
als  eine  Gröfse  1.  Ordnung  voraus,  sodafs  am  Pole  i}  sec  F  die 
1.  Ordnung  hat  und  die  Ordinate  tj  eine  kleine  Gröfse  höherer  Ord- 
nung sein  mufs. 

Nach  8.  425  (13)  ist: 

tanij  —  tan  Li.,  cos  F  (l  -  ^  Jfri^  +  01^,  (1) 

woraus  wir,  da  für  die  Kugel  sin  i} «»  sin  £  cos  B^  ist^  zunächst  herleiten: 
sini}  BS»  sin  L  cos  jF  .  cos  i;  sec  L  (l  —  t^  ä*ij*  +  6Ü . 

Setzt  man  hierin  für  cos  ij  und  sec  L  die  Reihenentwicklungen, 
80  ergiebt  sich: 

Sinti  =  smLcosF(i  +  \l*-\-^^L*+  ^-^^L'  -\-  Gk) 

Nun  ist  ferner  nach  8.  42Ö  (11): 
sin  {F  —  B^)  =  sinij  tan  -y-  sin  F  (l  +  c*  cos^F  +  e*  cos'F 

was  wir  im  Hinblick  auf  die  für  die  Kugel  gültige  Formel  sin  (F — B^) 

=  sin*  -r-  sin  2B^  sec  ij  mittelst  Substitution  des  Ausdrucks  (2)  über- 

führen  in: 

1  4-  ^-^*  +  c»  cos»  F 


sin  (F  -  Bi)  -=  »in*  ^  «n  2F 


2 
+  e*  C08*F  +  -!—^ 


34 


-  l-i?»i^*-i^«V+|«*'?*8in»2?' 


(3) 
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Entwickelt  man  ferner  aus  (1)  ■q  nach  Potenzen  von  L,  so  folgt: 
1?  —  icosF (l  +  Y  i*  8m»F  +  ^  i*Bin»f  [Ssin'f  —  1]  +  Gl,).  (4) 
Hiernach  ist: 
ij*  =  X»cos»Jf(i  +  |-i*  8in«F+  ~ L* sin* F[23 sin* F— 6}  + Gli!) .  (5) 

Damit  gehen  (2)  und  (3)  bezw.  über  in: 

1  +  y  L»  8in»F  +  ^  L*(5-9eoa'F)mn*F 

+  ~L«8in»F(^61  —  270cos*J'+225co8*10K6) 
-  j^  e»X«  sin»  F  cos*F  +  Gl, 


sin  1}  -3  sin  £  cos  F ' 


sin  (F-B,) 


sin* -^  sin  2  F. 


l  +  ^LUin'F+i^  eos*F+  e*  cos»  F 
—  ;5e»/.»co8«i?'+4c»L»8in»Fcos»F 


+  ^L*  sin» F (5 — 9 cos»!?*;  +  Gl,. 


(7) 


Um  rechter  Hand  in  diesen  Formeln  F  za  eliminieren,  bilden  wir 
zuerst  iu  leicht  ersichtlicher  Weise: 

cos  B^  =  cos  (F—  (F—Bi))  —  cos  Fcos  {F—  B^)  +  sin  Fsin  (F-  j5,) 

—  cos  F  ( l  +  sin  (F  -  JB,)  tan  F  -  y  "^*  (-^  ^  -^0  +  ^0 ' 

wobei  zu  beachten,  dafs  sin  (F — B^)  eine  Gröfse   2.  Ordnung  ist- 
Es  folgt: 


C08F=COSÄ 


1  -  sin(F- J8,)tanF+sin«(F~B,)  (y  +  tan«F) 
—  sin»  (F  —  JB,)  tan  F  sec»F  +  ß/g. 


(8) 


Mittelst  (7)  erhält  man  hieraus,  wenn  man  zugleich  f&r  sin»  y  die 
Reihe  -iL*(l-  /^  Z,»  +  jj^  i*  +  Gi,)  anwendet: 


1  _  Al»  +  ^  7.»8in»F+  c»  co8»F+  «•  C08»F' 

1  iS  m 


sin(F-B,)=jZ»8in  2F. 


-  i-  c»Z»  cos»  F+  4-  e*-^*  co8*F  sin»F 
+  jj^i*(6l  -195cos»F+135co8*F)+Gi,. 


(9) 
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S«tzt  man  dies  in  (8)  ein,  so  findet  sich: 


coiF  ^'CoaBf 


1  -  y  Ir»  sin« F+^L*  em*F (4—3  sin«!^ 
-  y  c*L»  sin»  J*  co8»F  —  y  c*L»  sin»!?"  cos'F 
+  ^  c*Z*  sin»  F  coa*F  (4-5  am*F) 
+  ^  Z«sin»J'(-  l+30cos»J'-45co3«iO  +  öZ, 


(10) 


und  hiermit  giebt  (6): 


sin^  1}  <=  sin  1/  cos  Bf  ■ 


1  -yC»Z»8in»Fco8»J' 
—  ^  c»L«  sin»Fcos»2f  (5  —  9  co8»i^) 
-  4-  c*i»  sin»  F  cos»  Jf  +  GL. 


(11) 


Die  Gröfse  17,  welche  linker  Hand  vorkommt^  setzt  zur  Erlangung 
ihrer  Kenntnis  F  voraus,    um  B^  einzuführen,  entwickeln  wir: 

8in,=8in/i?^yi-e»8in»JF'Wsin(^yi-c»sin»£, .  l^SS).  (12) 

Man  hat  non  mittelst  Taylors  Satz: 

1 -e»8in»B, -=  1  -  e»8in«F— c»(sin  21?'(B,— F ) + cos  2F(B,  -  20» +ö/e) 

und  hieraus  mit  Benutzung  ron  (9): 

l-e«8in«J5,— l-Ain''2!'+«»Z»8in»Fcos»ii'(l  — J-L»+Z»sin»jF)  -{-01^. 

Es- ist  daher: 


yi  -  «'  ■iii'F  =  1  _  1 ««/,»  8in»F  cos'F  ~  4^  <^L*  sin»!?" cos'i?" 
]/i  — «» «in»*,  2  » 


+  Y  e»L*  sin»^  cos«f  (y  -  sin»^)  +  Gl^. 


(13) 


Wir  bezeichnen  nun 


^yi^e" 8in«5,  =  |- TT,  —  ^  mit  ij- ;  TT,  bezw.  p.  fürs  Arg.  5„  (14) 

und  setzen  f&r  den  Augenblick  den  Wurzelquotienten  (13)  gleich  1  ~h  & 
wobei  (  eine  Grofse  der  4.  Ordnung  ist.    Man  hat  dann  nach  (12): 

sini7  »=  sin  (rf  +  f ij')  =  sin  ij'  cos  fij'  +  cos  ij'  sin  giy' 
-.8in,'(l  +  t[l-y.j'»]  +  G^,), 


§  15.    Rechtwinklige  Koordinaten  aus  geogr.  Positionen. 
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und  unter  Substitution  des  Wertes  von  ^i 


s\n.i]  =  sin  1^ 


l  -  V  ^^*  sin»  F  cos«  F  -  l  e*i*  sin^JF'cos'F) 
+  e»i*  sin*  Fcob«  1^(1  co8*F  -  \)  +  G/^. 


(15) 


Führt  man  dies  linker  Hand  in  (11)  ein,  reduziert  alsdann  auf  sin  rf 
und  ersetzt  in  den  Gliedern  höchster  Ordnung  F  einfach  durch  J5,, 
so  folgt: 

sin  T]'  =  sin  Li. 2  cos  B^  (l  —  -.  e^L^  sin^B^  cos*!?,  -\-  Gl^j  .     (16) 

Über  die  Konvergenz  vorstehender  Entwicklung  ist  kein  Zweifel, 
sobald,  wie  vorausgesetzt,  nicht  nur  5 :  a„,  sondern  auch  Li,^  eine 
kleine  Gröfse  1.  Ordnung  ist.  Die  Formel  scheint  sogar  auch  am 
Pole  ohne  das  Bestehen  letzterer  Bedingung  zu  genügen,  da  L  in  cos  B^ 
multipliziert  auftritt,  aber  dies  ist  nicht  der  Fall.  Läfst  man  nämlich 
Pj  in  den  Pol  fallen,  nimmt  also  B^  =  90**,  so  wird  y  offenbar 
gleich  dem  Meridianbogen  von  JBg  bis  90®  und  es  wird  femer 
L  =  90®.  Man  hat  dann  aber  sin  rf  nicht  gleich  cos  B^  (1  —  Gh)y 
sondern  gleich  cos  B2  {l  —  Gl^),  wie  man  aus  den  Formeln  für  einen 
Meridianbogen,  S.  50  (3),  ersehen  kann. 

Um  nun  auch  in  Formel  (7)  rechter  Hand  B^  einzuführen,  setzen 
wir  nach  Taylors  Satz: 

sin  2B,  =  sin  2F  (l  +  2  (JB,  -  2^  cot  2F—  2  (J?,  -  F)«+  Gl^). 

Die  Einführung    von   (9)  giebt,   wenn    man   schliefslich   auf  sin  2F 
reduziert: 


sin  2F  =  sin  2B^  (\  +  [  ^^  cos  2F+  \  e^V  cos'Fcos  2F 


-;L*(J-sin«i^~A)+G/e). 


(17) 


Hiermit  geht  (7)  über  in: 


1  +  ^L«cos«F+,^^L*co8«F(8-3co8«F)] 


sin  (F—  B^  )=  sin*  _  sin  2B^ 


2 '  24 

+  e*  cos*  F  +  c*  cos* F  ^(l8) 

+  c*L*cos*f(*  +  yC08«l^)  +  Gl^ 


Da  aber  bei  der  entsprechenden  Gleichung  für  die  Kugel  rechter 
Hand  sec  ti\  als  Faktor  auftritt,  führen  wir  auch  hier  denselben  ein. 
Es  ist,  da  sin  1}  und  sin  ii\  bis  auf  Glieder  5.  Ordnung  fibereinstimmen: 
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sec  12'  =  >/l  +  tan»  ij  +  G/j  =  }/l  +  tan»Z  co.s»F  +  01,, 


also: 


secij'  =  1  +  Y  L»  co8*F+  ^  L* cos»i^(8  —  3  cos'F)  +  G?,.  (19) 


Hiermit  kann  man  (18)  umformen  in  die  Gestalt: 

^  f  1  +  (c«  +  c*)  cos«  2^ 

8in(F—  i?j)  =  sin»  ^  sin  2jB,  sec  ij' 


+  e»Z<«  C08»F  (i + i  cos»JP)  +  G/e  j 


(20) 


i 


In  den  Faktor  rechter  Hand  wird  am  zweckmäfsigsten  —  fürs 


m 


Argument  jB^  eingeführt.    Nach  S.  430  (12)  ist,  wenn  daselbst  x=  1 
genommen  wird: 

^  =  1  +  (c»  +  c*)cos«F  +  c*£«sin*-Fcos»F  +  G/o;     Arg.  B^. 
Dieses  in  (20)  eingesetzt^  findet  sich: 


Hin{F-B^) 


sin"  —  sin  2  £.  Seen  — 
X  (l  +e»L»co8» J8,  [_  i.  +  -^  cos»bJ  +  Gl,) 

f'  =  r*T'5    Arg.  7/,. 


(21) 


§  IG.  Fortsetzung:  Heridlankonrergenz  u.  s.  f.  Im  An- 
schlufs  an  die  Entwicklung  S.  422  u.  ff.  setzen  wir  zunächst  im  sphäri- 
schen Hilfsdreieck: 

tan  <  =  —  tan  A  sin  ß^. 

Nach  S.  423  ist  aber  tan  l  gleich   der   linken  Seite  von  Gleichung 
(9)  S.  423,  also: 


tanil=tanZ 


1  + 


1  j_A_ 

2       tan  L 


+  -J  c*i2»  cos»  F+G/g. 


(1) 


Nach  (I)  und  (5)  S.  440  u.  441  hat  man  ferner: 


tan  L 


und 


=  cos7''(l-[i,»->  V  +  Gi«) 
71*  =  L*  008*1'  (i  +  Y^*  sin»  F  +  Gl^. 


8  16.   FortteUung:  MeridiitnkonTergens  n.  i.  f. 
Dieses  in  (1)  behufs  Elimination  von  tj  sabstituiert,  findet  sich: 

1  +i.e«(3+sin«20  +  L*(l  — i-cos'j) 

+  e*L'  (l  +  -J-  Bia'^cos'J?') 

+  iri*  (30-10  Bia*Fcoa*F—coa*F) 

+  *  «*  (5  _|_  2  sin'J'H-  8in*J0 

O 


44b 


tanA<»tan2/ 


l+4c*cos»F 


+  6«.  .(2) 


Wir  haben  nun  ferner: 


sinjS^o^sin^i 


sin^s 


.— |6«ca8»5,[l  +  ic«(l  +  3sin«2?,) 

+ 1  e*  (1  +  2  8in«-B,  +  5  8in*5,)]  +  Gfj; 


(3) 


Rechter  Hand  eliminieren  wir  in  der  Parenthese  B,  mittelst  F.    Dazn 
giebt  S.  428  (7)  die  Relation: 

cos* 5,  =  cos« F+LtiBm*FeoBF(l  +  ^L*)  +  ^  ti*L* sin» J" + Ol^ 

welche  mittelst  der  Formel  (4)  S.  441,  nämlich  mittelst 

11  —  LcoaF(l  +  y  t»sin«F)  +  Gl^, 
Qbergeht  in: 
cos»  B,  —  cos»  J' ( 1  +  L«  sin«  J"  + -g- Z«  sin»  F  +  y  i*  sin*F+ ö^ ) .  (4) 


AoTserdem  ist  hiemach: 


8in»£,  =  sin»  J"  { 1  —  X»  cos»!?*}  +  01^ . 


(ö) 


Mit  Benutzung  dieser  Substitutionen  fQr  cos'f^  und  sin'^,  geht  (3) 
über  in  die  Gestalt: 


sin /S, "»  sin  £2*  1  —  -j^eon^F 


l  +  JL^  (1  +  3  8in»iO  +  i»8in*F 
+  y  6«L«8in«F(-  1  +  3  sin«F) 
+  y  L*  sin'J'  +  Y  i*  sin* JF 
+  y  e*  (1  +  2  sin«J?'+  5  sin*F) 


+  GJ,^.(6) 


Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  (2)  Seite  f&r  Seite,  so  er- 
giebt  sich  linker  Hand  tan  X  sin  ß^  d.  i.  zufolge  der  eingangs  des  Para- 
crranhen  anflrecrehenpn  nipiVhnncr  crl^iVh  —  fun  f.     Wir  ftrhaltAn  dahnr: 
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o 


l  +  ye*(5-3cos*J')' 


+  GI 


8 


>  • 


Hier  führen  wir  rechter  Hand  mittelst  (4)  endlich  noch  B^  ein,  und 
gelangen  so  zu  der  Formel: 


tan^Bs — tanii.asinJBg 


l+{c«Z«C08^-Bg 


l-\-le\5-3cos^B^j 


l-L-i 


5 
6 


COS' 


^*). 


+GIA.O) 


Sind  mit  Hilfe  der  Formeln  (16)  und  (21)  des  vorigen  Para- 
graphen, sowie  der  letzten  Formel  (7)  die  Gröfsen  ij',  F  und  t  be- 
rechnet, so  ist  zunächst  aus  rj'  y  zu  ermitteln  und  aus  F — J?i  z. 
Ersteres  erfolgt  nach  Formel  (14)  S.  442  und  letzteres  nach  Formel 
(3)  S.  50.  Aus  X  und  y  sind  dann  mit  Hilfe  der  Formeln  des  §  6 
S.  416  Entfernung  und  Azimute  zu  bestimmen. 

Man  hat  darin  üi,%  =  ai.s,  y^  gleich  null  und  also  ^y  =^  y%^=  y 
sowie  y  ■=  Y  y^  femer  /Ix  =  x  und  am  zweckmäfsigsten  in  den  von 
c*  abhängigen  Gliedern  iri  =  —  —ar,  a;2  =  +  -^a;  und  rc  =  —  ^  a: 


3 


zu  substituieren.    Hierdurch  wird  Kq  bezogen  auf  die  geographische 
Breite  F+^-iB^  —  F).     Man  erhält: 


2 


5  008  ai.s 


x[i 


8  sm  ai.s 


3   9* 
6    q' 


46  Q* 


45    q' 


i^  +  §i^**»^2B„  +  Gie) 


welche  Formeln  sich,  da  x  bezw.  y  Faktor  aller  Glieder  ist,  ohne 
weiteres   in  logariihmische  Gestalt  bringen   lassen.    Es  ist  aber   in 

mehreren  Beziehungen  vorteilhafter,  zunächst  zu  s  cos  («1.2  4~  ^  '^^/ 
und  s  sin  lai,%  -f  ^  ^^)  uiittelst  nachfolgender  Entwicklungen  über- 
zugehen : 


(8) 


s  cos 


(«i.»+  l^a) 


\ 


=  scos«i.2(l  — -i-ziö'  +  G/e) 
—  y  ^0  s  sin  «1.8  (1  +  G^e) 

s  sin  («1.2  +  2  "^V  "  ^  ®'°  "*•*  V  ■"  8  ^^*  "f"  ^'«) 

+  —  zia  s  cos  «1.1  (1  +  OQ. 
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Nun  ist 


^« "  -  ^,  (i  +  %'^'  +  Ol.) 


(9) 


und  hiermit: 


«cos  («1.2+   2   Jü)'^  X 


••i«. 


.  _  £  y^ l_y^ 19   x*y 

12  9*         720  Q*         1440     9 

1     +ij^^8in2Bo  +  Gie 


s  sin  («1.2  +  y^ä)  =y 


^         12  p«        720  9*         1440     9* 


.  (10) 


§  17.    Zusammenstellnng.    Gegeben:  fj,  B^  und  Z1.2. 
Gesucht:  Xy  y  für  P,  in  Bezug  auf  den  Meridian  von  P, ;  gesucht 
ferner  s,  «i.«  und  «j.i- 

Die  in  den  vorhergehenden  beiden  Paragraphen  entwickelten  Formeln 
bringen  wir  sogleich  in  die  logarithmische  Form.  L  und  B^  —  F 
sind  in  den  kleinen  Gliedern  stets  in  Sekunden  zu  verstehen. 


M^ 


log  «in  ij'-=log  (sin  Zi.s  cos  B,)  —  jg-n;  ^*  ■!»»«,  ooi««,  -}-  Gl^ 


jf«* 


I08  T7-n7  '"  S.0884  —  SO  f.  Einh.  der  7.  Dee. 

In  i\    V 


15^ 


1}'  in  S«k.      a« 


(1) 


I)  in  S«k. 


w. 


9  W^ 

Wx  Biaiii  Argmnent  B%, 


[1,4902183.306] 


(2) 


log  sin  {F  —  Bj)  =  log  (sin*  — ^  sin  B^  cos  JB,  sec  ij'-  5^:7^) 


2 


log^^ 


M^ 


0,3039383.552 ;  log  ^  -  8,8S8Si  - 10 1  sinh.  a«  7.  dm. 


(3) 


log  X = log  r 


»„(B.-^toSO. 


9* 


\  \ 


P«       Oq  (1  —  e«) 


pTl 1    "'111««»  A*«Y  <*.  +  ') 


j9«i.  [S^Sni  -  10]  (oM  (Ai  +  J)  — rS|M9—  101oo«*(tft  +  ^  +  0|0060S) 

ft--P,070-.«(0/f4 


f.  Siab. 
d.  7.  Dtc. 


(4) 


v 
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logtan^~log(— tanLi.jSinJBJ+s^^'«*»'*^^^^  i*eot«Ä.  (ö-scm'äo 


log -^  —  8,866«  —  10 
**«^"^^^~'®         log^-t,787-80 


fttr  Sinb. 
der  7.  Dtc. 


(5) 


_5t-        _*S_        f6,803189S]  ^ 

-  Wo  Bum  Arg.  Äo  «  F  -|-  — •  (Ä,  —  F) 

8 


(6) 


j,»f «Lj,»'»' 


log  {«  C08(«,.,  +  I  ^tt)}   -  log  «  -  1  Jf  ^--^  _  ^.      ,^^  _    ^. 

log  js  sin  («1.,  +  4- ^«) )  =■  log  y  - -^ M  J* -  i^ i^  ^- ji?5 ir ^1 

log^ll-log(-i-p"^)+iir5^*  +  ö/,  (9) 

in  Sek.  «X  P    I  "  V 

a,.t  =  at., -\- 180P  +  Jü  +  t]  (10) 


7Jlf  19M 

log  -!-=.  »  4^5  log  ---  esB  4,758 

■  1440        ^  ^  1440        * 


fQr  Einh. 
der  7.  Dea 


log  (j^Jlf)- 5,5586030 

log  (y  p")  —  5,0133951. 

§  18.  Zahlenbeispiel  I.   £, »  52<*  30'  16,7"    £,  ■=  54«  42'  50,6 

I,,  ,  —  7«  6'  O"o.tuch 25560". 

Die  Formeln  des  §  17  geben  der  Reihe  nach: 

log  sin  L,.,—  9,0920236.596,  —  10 
log  cos  Bf  -=  9,7616703.379    —  10 
-  [2,028  —  20]  L*  sin»  jB,  cos*  jB,  =      —       0.034 


log  sin  ij'  =  8,8536939.941,  -  10 
,'  =  —  4»  5'  39,705771"  —  -  14739,705771". 


( 


§  18.    Zahlenbeispiel  1. 
log  ij'  =  4,1684888.149. 

in  Sek. 

^  1,4902183.305 
—  log  Wt  =  0,0009678.539 
log  y  =  5,6596749.993,,. 
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Argument  fttr  If, 


2  log  sin    2 

log  cos  Bf 
log  sin  Bf 
log  sec  1]' 
2  log  TT, 


i.s 


[3,83334  — 10]  L*coa*Bi  (—  T  +  e"  ^°^*^»)  =  " 


=  7,5836556.26-10 

=  9,7616703.38  - 10 
=  9,9118387.96—10 
=  0,0011098.18 
=  9,9980642.92  - 10 
0,3039383.55 
53.57 


F 

By—F 


log  sin  {F  —  Bf) 

540  55'  19,97285"      f  -  JB, 

-  2»  25'  3,27285"      B^  —  F 


7,5602718.68—10 
+  12' 29,37285" 
-  8703,27285' 


•// 


log(-Bi  —  -F')  -=  3,9396825.990, 
'°  ^'        1,4873099.710 
-  3  log  W„  =  0,0028314074  ) 

Ttrgl.  hIariD  8.  4S8.    —  1.893 


log  X  =  5,4298235.881«. 


+  [0,880 
-[2,727 


log  tan  Li,% 
log  sin  Bf 
+  [3,35622  - 10]  L*  cos*  JS, 
10]  i*  cos*  J5,  (5  -  3  cos»  .B,) 

20]  L*coa*Bf  (^  -  y  cos»B,) 


9,0953666.904. 
9,9118387.956 
+  16.520 

+  0.221 

-  0.059 


10 
10 


log  tan  <  =  9,0072071.542  — 10 
<  =  +  5»  48'  19,8152". 

Der  hier  gefundene  Wert  von  loga;  zeigt  mit  demjenigen,  welcher 
S.  437  ermittelt  wurde,  eine  nicht  unerhebliche  Differenz.  Augen- 
scheinlich hat  dies  seinen  Orund  darin,  dafs  in  der  Formel  (3)  ftir 
F —  Bf  die  Temachlassigten  höheren  Glieder  merklich  werden.  Gerade 


Htimtit,  nwthem.  n.  phytikd.  Tbeoiie*n  d«r  hsb.  0«odk»ie. 
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diese  Formel  hat  nicht  die  Schärfe,  wie  die  entsprechende  Formel  (5) 
S.  431;  darauf  weist  schon  die  relative  Gröfse  der  Glieder  4.  Ordnung 
beider  Formeln  hin.  Immerhin  reicht  die  Schärfe  von  (3)  aus,  sobald 
für  die  weitere  Rechnung  die  folgenden  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen zur  Anwendung  gelangen. 

Es  ist  nach 


Formel  (7): 
rr),42{)823r).88« 

-  1852.51 

-  0.55 

-  0.52 

-  0.17 


5,42110382.13, 
log  Iscos  Ut,i-\-  Y  -^«)| 


Formel  (8): 
5,0590740.90, 

-  642.77 

-  0.07 

-  0.52 
1+  0.11 

5,0590  lÖcTÜ^ 


Formel  (9): 
2,4927011, 
+      1853 
+       643 

2,49295Ö7,~ 

=  log  ^A 

iu  Sek. 


tti.i  +  ^Ja  =  2.39»  30'  25,1180" 
log  s  =  5,7242591.37 


=  log(s8in(ai  ,  +  i-z/fl)j  ^« 5-11,1363 

^  '      t=    5'>48' 19,8152 


■'  e\ft 


a,.«=239«'33'  0,0868" 


»-'»"»/ 


|a2.,=  Gbn&  9,3G57 

nach  S.  2G1 : 

nogs=      r),7242r)91.37  I     .35» 
Resultat:  {  «i.o  =  239<*  33'  0,68G8"     ü.c«8ii" 
«i.i  =    G5  IG  9,3G57       u^gcm 


Um  eine  schärfere  Kochming  zn  erzielen,  könnte  man  sich  der  Formel  (10) 
cinzurnhren  wlire.    Die  Formel  lautet  nach  einfacher  Reduktion: 


S.  429  bedienen,  in  welche  nach  (12)  S.  430  der  Wert  von    ^^    für  x 

9. 


Hl 


log  sin  (F— 5,)=- 


log 


(- 


tan  (  cos  F  tan 


2     ■  1  -  e»/ 


+  ^  L"  c08»Ji,  {-^+~  COH'J',  -  \  tan«  ^-)  +  67. 


^ 


Sie  giebt  unter  Einführung  der  oben  berechneten  Werte  von  t  und  F: 

log  sin  {F  —  7^,)  =  7,5002718.20  —  10       F  -  B^=  12'  29,37277  ". 

Mit  diesem  Werte  nimmt  der  log  x  um  40  Einheilen  der  10.  Dcci mal- 
stelle ab  und  man  erhält  eine  weit  bessere  Übereinstimmung  als  vorher, 
vorau»g(?8ety.t,  dafa  namentlich  noch  «  =-  ~  Ja  nach  einer  der  strengen 
Kormein  d<*s  §  10  S.  370  u.  tf.  aus  den  Seiten  x  und  y  sowie  dem  Zwischen- 
wiukel  90"  berechnet  wird. 
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§  19.  Übertragung  gcognipliisclior  Koordinaten  durcli  Di*eiecks- 
seiten.  Sobald  wir  annehmen,  dafs  s<0fl2a^J  d.i.  127^'",  so  verein- 
fachen sich  selbst  litr  die  schärfste  Rechnung  die  Formeln  sehr. 
Zunächst  kürzen  wir  die  Formeln  für  x,  y  und  z^a  in  §  12  S.  432 
wie  folgt  ab: 

logx  =  logM-f  a^^TüV^^'VH (1) 


•og  y  =  log  t; 


0 

1    M 


C   6.«*^o*  + 


in  Sek.  ^    ''o 


(2) 
(3) 


Die    beträchtlichsten   Vernachlässigungen  der    1.   Formel    haben 
auf  X  einen  Einflufs  gleich 


+  90  ^    \l)  siu'«i.8  cos ai. 2  (7  sinV.a  —  0  cos'äZi.ü) 
—  3ß  q"  fr  (^)  sin*«i.2  cos^ai.2  sin  23^^ 


zu(l) 


ausgedrückt  in  Aquatorsekundeu  d.  h.  als  Zentriwinkel  für  eine  Kugel 
vom  Radius  %,  den  Fehler  in  x  als  Bogen  gröfsten  Kreises  betrachtet. 
Diese  Ausdrücke  geben 'im  Maximum  rund 


+  3900"  (  J  )  Vür  tan  «1.2  =  +2,5 
+     9,5" f     )  fürtanai.2  =  +  l 


«1.2101  l.Qu.=68- 
«i.sini  l.Qu.=  4r)" 


B^^  beliebig] 


zu(l) 


^o=+45^. 


Für  y  werden  die  hauptsächlichsten  Fehlerglieder,   ebenfalls  auf 
Aquatorsekundeu  reduziert,  gleich 


—  j5  q"  \~)  8in^ai.2  cos*«i.2 
+  jg  q"  (?  \l )  sin  «1.2  cos^ai.2  sin  22^0, 


zu  (2) 


d.  i.  im  Maximum  rund 


+  2600"(~)  Vürtan«, .  ,=  ij/y 
+     25"(|-)  Vür  tan  «, .  .=  +|/  \ 


«1 


.2iml.Qu.=50|'^ü  beliebig 


«i.2iml.Qu.=30«     B^ 


V 


zu(2) 


Ferner  giebt  die  Vergleichung  von  (3)  mit  (9)  S.  448  als  Fehler 
des  mittelst  (3)  berechneten  ^a: 
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1     ..  /«V    • 

d.  i.  im  Maximum  rund  zu  (3) 

+  4300"  (-)Vür  tan  «i.«  =  +  1;  «1.2  im  1.  Qu,  —  45^ 

Für  5  =  0,02ao  werden  daher  x  und  y  bis  auf  0,000012  bezw. 
0,000008  Aquatorsekunden  genau,  erhalten,  die  Grofse  z/H  aber  bis 
auf  0,0007". 

Für  5  =  0,05  ao  sind  die  Fehler  im  Maximum  bezw.  0,0012",  0,0008" 
and  0,027";  sie  halten  sich  also  auch  hier  innerhalb  von  Beträgen, 
die  wenigstens  für  manche  Zwecke  vernachlässigt  werden  dürfen. 

Es  ist  noch  zu  erwähnen,  dafs  es  zur  Berechnung  des  Arguments  B^ 
für   Wq  ausreicht,  sich  der  Formeln 

■Bo  =  -Bi  +  I  (-f  -  B,),      F-B,  =  [6,732,  - 10]  u        (4) 

^  in  Min. 

ZU  bedienen.  In  den  entsprechenden  Formeln  (2)  S.  432  ist  einfach 
Wq  =  9,9993  —  10,  also  gleich  einem  Mittelwert  eingeführt^  wodurch 
in  F  —  Bi  nur  Bruchteile  Minuten  Fehler  entstehen  können.  Die 
Tafel  der  log  W  zeigt  unmittelbar  deren  Geringfügigkeit. 

§  20.  Fortsetzung.  An  Stelle  der  Formeln  detf  §  11  S.  431 
setzen  wir  die  einfacheren: 

log  (B.  -  JO  =  log  (?/-)  -  ^;  (?^)*co8  (B,  +  F)  +  .-.   (1) 

in  Sek.  \  ^m/  °^       \  ^m/ 

tan  Zi.2  =  +  tan  ij  sec  J?'  +  •  •  •  (2) 

tan  t       ==  —  sini^  tan  2^  -f"  •  * '  (3) 

sin  (F  —  B^)  =  sin  i?  sin  F  tan  —^  • :: — ^^  +  •  •  • .  (4) 

Die  Fehler,  welche  bei  Anwendung  dieser  Formeln  begangen  werden, 
hängen  aufser  von  F  und  Li, 2  nur  von  x  oder  y  ab.  Indem  wir  für 
diese  letzteren  Gröfsen  sogleich  s  setzen,  ergeben  sich  als  maximale 
Werte  der  beträchtlichsten  Fehlereinflüsse  nachstehende  Ausdrücke: 

in  B,  -  J':  +  J  ,"  «•  (i)'  (6  .i.'  ?4~^  -  1  .in'  ?^?) 


k 


in  Li  r-  +  -.  p"  (?  (~  )  tan  Fsin  J'cos^Zr 
in  <:  +  —  q'  ^  (— j  sin  F cos  F cos* / 
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inF-B,: 


-  ^  9"  ^  ay^i^  F  ^os*  F  Uin  ^ 
\-  Yi  9"  ^  (i)'(l  +  3  cos»  J*)  sin  F  tan»  \\  ' 


wobei  für  die  Fehler  in  Li,t  und  t  berücksichtigt  wurde,  dafs  einem 
Fehler  d  in  tanu  ein  Fehler  d  co8*u  in  u  selbst  entspricht. 

Zu  diesen  Fehlem  treten  strenggenommen  noch  diejenigen  wegen 
unrichtiger  Berechnung  von  x  und  y  aus  §  19.  Indem  wir  aber  an- 
nehmen, dafs  die  Abkürzungen  der  Formeln,  welche  dort  eingeführt 
wurde,  zulässig  sind,  dürfen  wir  jetzt  von  Fehlern  in  x  und  y  absehen. 

Der  Fehler  in  B^  —  F  wird  ein  Maximum  für  y  (B^  +  F)  gleich 

rund  +  4P  d.  h.  also  für  eine  mittlere  Breite  von  rund  +  41^;  und 
zwar  ist  das  Maximum  des  Fehlers  in  B^—  F  gleich 


+  1,5"  (-)',  zu  (1) 


was  für  s«=0,02ao  nur  0,000012  ,  für  5  =  0,05ao  aber  auch  erst 
0,0002"  ergieüt. 

Um  ferner  das  Maximum  des  Faktors  tan  J"  sin  J'cos^L  in  dem 
Fehlerausdruck  für  Zi.«  zu  ermitteln,  beachten  wir,  dafs  nach  S.  425 
(13)  ri  sec  F  jedenfalls  ein  Näherungswert  für  tan  L  ist. 

Hiermit  erhalten  wir  in  einer  für  alle  Fälle  zur  Schätzung  des 
Fehlerbetrags  ausreichenden  Annäherung: 

X       TTi   -     n       tr  tanFsinF  %vd}F  co%F 

tan  F  sm  F  cosrL  = 


Die  Differentiation  giebt  als  Bedingung  des  Maximums  des  letzten 
Ausdrucks: 

cos*  JP  +  (1  +  3i?«)  cos«  F=ri^ 

und  hieraus  folgt,  abgesehen  von  höheren  Gliedern,  cos*i^ »»  tj^.  Der 
Maximalwert  jenes  Faktors  ist  also  in  hinreichender  Annäherung 
gleich  1  :  2i},  wobei  für  ri  nun,  wie  überhaupt  in  dem  betreffenden 
Fehlerglied,  s :  aQ  zu  setzen  ist.  Es  folgt  daher  der  Maximalfehler  in 
Li,%  gleich 

±  46"  [^)\  zu  (2) 


was  für  s  =  0,02ao  rund  0,000006  ,  für  5  =  0,05ao  ^^^  0,0003" 
beträgt.  Schliefst  man  aber  die  Nähe  des  Poles  aus,  so  ist  der  Fehler 
noch  weit  kleiner. 

Um   das  Maximum  des  Faktors  sin  F  cos  F  cos«^  zu  bestimmen, 
beachten  wir,  dafs  nach  S.  426  —  17  tan  F  jedenfalls  ein  hier  brauch- 
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barer  Näherungswert   von  tan  t  ist.     Wir  haben   daher  ausreicb'^ncl 

sinJF'  cosF 


genau: 


sini^  cosi^  cos^  t  = 


1  + 1?«  tan*F 


Man  erkennt,  dafs  wegen  des  Faktors  cos  F  der  Nenner  von  un- 
wesentlichem Einflüsse  auf  die  Lage  des  Maximums  ist;  dasselbe 
findet  daher  (wie  auch  die  DiflFerentiation  zeigt)  statt  bei  F  gleich 
rund  +  45^  und  es  folgt  der  Maximdlfehler  in  t  gleich 

±115"(^)',  zu  (3) 

was  für  s  ==  0,02 flu  0,0009"  beträgt  und  mithin  vernachlässigt 
werden  darf.  Für  s  ==  0,05«^,  wird  der  Maximalfehler  gleich  0,014", 
also  in  manchen  Fällen  wohl  auch  noch  genügend  klein. 

Jedenfalls  entspricht  der  Fehler  vollständig  der  Genauigkeit,  mit 
welcher  z/a  berechnet  wird. 

Im  1.  Gliede  des  Fehlerausdrucks  für  F  —  B^  setzen  wir 

cos  F tan  y  =  ^ny 

denn  da  nach  S.  429  (8)  cosFtan-^'=  i^  (l  —  tau^Y/  ^st  und 
tan*^  höchstens  1  werden  kann,  so  entspricht  diese  Annahme  einem 
Maximum.    Wir  erhalten  also,  für  ri  zugleich  —  substituierend  und  be- 

rücksichtigend,   dafs  siuJPcosF  sein  Maxiraum     -  bei  2^=45^  hat, 

als  3Iaximalwert  des  Fehlers  vmi  F  —  B^,  abgesehen  von  der  Nähe 
des  Pols: 

±57"(^);  zu  (4) 

was  für  s  =  0,02ao  0,000009"  beträgt,  für  5-=0,05ao  aber  noch  nicht 
ganz  0,0004". 

Hierbei  ist  in  (4)  als  Argument  für  W  angenommen  jP+  t  {ß%'~^)} 

denn  der  Fehler  wird  für  F  als  Argument  bereits  für  s  =  0,02 öf^  in 
der  4.  Decimalstelle  der  Sekunden  von  erheblichem  Einflufs. 

Das  2.  Glied  im  Fehlerausdruck  für  F  —  B^  erlangt  nur  in 
der  nächsten  Nähe  des  Poles  Bedeutung.  Während  der  Faktor 
(1  +  3cos^i^)  sin  F  bei  wachsendem  F  nahe  dem  Pole  langsam  ab- 
nimmt, wächst  tan*  ^  sehr  rasch.    Denn  für  F=  90^  —  ij  ist  L  =  45® 
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rund  und   für  F  ■=  90^  ist  L  =  90^.     Das  Maximum  dieses  Gliedes 
tritt  also  ein  für  -F  =  90®  und  beträgt 


±  86"  {^y  ,  zu  (4) 


was  für  5  —  0,02  ao  0,0007"  giebt.  Von  praktischer  Bedeutung  aber 
ist  dieser  Fehler  nicht,  denn  schon  für  F  =  90®  —  ri  sinkt  er  auf 
0,00005"  herab,  u.  s.  f.  Auch  für  s  =  0,05  a^  ist  er  nur  in  nächster 
Nähe  des  Poles  von  einiger  Bedeutung. 

§  21.  Beihenentwlcklungen  fOr  Zj.2,  t  und  F  —  B^.  Wenn 
man  voraussetzt,  dafs  nicht  nur  i},  sondern  auch  Li.t  oder,  was 
dasselbe,  i)  sec  F  eine  kleine  Gröfse  ist,  so  lassen  sich  anstatt  der 
Formeln  des  vorhergehenden  Paragraphen  unter  Umständen  mit  Vor- 
teil die  Reihen  anwenden,  welche  schon  §8  8.  126  u.  ff.  angegeben 
worden  sind. 

Man  erhalt  sofort: 


logZ 


(      log  {g'n  aecF)  -  ~  Jlfij*  tan» J' 

1.2  ^   ' 


in  Sek. 


+  g^jj  Mt)*  tan«JP'[13tan*F-f  6J  +  Gl^ 


(1) 


log  (-  9"V  tan  J")  —  -i-  Jfij*  [2tan*  J'  +  1] 
log<  =j  \    (2) 

'  +  JI5  Jfi?*  [26tan*F  +  20tan»JP  —  1]  +  Gi, 

log(|pVtanF.  j5^.)  -  /-  Mti'  [3tan*J'+  1] 
log(JP-5,)  =  j  }(3) 

'"  ^*  +1^0  ^^*  [135tan*F  +  90tan*  J'  -  1]  +  G/,. 

In  die  Formeln  (2)  und  (3)  fahren  wir  rechter  Hand  im  2.  Gliede, 
woselbst  sich  tan*i^+  1  zu  8ec*i^  vereinigen  läfst,  die  aus  (1)  und 
(2)  leicht  abzuleitenden  Relationen  ein: 

ij»  sec» if  =!,»  +  -?-  n'  t-Au* F  (tfoi* F  +  I)  +  Gl, 

ri*  tan»  J*  =  <«  +  -i-  Vtan»J?'(2tan»F+  1)  +  6/,. 

Hiermit  nehmen  die  genannten  Formeln  die  nachstehende  vorteil- 
haftere  Gestalt  an: 

log  (-  Q'n  tanF)  —  y  M [ij«  tan» JP  +  U] 
log<={  -  }        (4) 
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log  (F-  B,) 

In  8«k. 


-  T^  -Sf^*  [25tan*-F  -  10tan*-F  +  1]  +  öl« . 


(5) 


Füriy  —  0,02  und  JP—  65®  mit  tan  —  2,14  tan«  —  4,6  sec  —  2,37 
ist  der  Einfiufs  der  in  rj*  multiplizierten  Glieder  der  Formeln  (1), 
(4)  und  (5) 

auf  Zfi.i        gleich 


ff 


t 


„    F—  B^ 


ff 


ff 


0,0054" 
0,0010" 
0,000004". 


Wahrend  hiemach  fttr  5^0,020^  und  F<66^  die  Glieder  4.  Ord- 
nung der  Formeln  (4)  und  (5)  jedenfiBLlls  yemachl&ssigt  werden  dürfen, 
müssen  sie  für  Formel  (1)  noch  Berücksichtigung  finden.  Erst  für 
fl  sec  F  <  0,012  wird  der  Einflufs  des  OUedes  4  Ordnung  auch  in 
dieser  Formel  sicher  kleiner  als.  0,00001".    (Dies  erkennt  man  leicht, 

wenn  man  fBr  dasselbe  den  gröfseren  Wert  ^  Jlfi}^  sec«^.  ISsec'F 

setzt  u.  s.  f.)  Andrerseits  läfst  sich  unschwer  nachweisen,  dafs  für 
die  angegebenen  Grenzwerte  von  tf  und  F  die  in  (1)  vernachlässigten 
Glieder  6.  Ordnung  keinen  nennenswerten  Einflufs  auf  die  5  ersten 
Decimal stellen  der  Sekunden  in  Li.%  erlangen  können. 

§  22.  Zusammenstellnng.  Gegeben:  B^,  s  und  ai,%  bezw. 
X  und  y  für  P,  in  Bezug  auf  den  Meridian  yon  P|. 

Gesucht:  J?,,  Zi.i  und  ot.i. 


U  aa  8  cos  «1.1 


V 


8  sm  «1.1 


log a:  —  log u  +  Yfei  *^^o*  + 
log  y  —  log  »  —  -J-  ^, «»  TTo*  + 


(1) 


log  (I  ^.)  -  2,56428-10     log  (i-  ^)  -  2,25325-10, 

b«ld«  fOr  Elnh.  d«r  7.  Deo. ; 
IT,  ram  Arg.  ^,  »  ^i  -f-  y  C—  ^i) i  wobti  (^—  il,)  in  Min.  »  f6,7Wii— 10)  u . 

log  (B.  -  jo  -  log  &)  -  ^  (£)••-.('.+')+•  • 


in  S«k. 


(2) 
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SiL  _  -^5^5^  —  [8^126900.29-10]  TT«» 

ir^  Bum  Arg.  Y  (^i  +  #),  weichet  io  1.  Annihenuif  mu  obigem  Wert  ir— ^  etavliileB  ist 

(Die  JLnderung  für  1  Min.  iit  sa  notieieii.) 

log  -^77^  <"  1,980—10  f.  Einh.  der  7.  Deo. 
•8^  * 

1,  =  p"  y.  _  y  TT^  il  —  y  TTf  [8,5097816.70-.10]  (3) 

in  Sek.  *»  ^ 

IFy  Bom  Arg.  F.    (Man  notiere  die  JLndenmg  für  1  Min.) 


(4) 


tanZi.i  =  +  tanij  sec  JPH — 
tan  t       «=  —  sinij  tan  J*  +  •  • 

sin  {F—  B^  —  ain  ij  sinF tan  -^^ •  ^-^^  +  • 

8 
W  warn  Arg.  F^  —  (F— /^);  iet  »ne  Wp  abnleüea. 

—  log  (1  —  c«)  —  0,0020083.6 . 

Ist  der  absolute  Wert  der  Breite  <  65^ ,  so  können  anstatt  der 
(4)  nachfolgende  Formeln  Anwendung  finden: 

Lq  —  sec  F  (iJInSek.)  <^  —  —  tan  -F  (iJInSek.) 


log  Lx.%  —  log  L,  -  — ^  ^«  + 

in  Sek.  ^9 


M     ,  m    ,        7jr    ..  .      M 


bleibt  weg  fftr  log  £«  <  S»40 


(T) 


IF  lom  Argument  F  +  ^  (^  ~~  ') 

log  8^  —  5,631813—10     log  ^-«^i-M 

.og  |,  -  6,230T8 -10     -55^.-«- 

log  ^^il,i^^"  -  4,3874532.3-10  . 

ScUiefslich  hat  man 

a».i  — «1.1+180«  +  ^«  +  «.  (5) 

Diese  Formeln  geben  für  s  -»  0,02 o^  B^  und  Li. t  auf  1  bis  2 
Einheiten  der  5.  Decimalstelle  und  at.i  auf  ebensoTiel  der  3.  Decimal- 


t 

7.  Dee. 
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stelle  der  Sekunden  genau.    Spezieller  sind  über  die  Genauigkeit  die 
beiden  letzten  Paragraphen  zu  vergleichen. 

Wünscht  man  die  an  vwei  Stellen  unserer  Formeln  erforderliche,  übrigens 
bei  Anwendung  logarithmischer  Differenzen  nicht  mühsame  indirekte 
Rechnung  zu  vermeiden,  so  ist  das  durch  einige  einfSEiche  Reihenentwick- 
lungen leicht  zu  erreichen.  In  dieser  Btziehong  erinnern  wir  insbesondere 
auch  an  die  Reihen  S.  298.     Setzt  man  hierin  ix^  ^  ™  ^^t  so  ergeben 

sich  Formeln  zur  Übertragung  der  Breite,  Länge  und  des  Azimuts  mittelst 
einer  Ordinate. 

Formeln  dieser  Art  waren  bei  der  bayerischen  Landesvermessung  im 
Gebrauche  nach  Entwicklungen  von  Söldner  bezw.  Orff. 

Für  die  preulsische  Landesvermessung  veröffentlichte  neuerdings  (nach- 
dem wir  bereits  zu  unseren  Formeln  gelangt  waren)  O.  Schreiber  Formeln, 
die  von  den  Formeln  (1),  (2),  (8)  und  (4*)  sich  hauptsachlich  dadurch  unter- 
scheiden, dafs  jede  indirekte  Rechnung  vermieden  ist.  Man  vergl.  die 
Bechnungsvorschriften  für  die  trigonometrische  Abteilung  der  Landesauf- 
nahme. Formeln  und  Tafeln  zur  Berechnung  der  geographisdten  Koordinaten 
aus  den  Btchtungen  und  Längen  der  Dreieeksseiten,  Berlin  1876.  Zu 
beziehen  durch  die  Königl.  HofbuchJiandlung  von,E.  S.  Mittler  <it  Sohn.  (Es 
sind  besondere  Formeln  ffir  Dreiecke  1.,  2.  und  3.  Ordnung.) 

Unsere  Formeln  dürften  nicht  unbequemer  als  die  Schreiberschen  sein. 
Sie  bieten  vielleicht  dadurch  einen  Vorteil,  dafs  weniger  Korrektionen  zu 
berechnen  sind,  wenn  die  geographischen  Breiten  bereits  näherungsweise 
bekannt  sind. 

Die  Anwendbarkeit  der  Formeln  (4)  bis  zu  Distanzen  von  einigen 
Äquatorgradten  zeigte  neuerdings  wiederholt  Ändrae  im  3.  Bd.  der  Dänischen 
Gradmessung  (Umarbeitung  von  Formeln  aus  Astrofwm.  Nachr.  Bd.  50 
Nr.  1187  8.  161  und  Bd.  53  Nr.  1272  S.  369  1859/60).  Von  der  inte- 
ressanten und  ganz  eigenartigen,  z.  T.  geometrischen  Methode  der  Entwick- 
lung giebt  Nr.  1272  der  Astronom.  Nachr.  sowie  Zachariae  a.  a.  0.  S.  198  (nur 
für  Dreiecksseiten  bis  65^  Breite)  am  besten  eine  klare  Vorstellung.  Unsere 
wesentlich  verschiedenen  Entwicklungen  fahrten  S.  431  §  11  zu  Formeln 
von  noch  grOlserer  Schärfe.  Aufserdem  haben  wir  für  Dreiecksseiten  die 
indirekte  Berechnung  von  x  und  y  mittelst  Legendres  Satz,  welche  Andrae 
anwendet,  vermieden  und  durch  Herbeiziehung  höherer  Olieder  bewirkt, 
daüs  die  Formeln  (4*)  genauer  sind  als  die  entsprechenden  bei  Zachariae 
und  daher  eine  ausgedehntere  Anwendbarkeit  gestatten. 

Eine  Vergleichung  mit  Astronom.  Nachr.  bd.  71  1868  Nr.  1690  S.  147 
zeigt,  dafs  ebensolche  Formeln  wie  letzterer  die  trigonometrische  Abteilung 
des  preufsischen  Generalstabes  seit  v.  Müffling ,  welcher  1820  deren  Chef 
wurde  (f  1851),  bis  vor  kurzem  angewandt  hat- 

Ebenso  wie  Andrae  berechnet  Barsch  x  und  y  mittelst  Legendres  Satz 
in  seiner  Anleitung  zur  Berechnung  rechtwinkliger  spMrischer  Koordinaten 
(Kassel  1868)  und  benutzt  sonst  die  Formeln  (4),  bei  der  3.  derselben  aber 
Argument  F.  Man  vergl.  auch  seine  Tafeln  für  geodätische  Berechnungen 
zwischen  den  geographischen  Breiten  von  35  bis  71^,  nach  Bessels  Elementen. 
(Anlage  zum  Programm  der  höheren  Gewerbeschule  in  Kassel.    1869.) 

Jordan  rechnet.  Bd.  2  seines  Handbuches  S.  280  u.  ff.  nach  Bohnen- 
berger  (1826)  im  allgemeinen  wie  Zachariae^  nur  in  Bezug  auf  x  und  y 
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mittelst  Reihen,  die  im  wesentlichen  unseren  Formeln  (1)  entsprechen,  über- 
haupt aber  ohne  die  Formeln  in  die  logarithmische  Gestalt  zu  bringen. 

Hansens  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  unseren  insofern,  als  sie 
noch  die  reduzierte  Breite  enthalten,  dagegen  benutzen  sie  ebenfalls  die 
Zerlegung  mittelst  rechtwinkliger  Koordinaten.  Vergl.  Geodätische  Unter- 
suchiAigen  S.  38  §  31. 

Die  Methode  der  Zerlegung  in  rechtwinklige  Koordinaten  bei  der  Über- 
tragung geographischer  Koordiuaten  dürfte  in  erster  Linie  auf  Legendre 
zurückzuführen  sein.  Nachdem  er  in  den  Memoiren  der  franz.  Akademie 
der  Wissenschaften  von  1787  auseinandergesetzt,  wie  er  sich  die  Berech- 
nung einer  Breitengradmessung  denkt,  giebt  er  in  Delambre,  Meihodes 
analytiques  pour  la  Determination  d'un  Are  du  Meridien.  1799  S.-  Jl  n.  ff. 
einige  Zusätze.  Insbesondere  bestimmt  er  S.  14u.  ff.  Breite,  Länge  und 
Azimut  für  den  Endpunkt  eines  Perpendikels  zum  Meridian,  für  dessen 
Fufspunkt  die  Breite  bereits  bekannt  ist.  Die  Entwicklung  der  Formeln, 
Reihen  bis  s^  iucl.,  ist  eine  sphärische  mit  K[  (Fig.  8  S.  134)  als  Zentrum 
der  Kugel.  Dafs  Legendre  hierbei  nicht  untersucht  hat,  welchen  Eiuflufs  die 
Abweichung  der  Kugel  vom  Ellipsoid  und  die  Voraussetzung  kürzester 
Linien  auf  letzterem  haben,  erwähnt  schon  Soldner  {Baeyer.  Landesver- 
messung 8.  533).  Wenn  dieser  aber  in  gleicher  Hinsicht  auch  Delamhre 
nennt,  so  ist  das  ein  Irrtum,  weil  der  letztere  mit  Sehnen  rechnet,  wo 
selbst  bei  strenger  Rechnung  die  kürzeste  Verbindung  auf  der  Oberfläche 
gar  nicht  in  frage  kommt  (vergl.  S.  211).  Auch  ist  bezüglich  Legendres 
auf  die  Abhandlung  von  1806  zu  verweisen  (vergl.  S.  300). 

Wesentlich  anderer  Art  lind  die  von  Gaufs  1847  im  2.  Teile  der  Geo- 
dätischen Untersuchungen  S.  26  u.  ff.  gegebenen  Formeln  (vergl.  S.  312).  Bei 
denselben  ist  die  Zerlegung  nach  rechtwinkligen  Koordinaten  nicht  an- 
gewandt, dagegen  wird  eine  indirekte  Rechnung  benutzt,  indem  in  die  For- 
meln die  arithmetischen  Mittel   der  Breiten  und  Azimute  eingeführt  sind. 

Dieser  Umstand  mufs  von  vornherein  der  Konvergenz  der  Reihen  günstig 
erscheinen,  allein  die  Reihen  für  L  und  t  enthalten  aufser  den,  den  Formeln  (4*) 
entsprechenden  Gliedern  noch  andere,  wodurch  zum  Teil  der  Vorteil  wieder 
aufgehoben  wird.  (Vergl.  weiterhin  das  Beispiel  VIT.)  Die  Koefficienten 
der  Reihenglieder  haben  anfserdem  eine  nicht  so  einfache  Form,  wie  oben, 

sodafs  man  mit  einer  Tafel,  wie  wir  mit  derjenigen  für  log  }/l  —  e*  sin*^,' 
nicht  auskommt. 

Jordan  giebt  S.  421  Bd.  2  seines  Handbuches  Gaufs'  Formeln  (jedoch 
nicht  mittelst  G.*  direkter  Ableitung,  sondern  mittelst  einer  andern  eben- 
falls von  G.  herrührenden  indirekten).  Zu  den  Tafeln  giebt  er  noch 
Hilfstafeln  für  veränderliche  Excentricität. 

§  23.  Rechtwinklige  Koordinaten^  Distanz  nnd  Azimute  ans 
geographischen  Koordinaten  für  Entfernungen  von  der  Ordnung 
der  Dreiecl(sseit«n.  Setzen  wir  im  Anschlurs  an  §  17  S.  447  an 
Stelle  der  Formeln  (1),  (3)  und  (5)  die  folgenden: 

sin  ff  =   sin  Li, 2  cos  -B^  +  *  * 


sin  {F-  B^)  =  sin«  ^  sin  i^^  cos  B^  •  ^1  + 
tan  <  =  —  tan  Zri.2  sin  ^j  +  '  '  > 


(») 
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80  sind  die  begftngeneii  Fehler,  wenn  L  als  Arcus  yerstaodeo  wird, 
im  weaentliclieii  durch  die  nachstehenden  Ausdrücke  gegeben: 

ftr  V  :    -  ~  p'V  L*  sin«  B,  cos»  JB, 
fttr  F—  B,  :    +  \  9   ^  U  sin  B,  cos»  B,  (-  A  +  ^  cos«B,) 

fftr  ^  :    —  y  p  V  L»  sin  JB,  cos*B, . 

Es  ist  wie  firüher  8.  447  Yorausgesetzt,  dafs  L  eine  kleine  Gröfse 
sei,  womit  auch  t  auf  kleine  Werte  beschrankt  isi  In  Bezug  auf  B^ 
erhält  man  als  Maximalwerte: 

fftrV  :    —    iri*beisin«-B,- 


2^ 

7 


fftrF— B,:    +    55"  Z*  bei  sin«  B,  «  0,093 
fllr«,:    ±130"L»beisin«B,  — 4- 


B,-  +  32|' 


8 


B,-±264- 


Für  L  -»  0,02  entsteht  in  F  —  B,  0,000009",  in  t  0,0010^  Fehler; 
dagegen  wird  der  Fehler  in  'q  verschwindend  klein.    L  •«  0,05  giebt 
in  V,  F  -  5,  und  i  bezw.  0,000003",  0,00034"  und  0,016".  .  . 
Wir  setzen  nun  femer  nach  S.  447  (4): 

Der  hiermit  in  x  begangene  Fehler  beurteilt  sich  wie  S.  453  und 
zwar  betiftgt  er  im  Maximum  in  Äquatorsekunden 

fllr  X :  —  1,6"  {ß^  —  Ff,  wobei  y  (B^  +  F)  —  ±  41« 

und  B^—F  als  Arcus  yerstanden  ist    Für  JB^  —  F  =  0,02  giebt 
dies  —  0,000012".    Für  B^  -  F  —  0,05  wird  der  Fehler  —  0,0002". 
Nach  S.   130  (4)    haben   wir  nun   sofort  zu   den  (1)   folgende 
Reihenentwicklungen,  in  denen  L  als  Arcus  zu  verstehen  ist: 

log  {ifL  cos  B,)  -  \  MV  sin«  JB, 
log  5'  — I 

—  :r4i  3fL*  8in«B,  [12— 11  sin*B,]  +  G^ 


USck. 


log  (57j^L«BiiLF,co8B, .  Tr,»)+ i  JfL»  [5-68iii»5,] 
log(F-^,H{  ^ 

"  "*^  +  rAs  -Äf^*  [119.  -  420  sin'Bj  +  300  sm*^,]  +  Gi, 


1440 


log« 

U8.k 


log  (-  9"L  Bin  5,)  +  y  ML*  cos«  B, 
I  +  ^  3f  i*  cos»  J8,  [7  —  13  Bin»  B,l  +  Gi, . 


(3) 
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VerDachlässigt  man  die  in  L^  multiplizierten  Glieder,  so  ergeben 
sich  im  Maximum  ffir  riy  F — B^  und  t  nachstehende  Fehlerbeträge: 


in  V  :    -  4000"  L»  für  sin«  B^  =  0,42 

in  F  -  B, :    +  1700"  L«  för  sin»  JS,  =  0,10 

in  ^  :    +  3000"  i*  für  sin»  B^  =  0,14 


-B,  =  +  41<> 
B^  =  ±  18« 

B,  =  +  2l^ 


Ist  L  ^=  0,02,  so  wird  im  Maximum  nur  rj'  merklich  fehlerhaft, 
nämlich  um  —  0,000013".  Für  L  =  0,05  sind  die  Maximalfehler  in 
V,  F-B^  und  t  bezw.  ~  0,0013",  +0,000025"  und  +0,0009". 

Man  erkennt  hiermit  leicht,  dafs  für  die  Formeln  (1)  immer  die 
Formeln  (3)  unter  Vernachlässigung  der  in  L^  multiplizierten  Glieder 
gesetzt  werden  können,  so  lange  L  den  Betrag  von  etwa  0,02  d.  L 
rund  1,2«  nicht  überschreitet  Bei  gröfseren  Werten  von  L  werden 
nicht  nur  die  eben  erwähnten  Glieder  der  Formeln  (3)  merklich,  son- 
dern auch  die  den  Formeln  (1)  anhaftenden  Vernachlässigungen.  Man 
wird  daher  im  allgemeinen  zu  den  Formeln  des  §  17  S.  447  zurück- 
greifen müssen,  sobald  der  absolute  Werte  von  L  >  0,02  ist. 

§  24.  Fortsetzung«  Um  bequeme  Formeln  zur  Berechnung 
von  s  und  ai.2  zu  gewinnen,  knüpfen  wir  jetzt  nicht  an  die  (10)  S.  447 
an,  denn  diese  sind  nicht  mehr  bequem,  wenn  ^ü  nach  der  ab- 
gekürzten Formel  —  Q'xy:.2(f^  berechnet  wird. 

Wir  bilden  dagegen  zunächst  mittelst  der  Formeln  (8)  und  (9) 
S.  446  u.  447  indem  wir  sie  nämlich  in  die  Entwicklungen 

S  cos  («1.2  +  y  ^tt)  =  S  cos  «1.2  (l  —  ^  ^Ä*  +  ^k) 

—  y  z^a  s  sin  «1.2  (1  +  ÖJe) 
s  sin  («1.2  +  y  ^üj  =  8  sin  «1.2  (l  —  ]^  ^Ä*  +  01^ 


+  —  Jus  cos  «1.2  (1  +  6rZg) 


einführen,  nachstehende  Formeln: 


S  COS  (  «i.,  +    -  z/fl  1  =  X\ 


s  sin  (ai.»^+  y  Joj  =  y 


36  9' 
"*"  180  9*        60     f« 


\ 
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oder  logarithmisch: 


/  1         X       {logx-iM^.-luK-L"-^ 


+  m*''-:t''"*"o  +  ^''« 


(1) 


(2) 
(3) 


Dabei  ist: 

»'  -  V  :  Wf 

'»«/JL-"'«(-T'"'^)  +  Äv'  +  <".- 

Läfst  man  nun  in   yorstehenden  Formeln  die  klein  gedruckten 
Glieder  weg,  so  sind  die  begangenen  Fehler  för  scos  \a\,%  -f-  »  ^i!^ 

and  ssinfaLt-f"  "T  ^^  ^^  Äquatorsekunden  (yergl.  S.  451)^   sowie 
für  z/ll  in  Sekunden  bezw.  gleich 

—  jg5  p"  (~)   8in*ai.2  cos  «i.«  (4sin*«i.2  +  Scos'ai.g) 
+  3^  p"  «*  (^)  sin*«!  .2  C08*ai  .2  sin  2JBo ; 


+  jg5  9"  (^)  sin  ai .  2  C08*ai .  %  (cos*ai  .2  —  3  sin*ai .  2) 
—  jg  9"  ^  (~)   sin  ai.2  cos'ai.2  sin  2£„; 

—  24P    ^— ;   sin  «1.2  cos  «1.2. 


zu(l) 


zu  (3) 


Die  Maximalwerte  dieser  Ausdrucke  sind  zum  Teil  schon  S.  451 
angegeben.  Man  erhalt  als  Maximalwerte  der  von  ^  unabhängigen 
Glieder: 


+  1600"  (-)*  für  sin»  «,.2  =  0,7 

+    520"  (^)*  „   sin*«,.,  =  0,7 

+  4300"(^)*  „  tana..,  =  +  l 

d^egen  fQr  die  Ton  c*  abhäDgigen  Glieder: 
+  9,5"  (-  TfÜrtana,  .,=  +  1 

±25   (i)\tan«i..  =  ±|/| 


a,.2im  I.Qu.  =  57® 


7> 


>; 


57« 


zu(l) 


45«,    zu  (3) 


«i.aiml.Qu.  =  45** 


30 


1^0  beliebig 


B„ — 1-45«. 


zu(l) 


§  25.    Rechtwinklige  KoordiDaieo  aus  geogr.  Koordioaien.  403 

Hiernach   werden   die   Maximalfehler    für  s :  a^  ==»  0^02   in   den 

Werten   von    s  cos  («1.2  +  y  ^ä)  ,   5  sin  («i.»  +  y  ^^)    "^^    ^^ 
höchstens  bezw.: 

+  0,000006",  +0,000005"  und  +0,0007"; 

für  5 :  «0  =  0,05  dagegen  +  0,0005",  +  0,0002"  und  +  0,027". 

§  25.    Zusammenstellung.    Gegeben:  B^,  B^  und  Zi«. 
Gesucht:   5,   «1.2  und  a%,i  bezw.  x  und  |/  fClr  P,  in  Bezug  auf 
den  Meridian  von  P^ . 

M. 

%  =  +  cos  B^ .  Li. 2      log  V  =  log  V,  —  ^-77-,  ^0*  +  • 

in  S«k.  in  8«k.  ^V 

to   =  —  sin  Pj .  Zi.2      log  ^   =  log^o  +  ifn^«  Vo'  +  • 

in  Sek.  in  Sek.  ^  9 


log  g^,  =  5,230783-10    log  J^„,  =  5,531813—10 


9 

beide  für  Einh.  der  7.  Deo.; 


''^  (^„7.?*^ = ''« «(> -o;-'  -  5-  •  «V"  '»* + T  •  3-f .  v.« + 


\V^  «um  Argnment  fi. 


(0 


(2) 


Jog  ö,-,— \.^  =  4,3874532.3»— 10 

°  2(1  —  «')j  ' 

log  a;  =  log  ["         ^„ j  +  g^  (-)  CO.  (Ä,  +  F,  +.. . 

^  =  '-"-''-^4^    =  [1,4873099.7 1]  If  J ;  »„  Arg.  1  (».  +  >•> 

log  --TT    s    2,930—10  für  Einb.  der  7.  Dee. 

j/  =  p«  ^,f^-  =  -'!? .  ^^•''-  =  5^^''-  [1,4902183.30]  (3) 

log  |s  cos  (ai.2  +  y  ^a)|  =  log  a;  —  |  ^,  yMt^o*  +  •  • 
log  !  5  sin  («1.2+  Y  ^^)  I  =  log  y  +  •  • 


in  Sek.  *     *'o 


log  (—    ]^    l^)  =    1,407017«  —  10  »•«  «um  Argument  >'+  1  (Ä.  -  >-) 

log  (—  f  v)  =  2,25325       —10       tat  Sinh.  der  7.Dec. 


(4) 


i 


AM  9.  Kapitel.     Kecbiwinklige  geodätische  KoordiDateii  u.  s.  w. 

«2.1  =  «1.2  +  180«  +  Jü  +  i.  (5) 

Diese  Formeln  reichen  zur  schärfsten  Rechnung  aus,  so  lange 
s  :  flf^,  <C  0,02  und  zugleich  Li.2  <  1,2®  ist.  Für  Spezielleres  in  Bezug 
auf  die  Genauigkeit  sind  die  beiden  letzten  Paragraphen  zu  ver- 
gleichen. 

Kreis  der  Anwendung  der  Formeln.  Aufser  vereinzelten  An- 
wendungen erlangen  z.  B.  bei  der  preufsischen  Landesvermessung  die 
Formeln  dieses  Paragraphen  (oder  doch  ähnliche)  eine  gröfsere  Ver- 
wendung, sobald  es  gilt,  einen  kleineren  Landesteil  auf  ein  besonderes 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  zu  beziehen.  Einer  der  Punkte, 
etwa  Pj  mit  B^  als  geographische  Breite,  wird  dann  als  Koordinaten- 
aufang  genommen  und  aus  der  relativen  geographischen  Lage  der 
anderen  Punkte  zu  P^  auf  ihre  Koordinaten  geschlossen.  (Vergl.  S.  420.) 

Die  Aufgabe  dieses  Paragraphen  und  des  §  17  S.  447  ist  auf  wesentlich 
andere  Art  mit  Hilfe  des  vertikalen  Schnittes  namentlich  von  Hansen  gelöst 
worden  (vergl.  die  Bern.  S.  265).  Die  betreifenden  Formeln  finden  sich 
in  §  63  und  zum  Teil  in  §  62  S.  70  n.  ff.  seiner  Geodätischen  Untersuchungen, 
Es  scheint  uns  nun  nicht  zweifelhaft,  namentlich  auf  Grund  einer  Be- 
rechnung des  von  Hansen  §  70  S.  91  gegebenen  Zahlenbeispiels,  dafs  die 
obeu  entwickelten  Formeln  den  Hansenschen  vorzuziehen  sind.  Zur 
eventuellen  Vergleichung  berechnen  auch  wir  in  den  folgenden  Para- 
graphen dieses  Beispiel. 

Oudemans  bespricht  in  Astronom,  Nachr.  Bd.  81  Nr.  1940  S.  805  u.  ff. 
zahlreiche  ältere  und  unzureichende  Formeln  zur  Lösung  der  Aufgabe, 
aus  geographischen  Koordinaten  Entfernung  und  Azimute  zu  bestimmen. 
Schlieüslich  bleibt  er  bei  einer  Umformung  der  obenerwähnten  Hiansfnschen 
Formeln  stehen,  welche  Umformung  aber  die  Reihenentwicklung  grölsten- 
teils  unter  Anwendung  der  auch  von  uns  S.  82  erwähnten  Berechnungs- 
formeln der  sin  und  tan  kleiner  Winkel  mittelst  arc  und  sec  vermeidet. 
Diese  Formeln  scheinen  in  der  That  recht  bequem  zu  sein,  nur  ist  ihr 
Genauigkeitsgrad  vom  Verfuser  nicht  völlig  festgestellt  und  es  besteht 
der  Übelstand,  dafs  eine  der  Formeln  (es  ist  diejenige  fflr  die  Entfernung) 
für  kleine  Azimute  versagt  (wegen  des  Neimers  sin  ./inmiit),  sodals  der 
Formelapparat  hier  vor  der  Anwendung  einer  Verbesserung  bedarf. 

Wenn  es  sich  aber  nur  um  Entfernung  und  Azimute  handelt,  möchten 
wir  jedenfalls  die  Formeln  8.  818  allen  anderen  vorziehen. 

Modifikationen  obiger  Formeln  für  noch  kleinere  Distanzen  siehe  bei 
Zachariae  a.  a.  0.  S.  218  und  Jordan  a.  a.  0.  Bd.  2  S.  291  u.  ff. 

§  26.  Zahlenbeisplel  Tl.  Vergl.  Hansen,  Geodätische  Unter- 
suchungen S.  47  und  91  (§  37  u.  70). 

Gegeben:  Bj  =  20^      s  =  ^ «o      «i«  =  30^ 

Wir   wenden   die   Formeln   von  S.   456   an   und   benutzen    7ziffnge 
Logarithmen   mit  Ansatz   der   8.  Stelle  aus   den  Proportionalteilen^ 


§  26.    Zahlenbeispiel  VI. 
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sodafs  die  Genauigkeit  jener  Formeln,  obgleich  s  yerhältnismäfsig 
grofs  ist,  völlig  genügt.  (Es  würden  in  dieser  Hinsicht  auch  noch 
8  genaue  Ziffern  angewandt  werden  können.) 

Man  hat  zunächst  für  die  Umwandlung  von  s  in  Metern,  sowie 
für  u  und  v  nach  den  Forfneln  (1)  S.  456: 

(log  2ao  =  7,1056734.6 


log  q""    =  1,7581226.3 

log  s  =  5,3475508.3 
log  w  =  5,2850814.3 


log  sin  ai.2  =  9,6989700  —  10 
log  cos  ai  2  =  9,9375306  —  Ift 

log  V  =  5,0465208.3 . 


In  1.  Annäherung  ist  hiermit 

F  —  Bi  =  [6,732n  +  5,285  —  10]  =  -  104,0' , 

sodafs  sich  findet  ^o= 20^  —  1^  9'=  18"^  51'  mit  log  Tf^o=9;999849 
und  log  T^o*  =  9,99940  —  10.     Man  hat  jetzt: 

log  w  —  5,2850814.3 
+  [2,55428  -  10]  v'W^^  =  +       443.3 

log  X  =  5,2851257.6 

log  V  =  5,0465208.3 
-  [2,25325  -  10]  u*  W^^  =  —       665.0 


—10 


log  y  =  5,0464543.3 
1,40702«  -  10 
log  (xy)  =--=  10,33158 
log  Wo*  =    9,99940    -  10 

log  Ja  =    1,7380()«[^^  —  54,702 

in  Sek. 


Formel  (2)  S.  456  giebt  nunmehr: 


In  1.  Aonttherung  ist  das  Ar- 
gament  für  IK»,  gleich  20°— 52' 

=  19<>8\  womit  8 log  IK„^  gebildet 
ist,  dessen  Zawaohs  für  l'— 7.86 
betrfigt. 


—  (Ä,  — F)  wird  genauer  gleich 

-^  |S,7973»]  e»k.  oder  SaiSe*  and 
.  alao  der  /uwach«  lu  S  log  W. 


m 


glricb      -f  7.«6  X  0,«. 
Ä,  +  F=S8»15'. 


log  rr  =5,2851257.6 

8,5126900.3- 

l    3  log  W,..  =9,9995327.3 

log  fY\  =3,7973485.2 
[2,930— 10](''^'''ycos(J?,+7'')=  -  2.6 

/nwBchi  la  3  log  W^    =  -|-  2.0 

log  (B~~~T)  =T,797348476 

in  Sek. 


10 
10 


Bt  —  F^  1»  44'  31,168"        F  =  18«  15'  28,832". 

He  Im  er  t,  mathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  Lüheren  Geodttaie.  30 
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Die  Formeln  (3)  und  (4*)  S.  467  geben: 
8,5097816.7  —  10 
log  y  =  5,0464543.3 
log  Wy  =  9,9998577.0  —  10 


log  ij  =  3,5560937.0 

In  S«k. 

log  cosjP  =  9,9775660.2—  10 
log  tan  F  =  9,5183896.5  —  10 


Änderung  von  log  Wf  fttr  1' 
gleioh  — 1.51 . 


log  i„  =  3,5785276.8 
log^o  =•3,0744833.5. 


log  Lo  =  3,5785276.8 

-  [5,53181  -  10]  «0* 48.0 

+  [4,271  -  20]  <o«  =  0.0 

[  4-  [4,204  -  20]  tp^L*  =  0.0 

log  Zi.,  =  3,5785228.8 

inEWc 

L,.,  =  103' 8,985" 

log  to  =  3,0744833.5« 


1 


-  :-  X  48,0 


8 


24.0 


-  [5,23078  -  10]  Li.,* 244.3 

log  t  ==  3,0744565.2. 

In  8«k. 

f  =  _    19'  47,016" 
Ja  =  —         54,702 
aj.i=    30   0    0 


«2. 

1  =  209"39'  18,282". 

r                              4,38745 

10 

AntUtt  If'j^.iit  eigent- 

log tj  =  3,55609 

lich    das    Argument 

log  tp  =  3,07448. 

^+'T<^  — ^    •'*«^- 

i 

2  log  Wf  —  9,99972  - 

10 

wenden.     Die   Änderung 
von  2  log  W  für  —  0,13' 

l  X  48.0  -            0 

iit   aber    vertch windend. 

l  X  244.3  -=       —  1 

n,  —  F 10,417'      ^, 

l   B^  =    18»  15'  18,415" 

L,.2=      1     3    8,985 

l  «,.1  =  209  39  18,282 


Resultate: 


log  (B,  —  F)  =  1,01773, 

in  Sek. 

JSo  =  18«  15'  18,415". 

Han$en  a.  a.  O.  8.  48; 
18,417" 


8,983 
18,279. 


§  87.    Zaklenbeispiel  VI. 
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§  27.    Zablenbeispiel  Tl.    ümkehrong  der  Aufgabe  des  vorigen 
Paragraphen. 
Gegeben:  5,  =  20»    5,  =  18«  15'  18,415"    ii.,  =  1"  13'  8,985". 

Die  Formdn  des  §  25  S.  463  geben  nach  und  nach  die  folgenden 
Werte,  indem  Lu»  =  3788,985"  ist: 

log  L,.,  =  3,5785228.8 

ii>8«k. 

log  COS  Bi  =  9,9775732.9  —  10 

log  Vo  =  3,5560961.7 

-  [5,23078  -  10]  «0*  =  —         24.0 

]        log  V  =  3,5560937.7 

Argument  für    I  in  Sek. 

log  w.        _  log  w  =  0,0001422.6 

=  18»  15,307'      I  OH» 

l  1,4902183.3 

log  y  =  5,0464543,6 


log  Li., 

in  8«k 


3,5785228.8 
log  sin  Bt  =  9,4958890.8 


-  10 


log  t^  =  3,07441 19.6, 
l  +  [5,5318 1  —  10]  ij'o*  •=  +       440.6 


log  t  =  3,0744560.2, 

in  Sek. 

f  _  _  19'  47,015". 


4,38745,  —  10 
log  1,;  =  3,55610 
logto   =3,07441 
2  log  W^  =  9,99972  —  10 


—  2-  X  24.0  = 


-I-  ^  X  440.6  =  + 


0 
6 


B. 


2 


log  {F  -  B,) 

In  Sek. 


=  1,01774. 
Die  Formel  (2)  S.  463  giebt: 


F  = 
Bi  —  F'= 


+    10,417" 

18»  15'     28,832" 

1»  44'      31,168 

6271,168 


// 


// 


log  (B,  -  F) 

in  Sek. 

—  3  log  W,.. 

+  [2,930  -  10]  (B,  -  i^)»co8  (B,  +  F) 


1,4873099.7 
3,7973484.6 

0,0004670.7 
+  2.6 


Argument 
y(Ä,  +  F)   für 

=a  19°  7,740'. 


log  x  =  5,2851257.6 


30' 


468 


9.  Kapitel.    Rechtwinklige  geodätische  Koordinaten  n.  s.  w. 


Die  Formeln  (4)  u.  (5)  S.463u.  464  geben  mit  log  1^0=9,999849- 10, 
dieses  entsprechend  dem  Argument  B^  =  18"  51': 

1,40702,-10 

log  (a;y)=  10,33158 

4  log  TT«  =  9,99940  -10 

log^tt=   l,738l)Ö 

ia  Sek. 

f  ^/tt 54,702" 

t  =  -    19' 47,015 
a,  „=  30»  0'  0,014 


.'  log  a;  =  5,2851257.6 

I  —  [2,25325  -  10]y»  W^*  =  —       221.6 

log  {scos(ai .,+  *-  /^fl)|  =5,2851036.0 

log  jssin  (ai.2  +  y  ^«))  =  5,0464543.6 

«i.»  +  4-^tt=29"59'41,780 
log  s  =  5,3475508.3 


// 


// 


ai..,=209''39' 18,297". 


Resultate: 


flogic=     5,2851257.6 
log  y  =     5,0464543.6 
log  s  =     5,3475508.3 
a,.,=    30»   0'   0,014 
«g. ,  =  209  39  18,297 


/f 


ff 


nach  Torigem 
Paragraphen: 

7.6 

3.3 

8.3 

0,000" 
18,S82 


Oo 


nach  Hauten 
8.  ii2  a.  a.  O.: 

um    0,004'      gröfMr 


als  2%  macht 
2.5    im    Logar.    mehr. 

-  0,02Q " 
18,256. 

\ff 


§  28.    Zahlenbeispiel  VII.    B,  =  5P  48'    1,9294' 

log  s  =  5,0252128.6     «1.2=    5^2^21,7699" 

für  die  Dreiecksseite  Brocken -Inselsberg  der  hannoverischen  Ver- 
messung nach  Gaufs,  Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höhe)en 
Geodäsie j  2.  Ahth.,  S.  33. 

Zu  den  Fontieln  (1)  und  (2)  S.  456  hat  man   bei  Anwendung 
Tzifiriger  Logarithmen: 

log  sin  «,.2  =  8,9974945.7  —  10        log  cos  ai.»  =  9,9978427.5  —  10 

log  V  =  47)227074.3  log  u  =  5^0230556Jl 

F—B,  =  [6,732.  -  10  +  5,023]  =  -  56,8' 

log  Wq  wird  mit  dem  Argument  B^  =  51«  48'  —  \  .  57'  d.  i.  51«  10' 

gleich  9,999119  -  10  und  log  UV  =  9,99648  —  10. 
Hiermit  folgt: 

log  u  =  5,0230556.1 

+  L2,5543  —  10]  V*  W„*  =  +  4.0 

log  X  =  5,0230560.1 

log  V  =  4,0227074.3 

-  [2,2533]  «*  Wf*  =  -        197.6 

log  y  =  47»^226876!7 


§  28.    Zahlenbeispiel  VIL 
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log  {xy) 
4  log  TTo 


1,40702.  -  10 
9,04574 
9,99648  —10 


log  dti 

in  S«k. 


0,44924.;  z/ä  —  —  2,8135". 


Formel  (2)  S.  456  giebt  nunmehr: 


In  1.  Ann&herong  ist  dos  Argu- 
ment fOr  W^  gleich 

51»  48,03'  —  88'  es.  51<>  20' 
womit  S  log  W^  gebildet  wurde 
deeeen  Zuwachs  fQr  l'a —18.89  ist. 


1 
% 

1 


{Bi  —  10  wird   genauer  gleioh 


-  [3,58909]  Sek.  d.  i.  28,U',  also 
dae  Argument  gleioh  hV*  19,59'. 

Bt^Fmz  108«  39'. 


log  X  —  5,0230560.1 

8,5126900.3—10 
3  log  TT«  ^  9,9973438.9-10 


log  (^  —  3,5330899-3 
-  [2,930— 10]  (^)*co8  (J5i +20  —  +  0.2 

Znwacha  an  3  log  fK^  Ar  —  0,41' «■  -(~  5.1 


log  (B,  -  JF*)  =  3,5330904.6 

in  Sek. 


B,  —  F  =  56'  52,6398"        Jf  =  50»  51'  9,2896". 
Die  Formeln  (3)  und  (4*)  S,  457  geben: 


logy 
log  Wr 


8,5097816.7  —  10 
4,0226876.7 
9,9991265.7  —  10 


log  ij  =  2,5315959.1 

io  Sek. 

log  COS  F  =  9,8002480.4  -  10 
\  log  tan  F  =  0,0893472.5  -  10 


Aadenog  tob  log  Wf  für  t' 
gldob  — 4.0 


loglra 
log'o 


2,7313478.7 
2,6209431.6, 


log  L^  =  2,7313478.7 
[5,532  —  lOJ  C 5.9 

habere  Oliedn    =  0.0 


logl-i.» 

in  Sek 


-  2,7313472.8 
L,.,  =  8' 58,7003" 


log  t^  =  2,6209431.6, 


- 


_±x5.9  =  - 
|.Ö,231-10]L,.,» 


3.0 
4.9 


log  t  -o  2,6209423.7, 

in  Sek. 
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«1.2  = 


—  6'  57,7749' 

-  2,8135  [  «8.1  =  185^35'21,1815 
5H2  21,7699  ) 


Da    Bt  —  F 
nur  Bmohteile 
Sek.   beträgt,  eo 
reicht   Wj/>  un- 
mittelbar zur  Be- 
rechnung aui. 


logij 

log^o 
2  log  Wk 

höhere  Glieder 


4,38745 
2,53160 
2,62094, 
9,99825 
0 


—  10 


10 


\og(B^-F)  =  9,53824.  —  10 

in  Sek. 


B,  —  F 0,3453"     J5j  =  50*»  51'  8,9443". 


Resultate: 


B,  =  50»  51'  8,9443' 
Z,.,=  0  8  58,7003 
«,.1  =  185  35  21,1815 


nach  Gau/t: 
8,9444" 

58,7001 

*l,t8IS. 


§  29.  Zahlenbeispiel  II.   Beispiel  7  in  Formeln  und  Tafeln  etc. 
(für  Dreiecksseiten  1.  Ordnung)  von  0.  Schreiber. 

Gegeben:  Bj  =  57»      s  =  120*»      ai.,  =  315«. 

Wir  wenden  hier  Logarithmen  bis  zu  9  genauen  Decimalstellen  an. 
Die  Formdn  (1)  S.  456  geben: 

log  s  =  5,0791812.46 
log  sin  «1.,  =  9,8494850.02«  —  10 
log  cos  «1 .,  =  9,8494850.02  —  10 

2?  _  B,  =,  [6,732,  —  10  +  4,929] 
daher  ist 

B^  =  57»  —  30,6'  =  66»  29,4', 

log  Fi  =  9,998990  —  10  und  4  log  W^  =  9,995960  —  10. 

log  «  =  4,9286662.48 
'.  +  [2,55428  -  10]  V*  W*  =  +       255.61 


log  V  =  4,9286662.48. 
log  u  =  4,9286662.48 


45,8', 


log  X  =  4,9286918.09 

log  V  =3  4,9286662.48. 
—  [2,25325  -  10]  «»  W^*  =  -       127.80 

log  y  =  4,9286534.68, 
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1,407017. 
log  (xy)  •=  9,857345» 
4  log  »Fo  =  9,995960   -  10 


log  Ja  =  1,260322;  Ja  =.18,2105". 

io  Sek. 


Formel  (2)  S.  456  giebt  nunmehr: 

in  1.  Ann&hemng  Ut  das  Ar- 
ffument  für  IK^  gleich  ."»T»—  23' 

=66« 37',  womit  S  log  JF^  ge- 
bildet ist.  Zuwachs  desselben 
für  l'  gleich  —  11.67. 


2 


(Äj  —  F)    wird    genauer 


gleich  -     [3,43834]  Sek.  d.  i. 
z 

22,865'  ond  daherderZuwscha 

für  S  log  lf,„  gleich  —  0,1»5 

X  Il,«7. 


log  X  =  4,9286918.09 

8,5126900.29-10 
3  log  TF„,  =  9,9969613.57—10 


log  {^\  =  3,4383431.95 

0.25 


-  [2,930- 10;(^yco3(^,+F)=  + 

Zuwachs  fürs  log  IT,,,  —  0,135x11,67  =  — 


1 .57 


«,  +  /■•=  113°  U'. 

F-  Bt=  45'  43,74068 


•  r>" 


log  (F  -  i?,)  =  3,4383430.63 

in  8>k. 

F  =  56"  14'  16,25932" 


Die  Formeln  (3)  und  (4*)  S.  457  geben: 

8,5097816.70    -  10 
log  y  =  4,9286534.68, 
log  Wt  =  9,9989959.90  —  10 


Änderung  von  log  Wp  fttr  1' 
gleich  —  3,92. 


I 


log  ij  =  3,4374311.28. 

In  Sek. 


log  L„  =  3,6925543.59, 
logfj   =3,6123391.89 


log  cos  F  =  9,7448767.69   —  10      | 
log  tan  F  =  0, 1 749080.6 1  i 

log  Lo  =  3,6925543.59, 
—  [5,531813  -  10]  t*  =  -        570.80 
+  [4,271  -  20]  t*       =  +  0.05 

+  [4,204  —  201  «o^^^o*  =  +  0.07 


log  Li. 2 

in  Sek. 


3,6924972.91, 

L,.»=  -  1«  22' 6,03270" 

log  «0  =  3,6123391.89 

285.40 

—  [5,23078  —  10]  1,1.»*=  -       412.84 


-  I  X  570.80  = 


log  <  =  3,6122693.65 

in  Sek. 
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f  =.  1»  8'  15,1458 
Ja  =  18,2105 
«1.2  =  315  0  0 

«».1  =  136  8  33,3563 

4,3874532,3  —  10 
log  ij  =  3,4374311.3» 
log  <o  =  3,6123391.9 
2  log  Wir  =  9,9979919.8  -  10  > 


(  log  (J5j  —  F)  in  1.  Ann.  =  1,4352155.3» 

Zuwachs  für  2  log  Tf^  =  +  2.7 

-  [5,23078—10]  t* 285.4 


B,  —  F  •>  —  17,S4    ai  —  0,4M 

daher  Ut   -^  («,  —  >•)■•  — 0,$4  , 

womit    ticb    Alt    Zawachi    Ton 
» log  Wy  ergiebt 

1 X  0,M  X  S,9«. 


-  H5,23078— 10]  L*  =  - 


206.5 


log  (.Bj  -F)  =  1,4351666.1» 

in  Sek. 


Bt-F 27,23746 

Bj  =  56«  13' 49,02186 


Resultate: 


B,  =    56»  13' 49,02186" 
Li,  =      1  22    6,03270  ä.iiich 
«2.1  =  136     8  33,3563 


niich 
K.  304 

49,02182' 
6,03263 
33,3566 


nach  Schreiber, 
%.  a.  O.  S.  12. 

49,0218" 

6,0327 
33,355 


Die  Resultate  von  S.  304  sind  in  der  5.  Decimale  nicht  mehr  sicher. 

§  30.    Fortsetzung  des  Zablenbeispiels.  IL    Umkehrung  der 
vorigen  Aufgabe. 

Gegeben : 
B,  =  5r       J?g  =  56<>  13'  49,02186"       Zi.j  =  V  22'  6,03270"  o.tiich. 


DieFörm<?/n(l)und(3)S.463  geben,  indem  L,.2=  ~4926,03270"i8t: 


logii.2 
log  cos  J?2 


log  Vü 

-  [5,230783  -  10]  tj" 


3,6924972.91« 
9,7449625.47 

3,437459'8y38« 

—       285.28 


-  10 


Argument  für  If, 
=  56°  IJ,«i70' 


log  rj'  = 

in  Sek. 


3,4374313.10» 


log  Wi  =  0,0010038.30 
1,4902183.30 

l^~y~^  4^286534!70, 


§  80.    Fortaetzong  des  Zahlenbeispieh  II. 
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f  log  Li.,  =3,6924972.91» 
log  sin  B,  =  9,9197464.88  -  10 


log  t^  =  3,6122437.79 
+  [5,531813  -  10]  Vo*  =  +   255.51 

kg  t  =  3,6122693.30 

in  8«k. 


<  =  1»  8'  15,1454" 


log  % 
2  log  W, 


—  I  X  285.28 


=  3,4374598.4, 
=  3,6122437.8 
=  9,9979923.4 
4,3874532.3, 

=  -   142.6 


10 
10 


+  -^  X  255.51  =  + 


319.4 


F-  B,  =  +         27,23748' 


Bi- 


F=56«14'  16,25934" 

F  >=+   45'  43,74066" 

=  +  2743,74066". 


log  (F  -  B^)  =  1,4351668.7 

in  Sek. 


Die  Formel  (2)  S.  463  giebt  ferner: 

1,4873099.71 

log  (B,  -  2?*)= 3,4383430.59 

-  3  log  Tr„= 0,0030388.00 

+  [2,930 — lOJ  (.B,  -FfcosiB^ +F)  =  -  0.25 

ioga;=4,9286918.Ö5 


Argnmrnt  --  (8,  +  F) 

für  log  W,„ 
=  56»  S7,1SS5'. 

Ä,  -|.  /••  =  IIS«  |4'. 


Die  Formeln  (4)  und  (5)  S.  463  u.  464  geben  endlich  mit 

log  Wo  =  9,998990  -  10, 

dieses  entsprechend  dem  Argument  B^  =  56'  29,5' : 


log  X  =  4,9286918.05 
—  [2,25325  -  10]  fW^* 127.80 

log  Is  cos  (a,.8  +  -J  Ja\\  =  4,9286790.25 
log  [s  sin  («,.,  +  1  ^flU  =  4,9286534.70, 


1,407017.  —  10 
log  (xy)  =  9,857345, 
1 4  log  W^  =  9,995960    -  10 

log  Ja  =  1,260322 

in  Sek. 


>/r 


«,.«  +  3  Ja  -=  315»  0'  6,0686 
log  s  =  5,0791812.46 


•»  »tf 


'   ^tt=»  18,2105 

<  =      PS'  1.5,1454 
c,^  =  314  59  .59,9984 

a7r=  136"    8^3^543 
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nach  Torigen» 

Paragraphen : 

log  X  —  4,9286918.05 

.09 

log  y  —  4,9286634.70» 

.«8» 

Resultate : 

log  8  =  5,0791812.46 

.46 

«,.,  =  314»  59' 59,9984" 

60,0000" 

a,.i  —  136    8  33,3543  . 

S3,856S. 

10.  Kapitel. 

Berechnung  kleiner  Figuren  auf  dem  Rotationsellipsoid 
mittelst  Projektion  anf  eine  Ebene. 

§  1.  Yersehiedene  Umformnngen  der  Formeln  fflr  recht- 
winklige sphärische  Koordinaten.  Schon  S.  420  ist  angedeutet 
worden  y  dafs  man  bei  der  Vermessung  eines  ausgedehnten  Landes, 
wie  z.  B.  PreufsenSy  genötigt  ist^  auf  eine  grofsere  Anzahl  besonderer 
Abacissenaxen  überzugehen^  um  mit  bequemen  Formeln  rechnen  zu 
können.  Insoweit  es  sich  um  die  Berechnung  von  Koordinaten  aus 
Entfernungen  und  Richtungswinkeln  handelt,  ist  das  Formelsystem 


r  =  s  sin  ili.2 

W  «=5C0S  01.2 


(1) 


bo' 


Wo* 


völlig  zureichend,  so  lange  die  Entfernungen  und  Ordinaten  kleiner 
als  100*^  bleiben  und  derjenige  Punkt  der  AbscissenaxC;  für  welchen 
f  genommen  wird,  innerhalb   10  Minuten  in  geographischer  Breite 

oder  20*^  dem  Argument  a?!  +      u  entspricht.     Denn  alsdann  ist  der 

Einflufs  der  vernachlässigten  Glieder  noch  nicht  1""^'. 

In  der  2.  Formel  (1)  ist  u  als  Faktor  gezogen,  um  die  nach- 
folgende Verwendung  zu  erleichtem.  Da  o;,  —  x^  mit  u  verschwindet, 
ist  dieses  Verfahren  zulässig.  (Dasselbe  zeigt  sich  S.  414  u.  ff.  \^\  der 
Entwicklung  der  allgemeinen  Formeln.) 

Eine  Modifikation  der  Formeln  (1),  welche  Zachariae  und  andere 
benutzen,  ist  S.  121  bereits  erwähnt     Sie  berücksichtigt  die  Glieder 
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3.  Ordnung  zum  Teil  durch  kleine  Reduktionen  an  01.  g  und  5,   die 
aber  in  beiden  Formeln  verschieden  sind: 


y^  —  Vi^s  sin  (lli.a  —  {E  +  b))  +  q  Gl^ 

X,-'X,  =  SCOS  (ü,.,  -2{E+8)),  (l  +  1^,)  +  Q  Gl 


5   ^ 


TP  ^     ^"  ^^^  r   _     ^     «"   ^^ 


(2) 


Diese  Modifikation  verdankt  ihren  Ursprung  wohl  mehr  der  Art  der 
Herleitung  als  der  Absicht,  die  Unbequemlichkeiten  der  Formeln  (1) 
zu  vermindern. 

Diese  Absicht  kann  einer  ersten  Idee  nach  vielleicht  eher  erreicht 
werden,  indem  man  setzt: 


yi  —  yi  =  (s  +  ds)  sin  (ai.2  +  *.)  H 

x^  —  Xi  =  (5  -f  *,)  cos  (ai.a  +  *a)  H , 


(3) 


mithin  s  und  ai.2  um  gleiche  Beträge  in  beiden  Formeln  ändert. 
5  +  ^«  ist  nichts  anderes,  als  die  Entfernung  zweier  Punkte  in  einer 
Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  a:„  j/i  und  x^,  y^;  üi.a  +  '« 
ist  der  zugehörige  Richtungswinkel.  Ohne  Zweifel  sind  d«  und  d« 
Funktionen  der  Koordinaten  -  der  Punkte. 

Wenn  diese  Funktionen  einfach  genug  sind,  würde  sich  nun 
nicht  blofs  der  Vorteil  ergeben,  nach  den  Formeln  (3),  also  mittelst 
ebener  Polygonometrie  die  genauen  Werte  der  KoordinatendiflFerenzen 
rechnen  zu  können,  sondern  überhaupt  auch  alle  Figuren  zwischen 
den  Netzpunkten,  insbesondere  bei  der  Einschaltung  von  Netzpunkten 
in  das  Hauptnetz,  einfach  nach  den  Formeln  der  ebenen  Geometrie 
behandeln  zu  können,  nachdem  die  Horizontal winkel  angemessen 
korrigiert  sind.  Da  jeder  Richtungswinkel  ü  die  Verbesserung  dt  er- 
halten mufs,  so  ist  diejenige  eines  Horizontalwinkels  die  Differenz  der 
d«  für  beide  Richtungen  seiner  Schenkel:  da  rechts  —  d«  links,  d,  kommt 
nur  insoweit  in  frage,  als  eine  cftcwe  Entfernung  5  +  d,  mit  der 
wahren  zu  vergleichen  ist  —  nicht  aber  bei  der  Koordinatenberech- 
nung, da  diese  sich  auf  die  ebene  Dreiecksberechnung,  welche  mittelst 
der  reduzierten  Winkel  die  s  +  d,  unmittelbar  giebt,  stützen  wird. 

Die  Anwendung  der  Formeln  (3)  selbst  ist  jedoch  nicht  zweck- 
mäfsig,  weil  d«  und  da  unbequeme  Ausdrücke  erhalten.  Man  kann  aber 
alle  geschilderten  Vorteile  erreichen  und  diese  Ausdrücke  vereinfachen, 
wenn  man  eine  der  Koordinaten  x  oder  y  mit  einem  passenden  Faktor 
multipliziert,  ehe  man  sie  als  ebene  Koordinaten  betrachtet.  Es  ist 
leicht  zu  sehen,   dafs  es  gut  ist,   x  als   im  Meridian   liegend,   un- 
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geäDdert  zu  lassen.  Der  schickliche  Faktor  von  y  wird  nun  Toraus- 
sichtlich  von  1  nur  um  eine  Gröfse  2.  Ordnung  abweichen.  Wir  setzen 
ihn  Tersuchsweise  gleich 

l  +  ^\  (4) 

WO  c  eine  vorläufig  unbekannte  Konstante  bedeutet  Bezeichnen  wir 
femer  mit  s'  die  ebene  Entfernung  8  -^  d, 

,j    tti.s  den  ebenen  Richtungswinkel  ai.s  +  't  (5) 

,f    X  und  y  die  ebenen  Koordinaten, 
so  ist 

Xt  —  a;i  ™  a^  —^  o^i       .  =5'  cos  0i. j. ) 

Mit  RQcksicht  auf  die  Formeln  (1)  folgt  hieraus  ohne  Schwierigkeit: 

,'  sin  «;..  =  .  {l^cy^~±yf  +^  -  (y.  +^^  +  p  Gk 

Die  Division  der  linken  und  rechten  Seiten  giebt^  wenn  man  rechts 
f&r  den  in  den  Nenner  tretenden  Faktor  von  u  im  Zähler  den  Faktor 

einfahrt  und  zugleich  auch  fi*=  s* — 1;*+  Gl^  und  t?*  =  {y^  —  ^1)*+  (^h 
setzt: 

u..;..-i(»[i+(c-iF+-«*±^-]-|(».+ s  •');>+»<«.|- 

Dies  wird  besonders  einfach  fQr  die  Annahme 

c  =  |.  (7) 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Relation 

v:u  =^  tan  ai.a 
sofort: 

tan  a'i.«  =  tan  01.«  —  ^  {  g  (j^i  +  3  *^)  ^  +  ^^'ft}* 

Denkt  man  sich  für  die  Tangenten  die  Cotangenten  der  Komplement- 
winkel geschrieben y  so  läfst  sich  unmittelbar  die  Entwicklung  nach 
Taylors  Satz  S.  30u.  31  anwenden.     Sie  giebt: 
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«'i.,  =  fli.,  -  jy  (y.  +  |f)  ^l  +  QGI,f'-^^*  (8) 

und  zwar  ist  diese  Entwicklung  brauchbar,  so  lange  die  2.  Potenz 
von  {}  cosüi.2:^  vernachlässigt  werden  kann.  Da  «  =  5cosai.2, 
so  ist  dieser  Ausdruck  eine  kleine  Gröfse  2.  Ordnung,  deren  Quadrat 
gerade  dieselbe  Ordnung  hat  wie  die  anderen  Vernachlässigungen 
in  (8). 

Die  Formel  (8)  giebt  nach  einiger  Reduktion,  insbesondere  Sub- 
stitution von  11  =  s  cos  01.8;  allgemein  gültig  innerhalb  der  eingangs 
gezogenen  Grenzen: 

{x^  -x,)(y,  +  —  {y^—  y,)) 

a;.2  -  m.s  =  -  y  q' ^--7  -' +  Ö/4,      (9) 

in  80k.  ^  ^ 

wobei  rechter  Hand  auch  die  ebenen  Koordinaten  substituiert  werden 
dürfen.     Beachten  wir  ferner  (4),  (7)  und  (6),  so  findet  sich: 

a'  =  x  j,'  =  y(l+-''J.)  (10) 

und 

s'  =  (a-, - x,y  +  (y, - y,y  (1  +  ^'' -^^;'^:  +  "«*  +  g/,) .  (i  1) 

Dagegen  ist  entsprechend  den  Formeln  (1)  nach  (1)  S.  41G: 

s'  =  i^,  -  x,f  (1  -  ^^1+ y..y..± y^'  +  g/,)  +  (y,  -  y.)*.   (12) 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion  und  in  naheliegender  Zusammen- 
fassung: 

s'»  =  s«(l  +  ''''  +  ä''^y»  +  '''-'  +  Gi,), 

wobei  die  vernachlässigten  Glieder  in  die  Parenthese  genommen  wer- 
den durften,  weil  ihre  Faktoren  (y^  —  J/i)*  und  (x^  —  rr,)*  in  (8)  und 
(11)  echte  Bruchteile  von  s^  sind.     Man  kann  nun  sofort  setzen: 

.'  =  s  (1  +  '^^'il-^y-'  +  Gl,) .  (13) 

Hiermit  sind  die  Relationen  entwickelt,  welche  zwischen  den 
Stücken  eines  von  einer  kürzesten  Linie,  den  Ordinaten  ihrer  End- 
punkte und  der  Abscissenaxe  begrenzten  Trapezes  auf  dem  Ellipsoid 
und  denjenigen  seiner  ebenen  Übertragung  stattfinden. 

§  2.  Ebene  Projektionen.  Denkt  man  sich  einen  Punkt  als 
Endpunkt  verschiedener  Linien,  so  würde  nach  (10)  die  ebene  Ordinate 
y  streng  genommen  je  nach  der  ins  Auge  gefafsten  Linie  einen  anderen 
Wert  erhalten,  weil  q^  sich  stets  annäherungsweise  auf  einen  inmitten 
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der  EDdordinatenfufspunkte  gelegenen  Punkt  der  Abscissenaxe  be- 
ziehen soll.  Indessen  wird  der  Fehler  nicht  erheblich^  wenn  man  y 
nach  der  Formel 

aus  y  ermittelt,  wobei  sich  qf  auf  den  Fufspankt  der  Ordinate  y 
selbst  bezieht     Der  Fehler  ist  gleich 

und  da  q^  «=  h^^  :  W*^  ist,  hat  man  hierin  zu  substituieren : 

■^  -  ^  =  j;,  ((1  -  e*  8in*^o)'  -  (1  -  c»  sin*  BrY)  , 

wenn  £/-  die  geographische  Breite  für  den  Fufspunkt  der  Ordinate 
y  ist  und  B^  diejenige  geographische  Breite  bezeichnet,  welche  For- 
mel (10)  S.  477  als  Argument  voraussetzt.  Betrachtet  man  Bf  —  -B© 
als  ein  Differential,  so  erhält  man  als  einen  genügenden  Näherungs 
wert  für  den  letzten  Ausdruck: 

-V  —  -A  =  A  ^  sin  2^0  .  {Bf  —  B^), 

womit  der  Fehler  (2)  der  Ordinate  y  die  nachstehende  Form  annimmt: 

-f  e'  f^,  sin  2Bo  .  {Bf  -  B,)  .  (3) 

Setzen  wir  Seiten  und  Ordinaten  im  Maximum  gleich  100^,  so  kann 
Bf  —  ^0  ^^^  Betrag  50 :  V^^  nicht  übersteigen,  und  es  stellt  sich  als 
Maximalwert  des  Ordinatenfehlers  nur  rund  i  Millimeter  heraus. 

Dieser  unerhebliche  lineare  Fehler  hat  auch  auf  die  Azimute 
einen  ganz  geringfügigen  Einflufs.  Zufolge  (3)  ist  nämlich  der  Fehler 
in  y\  —  y\  gleich 

]  6«  sin  2B,  (g;  {B,  -  B,)  -  g]  ^ß,  -  B,)) , 

worin  B^  und  B^  die  geographischen  Breiten  der  Fufspunkte  der 
Ordinaten  y^  und  y^  bezeichnen.  Da  man  aber  Bq  =  —  {B^  -f-  B,) 
ZU  setzen  hat,  so  reduziert  sich  vorstehender  Ausdruck  auf 

|c*8in25o^|^*-(B,-B,). 

Der  Fehler  in  tan  Hl. 2  ergiebt  sich  hieraus,  indem  man^  für  B^  —  B^ 
den  nahezu  gleichen  Ausdruck  (^2  —  ^1)  •  ^0  einführt,  gleich 


§  8.    Ebene  Projektionen.  479 

1  e*  sin  2Bo  ^^  (.4) 

und  dies  ist  zugleich  das  Maximum  des  Fehlers  in  Ü1.2  selbst,  als 
Arcus.  Multipliziert  mit  p"  und  Bq  =  45®,  ^1=^2  =  100*"*  geuoia- 
meS;  ergiebt  sich  als  äufserster  Fehlerbetrag  in  Sekunden  ausgedrückt 
noch  nicht  0,002". 

Indem  wir  nun  die  ebenen  Koordinaten  zu  den  geodätisclien 
mittelst  der  Relationen 

a;'  =  s        y'  =  y(l  +  ^)  (5) 

in  Bezug  bringen,  erlangen  wir  eine  ebene  Abbildung  (oder  Projektion) 
eines  Teiles  des  Rotationsellipsoids. 

Denn  man  kann  sich  denken,  dafs  zu  beiden  Seiten  eines  Meri- 
dianes  alle  Punkte,  bis  zu  100*^  Abstand  übertragen  werden,  ohne 
Rücksicht  auf  die  besonderen  Figuren,  zu  denen  sie  vereinigt  sind. 

Diese  ebene  Projektion  ist  innerhalb  der  angesetzten  und  zur 
Anwendung  gelangenden  Glieder  identisch  mit  der  von  Gatifs  zur 
Berechnung  der  hannoverischen  Landesvermessung  (richtiger:  Grad- 
messung, vergl.  0.  Schreiber,  Theorie  der  Projektionsmethode  der  hannoveri- 
schen Landesvermessung,  1866,  S.  91)  augewandten  conformen  Pro- 
jektiousmethode.  Ebenso  wie  diese  Methode  bietet  sie  nur  dann 
Vorteile,  wenn  die  zu  behandelnde  Messung  sich  blofs  bis  zu  geringen 
Abständen  von  einem  mittleren  Meridian  (der  Abscissenaxe)  entfernt^ 
während  sie   entlang  desselben  ganz  beliebig   ausgedehnt  sein  darf. 

Eine  Abbildung  aber  heifst  conform,  wenn  sie  dem  Original  in 
dem  kleinsten  Teilen  ähnlich  ist.  Unendlich  kleine  Rechtecke  des 
Originals  müssen  daher  in  der  Abbildung  nicht  nur  wieder  Rechtecke, 
sondern  auch  zum  Original  ähnliche  Rechtecke  sein.  Wenn  wir  wie  im 
vorigen  Paragraphen  uns  zuerst  die  Ordinaten  y  einfach  rechtwinklig 
zur  Abscissenaxe  in  der  Ebene  aufgetragen  denken,  so  giebt  diese 
Abbildung  unendlich  kleine,  mit  einer  Seite  an  y  angrenzende  Recht- 
ecke wieder  als  Rechtecke,  aber  nicht  als  ähnliche  Rechtecke.  Nach 
S.  407  überstreicht  nämlich  die  unendlich  kleine  Strecke  dy,  wenn 
sich  der  Fufspunkt  der  Ordinate  y  um  dx  verschiebt,  ein  Rechteck 
mit  den  Seiten  ndx  und  dy.  In  derjenigen  ebenen  Darstellung  jedoch, 
welche  die  y  einfach  überträgt,  ist  das  Bild  des  Rechtecks  ein 
Rechteck  mit  den  Seiten  dx  und  dy. 

Dagegen  hat  in  der  oben  ausführlich  behandelten  ebenen  Dar- 
stellung, welche  als  Ordinate  y  ( 1  -f-  J^)   annimmt,   das  Bild   sehr 

nahe  die  Form  eines  Rechteckes  mit  den  Seiten  dx  und  dy(l-\'  ö  i  )i 
also  dem  Seitenverhältnis  ndx  :dy. 
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Die  Abweichung  von  der  rechteckigen  Gestalt  erkennt  man  daraus, 
dafs  einem  konstanten  y  bei  veränderlichem  x  ein  schwachverJinder- 
liches  y'  entspricht,  weil  p*  Funktion  von  x  ist.  Sie  beträgt  in 
Sekunden 

|(»V8in2B{4,  (6) 

wie  eine,  mit  der  auf  S.  478  geführten  Rechnung  ziemlich  identische 
Uechnimg  zeigt  [vergl.  insbesondere  Formel  (4)].  B  bezieht  sich 
hierbei  auf  den  Ordinatenfufspuukt.  Das  Maximum  des  Ausdrucks 
(6)  beträgt  npch  nicht  0,002",  die  Abweichung  ist  daher  unerheblich. 

Ebenso  unerheblich  ist  die  Abweichung  des  Seitenverhältnisses 
in  der  Ebene  von  demjenigen  auf  dem  Ellipsoid.  Man  hat  als 
Seitenverhältnis 


(7) 


in  der  Ebene:       dx  :  dy  fl-}-  « —j ) 

auf  dem  Ellipsoid:  ndx  :  dy  oder  dx  :  ---  dy 

Nach  S,  411  (4)  ist  aber  tt  =  cos  -—  +  ^h  ^°^  daher 

^=1  +  -^   +-^  +  ..  (8) 

Die  Seitenverhältnisse  (7)  sind  also  bis  auf  den  Bruchteil  5y* :  24(>/ 
identisch.     Die  Differenz  erscheint  noch   geringer  in  ihrer  Wirkung 

auf  y .    Integriert  man  nämlich  die  Differentiale  ---  dy  von  null  bis  y, 

so  erhält  man  diejenige  Länge  der  Ordinate,  welche  dem  ellipsoidi- 
sehen  Seitenverhältnis  entspricht.  Sie  ist  um  y^:24Q/  gröfser,  als 
Formel  (5)  sie  giebt«     Das  macht  im  Maximum  ^  Millimeter. 

Wir  erwähnen  noch,  dafs  Gaufs  für  Formel  (9)  S.  477  als  Argu- 
ment zu   Q^  nicht  Xi  -{-  ~u  sondern  x^  -{-  -  u  vorschreibt.     Allein 

die  Differenz  beider  Argumente  fällt  für  Seiten  <  100**'  stets  inner- 
halb der  zulässigen  Variation  des  Arguments. 

§  3.  Zusammenstellung  der  Formeln  fUr  die  ebene 
Projektion.  Voraussetzungen:  Seiten  und  Ordinaten  nicht  über 
100**"  lang;  Abscissen  beliebig  lang. 

Zur  Reduktion  vom  Rotationsellipsoid  auf  die  Ebene  ist  nach 
(5)  des  vorigen  Paregraphen: 
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X  ==.  X  y  =  y 


0+^) 


log  y'  =  log  y  +  —  |,-  +  Gli 


.2  _  «0*  _    V 


(1) 


9  —'K~W*' 

Argumrnt  fttr  A'  n.  IV:    Die  geographifche  Brait«  dei  Ordlnatsoftafipanktet.  , 

Die  logarithmische  Formel  führt  kleine  Vernachlässigungen  ein,  die 
linear  noch  nicht  0,1"""  und  im  Logarithmus  erst  höchstens  4  Ein- 
heiten der  10.  Decimalstelle  betragen. 

Zur  Reduktion  der  linearen  Lungen   auf  die  Ebene  ist  nach  (13) 

S.  477: 

iog.'=iog.+*-(^:^/'-r+^i(----rHh^^J  ^'^ 

wobei  in  der  2.  Formel  für  j/j^  +  j/,,?/^  +  y./  zu  gröfserer  Bequemlichr 

3  1 

keit  der  Rechnung       (y^  +  ViY  +  v  (ff*  ~"  l/iY  gesetzt  wurde.     Die 

durch  Einführung  der  logarithmischen  Form  eiitstehenden  Fehler  er- 
reichen noch  nicht  P"". 

Für  Q  ist  in  (2)  ein  Argument  anzuwenden,  das  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  der  geographischen  Breiten  der  Ordinatenfufspunkte 
etwa  bis  auf  10'  übereinstimmt 

Zur  Reduktion  der  Richtungswinkel  auf  die  Ebene  ist  nach  (9) 
S.  477,  wenn  q  wie  vorher  gebildet  wird: 

«;.»  -  «.., [  q" ^  -'  —^  +  Gl, .      (3) 

in  Sek.  ^  ^ 

Für  einzelne  Horizontalwinkel  tritt  als  Reduktion  die  Differenz  der 
Reduktionen  für  beide  Schenkel  auf.  Insoweit  es  sich  hierbei  um  Ob- 
jekte handelt;  deren  Koordinaten  noch  unbekannt  sind,  müssen  zuerst 
genäherte  Werte  derselben  ermittelt  werden.  Alsdann  ist  es  über- 
haupt zweckmäfsig  in  die  Formel  (3)  rechter  Hand  die  ebenen 
Ordinaten  einzuführen,  was  keinen  nennenswerten  Fehler  giebt 

Zur  Reduktion  von  der  Ebene  aufs  EUipsoid  findet  sich,  wie 
aus  den  vorigen  Formeln  leicht  abzuleiten  ist: 

log  y  =  log  y  -  —  ^  -f  Gl^ 

log ,  -  log  ,■  -  f  (Ski»:..)'  -  -S  (i^)' + Ol, 


.  j'.—^'H-^' -"'-/') 
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(4) 


i 
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wobei  in  der  ersten  dieser  Formeln  q  dem  Ordinatenfufspunkt,  in  den 
beiden  anderen  aber  der  Mitte  zwischen  beiden  Fufspunkten  bis  auf 
10'  in  geographischer  Breite  zu  entsprechen  hat 

Genauigkeit.  Die  Genauigkeit  der  obigen  Formeln  entspricht 
vollkommen  derjenigen  des  Formelsystems  (1)  S.  474.  Zum  Teil  ist 
dies  schon  nachgewiesen^  noch  nicht  aber  bezüglich  der  Formeln  (9) 
und  (13)  S.  477.  Man  kann  aber  einen  summarischen  Nachweis  da- 
durch führen,  dafs  man  zeigt,  dafs  bei  gegebenem  j/j,  s  und  tti.»  die 
ersteren  sowie  die  letzteren  Formeln  bis  auf  nicht  in  betracht  kom- 
mende Gröfsen  für  y^  —  y^  und  x^  —  x^  dasselbe  geben.  Setzt  man 
abkürzungsweise 

log  s  =  log  5  +  Jf  dj , 

ni.2  —  01.2  =?"*2;    • 

in  Sek. 

SO  ist  zunächst  s  =  5  ( 1  +  dj  +  y  *i*  "^  '7  ^^^  weiter  mittelst 
Bildung  der  Ausdrücke  für  s  cosll^.«  und  $'sinai.2;  wenn  ^cositi.s 
mit  u  und  S8inlti.2  mit  t;  bezeichnet  wird: 

a:,  —  a?!  =  M  +  tidi  —  i;*2  +  Y  li  (*i*  —  V)  —  v*i*2  +  '  • 
y\-y\=v  +  vd,  +  ud,  +  }v  (*,«  -  V)  +  u*,  *,  +  . . .  (5) 

Beachtet  man  noch,  dafs  nach  S.  476  und  477  gesetzt  werden 
kann: 

oder 

y»-yi-(y;-y',)(i-*. +tV+-), 

80  folgt  mittelst  des  obigen  Ausdrucks  für  y\  —  y\ : 

y,  —  y^  =  v  +  ud,  —  y  t;  dg«  +  •  • .  (6) 

Vernachlässigt  man  in  den  Formeln  (5)  und  (6)  die  höchsten 
Glieder  und  setzt  einfach 

a:,  —  a?!  =»  w  +  ud^  —  vd,  -j —  (5*) 

y,  —  yi  —  t;  +  ud,  ,  (6*) 

so  begeht  man  im  Maximum  nur  Fehler  von  noch  nicht  l'"'^,  wie 
die  Untersuchung  der  Maxima  der  vernachlässigten  Glieder  ergiebt^ 
in  welchen  man 
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y«  (y«  —  «^)  +  IT  ^' 


2^« 

und 


u  (y.  -  A  „) 


2 


2(?' 


nehmen  darf,     um   nun  (5*)  und  (6*)  mit  den  Formeln  (1)  S.  474 
zu  vergleichen^  hat  man  für  (5*)  und  (6*)  die  genauen  Werte 


_yi'  +  yiy2  +  yi' 


(«f  —  «i)  (y  yi  +  y  y«) 


*^ 2(,« 

anzuwenden  und  rechter  Hand  anstatt  y^ ,  y^  und  x^  —  x^  die  Grofsen 
y%j  Vi}  ^  ^^^  ^  nach  Mafsgabe  jener  Formeln  (1)  einzuführen,  was 
durch  Anwendung  der  (5*)  und  (6*)  selbst  leicht  geschehen  kann. 
Als  Unterschiede  mit  den  (1)  S.  474  stellen  sich  dann  abermals 
kleine  Glieder  heraus,  deren  Maximalbetrag  l'"'"  nicht  erheblich  über- 
schreitet. Da  nun  diese  Formeln  (1)  selbst  nur  auf  l*"*"  genau  sind, 
so  kann  man  in  der  That  die  Formeln  (1)  bis  (3)  der  ebenen  Über- 
tragung als  gleich  genau  mit  jenen  bezeichnen. 

Was  endlich  die  Formeln  (4)  anlangt,  so  zeigt  der  Umstand, 
dafs'  y  und  y  nur  um  höchstens  ^^y^^i^  ihres  Betrags  von  einander 
abweichen,  mit  Rücksicht  auf  die  Maximalwerte  der  Glieder  2.  Ord- 
nung jener  Formeln  sofort,  dafs  sie  mit  den  Formeln  (1)  bis  (3)  bezw. 
nur  um  ganz  geringfügige  Beträge  difiPerieren. 

§  4.  Berechnung  der  ebenen  Koordinaten  aus  geographi- 
schen Positionen  nnd  umgekehrt. 

Wenn  aufser  der  geographischen  Lage  des  Eoordinatenanfanges 
Pj  noch  diejenige  eines  Punktes  Pg  gegeben  ist,  dessen  ebene  Ko- 
ordinaten X  und  y  zu  ermitteln  sind  —  eine  Aufgabe,  die  bei  dem 
Übergang  zu  den  Detailkoordinatensystemen  auftritt  — ,  so  kann  man 
ohne  weiteres  die  Formeln  (1)  bis  (3)  des  §  25  S.  463  anwenden, 
mit  der  Änderung,  dafs  zu  Formel  (3)  noch  die  Formel 

logy  =logy+e|iy*W^'-*  (l) 

beigefügt  wird,  um  die  ebene  Ordinate  y  zu  erhalten.  Der  numerische 
Betrag  des  Eoefficienten  M:  06^*  ist  S.  463  angegeben;  för  Wf  aber 
wird  man  einfach  W^y  welches  bereits  anderweit  erforderlich  ist,  ein-* 
führen  dürfen.    Es  entspricht  dieses  den  anderen  Vernachlässigungen 
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des    Formelsystems    auf    S.    463    und    giebt    in    y     nur    Bruchteile 
Millimeter. 

Auch  für  die  umgekehrte  Aufgabe  (welche  auftritt,  wenn  ein 
Dreiecksnetz  in  der  ebenen  Projektion  berechnet  ist),  bleiben  wir  bei 
den  früheren  Formeln  für  geodätische  Koordinaten,  nämlich  den  For- 
meln des  §  22  S.  456  stehen  und  denken  uns  nur  zuerst  die  ebene 
Ordinate  auf  das  Ellipsoid  reduziert  mittelst  der  Formel 

log y  =  log y  -  -g^. y» F^/  -f  •  • .  (2) 

Als  gegebener  Punkt  Pj  wird  der  Eoordinatenanfang  voraus- 
gesetzt und  die  weitere  Rechnung  knüpft  an  die  Formeln  (2),  (3)  and 
(4*)  a.  a.  0.  an.  Die  Berechnung  von  i  unterbleibt  ebenso  wie  über- 
haupt die  Berechnung  von  s,  ai.2  und  «2.1,  welche  Gröfsen  zunächst 
nicht  in  frage  kommen.  Wünscht  man  aber  die  Richtung  des  Meri- 
dians in  P2  kennen  zu  lernen,  so  ist  auch  t  zu  ermitteln.  Da  nun 
nach  S.  479  u.  480  die  Parallelen  zur  Abscissenaxe  auf  dem  Ellipsoid 
sich  sehr  nahe  als  solche  in  der  Ebene  abbilden  und  die  Abbildung 
im  wesentlichen  conform  ist,  so  schliefst  auch  in  dieser  der  Meridian 
mit  der  Parallelen  zur  Abscissenaxe  den  Winkel  t  ein  (Fig.  39  S.  421). 

§  5.  Allgemeine  Bemerkungen  zur  Methode  der  ebenen 
Projektion.  Eine  ausführliche  Theorie  der  6rau/$ischen  Projektions- 
methode gab  0.  Schreiber  a.  a.  0. 

Für  die  von  uns  allein  für  vorteilhaft  gehaltene  Anwendung  der 
Methode  auf  schmale  meridionale  Bezirke  behufs  der  Detailvermessung 
dürfte  die  oben  gegebene  Modifikation  ausreichen,  welche  in  weniger 
strenger  Darstellung  Verfasser  bereits  in  der  Zeitschr.  f.  Verm.-  Wesen 
1876  S.  238  entwickelt  hat,  woselbst  auch  ein  leicht  zu  erstellendes 
logarithniisches  Diagramm  zur  näherungsweisen  (oft  ausreichenden) 
Reduktion  der  Richtungswinkel  auf  die  Ebene  angegeben  ist  und 
praktische  Vorzüge  der  Anwendung  der  Koordinaten  in  der  ebenen 
Projektion  vor  der  Benutzung  der  Koordinaten  auf  dem  Ellipsoid^ 
namhaft  gemacht  sind.  (In  dieser  Beziehung  vergleiche  auch  bei 
Jardatiy  Handbuch  Bd.  2,  S.  293  u.  ff.  eine  gegenteilige  Ansicht.) 

Der  Hauptvorzug  der  ebenen  Projektion  scheint  uns  darin  zu 
liegen,  dafs  nach  erfolgter  Reduktion  der  Richtungen  auf  die  Ebene 
alle  weiteren  Rechnungen  nur  nach  den  Regeln  der  ebenen  Geometrie 
erfolgen,  also  die  Berücksichtigung  der  ellipsoidischen  Gestalt  der 
Erde  in  eine  sehr  bequeme  und  anschauliche  Form  gebracht  ist.  Die 
Berücksichtigung  der  kleinen  Glieder  bei  den  Berechnungen  der 
Detailtriangulierungen  auf  dem  Ellipsoid  selbst  ist  sehr  störend,  so 
klein  wie  diese  Glieder  auch  sind. 
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Da  bei  Beschränkung  auf  absolute  Werte  der  Ordinalen  y^OfiltJ^f 
d.  i.  64*^,  das  Vergröfserungsverhältnis  der  Dimensionen: 

am  Rande  des .  Vermessuugsgebietes  nur  bis  zu  77^^]^]^  die  Einheit 
überschreitet,  so  können  in  diesem  Falle  für  die  Zwecke  der  Detail- 
vermessung die  ebenen  Dimensionen  sogar  ohne  weiteres  als  wahre 
Dimensionen  angesehen  und  mit  direkt  gemessenen  Längen  bei  Auf* 
nähme  von  Polygonzügen  verbunden  werden. 

Gaufs  selbst  hat  über  die  conforme  ebene  Projektion  der  hannoveri- 
schen Landesvermessung  nichts  publiziert;  was  man  kennt,  ist  ans  dem 
Briefwechsel  mit  Schumacher  entlehnt.  Er  hat  aber  in  seinen  Geodätischen 
Untersuchungen  eine  andere  vorzügliche  conforme  Projektionsmethode 
entwickelt,  nämlich  diejenige  auf  die  Kugel.  Dieselbe  ist  für  sehr  weit 
ausgedehnte  Vermessungen  brauchbar  und  erfordert  nur  ganz  kleine  Re- 
duktionen der  gemessenen  Richtungen.  Wir  verweisen  bezüglich  dieser 
Methode  auf  die  Originalarbcit,  sowie  auf  die  von  Jordan  in  seinem 
Handbuch  der  VamessuHgskuiidc  gegebene  Bearbeitung  und  bemerken 
hier  nur  so  viel,  dafü  bei  dieser  Methode  gegenüber  der  direkten  Rech- 
nung auf  (lern  Ellipsoid  der  Voi-tcil  einfach  sphärischer  Berechnung  der 
geographlKcben  Positionen  besteht,  mit  nachfolgender  bequemer  Über- 
tragung der  geographischen  Breiten  mittelst  einer  Hilfstafel  und  der  geo- 
graphischen Ulngenunterscliiede  mittelut  Multiplikation  durch  eine  Konstante, 
aufs  Ellipsoid.  Die  direkte  Rechnung  auf  dem  Ellipsoid  hat  andreraeits 
den  Vorteil,  dafs  es  leichter  ist,  mit  verschiedenen  Elementen  desselben 
die  Rechnung  zu  führen  —  auch  ist,  wenigstens  für  kurze  Distanzen,  der 
Zusammenhang  zwischen  den  geodätischen  Ergebnissen  und  geographischen 
Koordinaten  ein  durchsichtigerer. 

Endlich  kann  man  vielleicht  als  Nachteil  jener  Methode  erwähnen, 
dafs  bei  der  Übertragung  der  gemcHseneu  Winkel  auf  die  Kugel  leicht 
geringfügig  erscheinende  Korrektionen  wegbleiben,  welche  dennoch  für 
weit  ausgedehnte  Gebiete  sich  zu  merklichen  Beträgen  anhäufen. 


11.  Kapitel. 

Die  Berechnangsarbeiten  fiir  eine  Landesvermessang.'*') 

§  1.  Die  Bedeutung  geographischer  Koordinaten.  Für  eine 
Landesvermessung  wird  es  selbst  bei  bedeutender  Ausdehnung  immer 
ausreichen,  die  Annahme  zu  machen,  als  erfolge  .sie  auf  einem  Rota- 
tionsellipsoid mit  geradlinigen    Lotlinien,    S.   134.     Zwar   ist    dieses 

*)  Von  der  Additamenten-   und  der  Sehnenmethode  sehen  wir  hier  ab;  für 
diese  ist  das  Erforderliche  schon  früher  an  den  betreffenden  Stellen  bemerkt. 
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nicht  streng,  aber  der  Einflufs  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte 
ist,  wie  spätere  Untersuchungen  zeigen  werden,  unerheblich.  Die 
Elemente  dieses  Ellipsoids  kommen  dabei  auch  nur  in  geringem  Mafse 
in  betracht,  insoweit  es  sich  eben  um  die  Entfernungen  (und  Flächen) 
handelt;  vergl.  S.  405.  Sie  haben  allerdings  einen  wesentlichen  Ein- 
flufs auf  die  geographischen  Positionen.  Die  berechneten  Werte  der- 
selben können  aufserdem  wegen  der  Lotabweichungen  mit  den 
wirklichen  Werten  recht  erhebliche  Differenzen  zeigen,  allein  in 
erster  Linie  sind  die  geographischen  Koordinaten  bei  grofsen  Landes- 
vermessungen nur  als  Mittel  zur  Bezeichnung  der  gegenseitigen  Lage 
der  Punkte  aufzufassen;  sie  sind  in  dieser  Beziehung  viel  bequemer  als 
rechtwinklige  Koordinaten,  die  zwar  von  den  Elementen  des  Ellipsoids 
weit  weniger  abhängen,  deren  Anwendung  praktisch  aber  an  kleine 
Bezirke  gebunden  ist,  S.  474.  Der  Grund  der  erwähnten  Bequem- 
lichkeit ist  der,  dafs  bei  der  successiven  Übertragung  geographischer 
Koordinaten  von  Punkt  zu  Punkt  stets  nur  die  einfachen  Formeln  von 
§  22  S.  45()  in  betracht  kommen,  während  bei  Anwendung  recht- 
winkliger Koordinaten  bei  einiger  Ausdehnung  des  Gebiets  infolge 
der  Abhängigkeit  der  Formeln  vom  Abstand  der  Punkte  von  der 
Abscissenaxe  sofort  die  keineswegs  einfachen  Formeln  von  S.  419 
und  event.  noch  kompliziertere  erforderlich  werden. 

Wegen  jener  Bedeutung  der  berechneten  geographischen  Posi- 
tionen ist  es  durchaus  korrekt,  sie  auf  1  Einheit  der  3.,  4.  oder  selbst 
5.  Decimale  der  Sekunden  anzugeben,  da  sie  eben  der  Schärfe  geo- 
dätischer und  nicht  astronomischer  Messungen  zu  entsprechen  haben 
und  da  man  die  Rechnungsschärfe  gern  1  bis  2  Stellen  weiter  als 
die  Messungsschärfe  treibt.*) 

§  2.  Vorläufige  Berechnungen.  Um  die  genaue  Berechnung 
zu  ermöglichen,  ist  von  der  vorläufig  auf  das  Niveau  des  Meeres 
reduzierten  Basislänge  aus  (s.  §  3)  eine  vorläufige  Seiteiiberechntwg 
auszuführen.  Man  bedient  sich  dabei  des  Sinussatzes  der  ebenen 
Trigonometrie  unter  Abgleichung  der  Winkelsummen  auf  180®,  wobei 
zugleich  ohne  weiteres  Legmdres  Satz  mit  berücksichtigt  ist. 


*)  Es  ist  immerhin  wünschenswert,  dafs  auch  die  berechneten  geographischen 
PoBitionen  den  wahren  möglichst  entsprechen.  Man  wird  daher  thunlichst  als 
astronomischen  Ausgangspunkt  einen  von  Störungen  des  Lotes  durch  sicht- 
bare Massenunregelmüfsigkeiten  freien  Punkt  wählen.  Noch  besser  wäre  es, 
den  designierten  Ausgangspunkt  vor  definitiver  Annahme  mit  benachbarten 
Dreieckspunkten  auf  Lotablenkung  zu  vergleichen,  um  auch  lokale  Lotstörungen 
durch  unsichtbare  Massenunregelmäfsigkeiten  zu  erkennen. 

Dieses  Verfahren  ist  auch  der  Messungsfehler  wegen  für  ausgedehnte  Ver- 
messuDgsgebiete  zu  empfehleo. 
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Demnächst  folgt  eine  beiläufige  Ermittlung  der  geograpkischm 
Breiten  von  dem  nach  Breite  astronomisch  genau  festgelegten  An- 
fangspunkt aus  mit  Hilfe  des  astronomisch  bestimmten  Azimutes  einer 
von  hier  ausgehenden  Dreiecksseite  (des  sogenannten  ersten  Azimutes), 
falls  nicht  eine  ältere  Karte  vorliegt. 

Diese  Ermittlung  hat  nur  den  Zweck,  für  die  Berechnung  der 
Dreiecksexcesse  die  Krümmungsmafse  des  Ellipsoids  genügend  scharf 
finden  zu  können.  Da  die  in  betracht  kommenden  Excesse  möist 
nur  einige  Sekunden  betragen,  würde  in  der  Regel  sogar  ein  Breiten- 
fehler von  ^  Grad  noch  nicht  0,001"  Excefsfehler  geben,  wie  die  DiflFe- 
rentialformel  (3)  S.  403  und  die  daselbst  angestellten  Rechnungen 
zeigen.  Selbst  bei  10"  Excefs  genügt  stets  noch  eine  Genauigkeit  bis 
auf  10'  in  Breite. 

Hiemach  (und  eventuell  eingehender  nach  der  eben  erwähnten 
Formel)  kann  man  ermessen,  wann  eine  ältere  Karte  oder  eine  flüch- 
tige Berechnung  der  geographischen  Breiten  nach  den  Formeln  S.  456 
u.  457  mit  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  und  unter  Annahme 
eines  konstanten  Wertes  W  zu  genanntem  Zwecke  ausreicht. 

§  3.  Reduktion  der  Basis  auf  einen  Normalhorizont.  Wenn 
bei  der  in  §  2  vorausgesetzten  Redukt^pn  die  geographische  Lage  der 
Basis  nicht  genügend  bekannt  war,  so  ist  eine  erneute  Reduktion  auf 
das  Meeresniveau  auszuführen,  nachdem  durch  die  vorläufige  Be- 
rechnung ihre  geographische  Lage  nach  Breite  und  Azimut  genügend 
bekannt  worden  ist.  (Eine  näherungsweise  direkte  Beobachtung  beider 
Elemente  reicht  auch  aus.)  Die  Reduktion  erfolgt  bei  der  Kürze  der 
Strecke  ohne  Zweifel  ganz  ausreichend  nach  der  Annahme,  dafs  die 
unmittelbar  gemessene  horizontale  Entfernung  als  ein  Kreisbogen  in 
der  mittleren  Meereshöhe  der  Basis  aufgefafst  wird.  Ebenso  wird  die 
Projektion  als  Kreisbogen  anzusehen  sein.  Der  Krümmungsradius  für 
letzteren  ist  der  spezielle  Krümmungsradius  des  Ellipsoids  in  der 
mittleren  geographischen  Breite  der  Basis  und  in  ihrem  mittleren 
Azimut;  für  ersteren  ist  er  um  die  mittlere  Meereshöhe  gröfser. 

Der  Kalkül  kann  als  im  Princip  schon  auf  S.  6  gegeben  Über- 
gegangenwerden, um  so  mehr  als  seine  Behandlung  keinerlei  Schwierig- 
keit bietet. 

Die  Reduktion  der  Basis  auf  einen  sogenannten  mittleren  Landes- 
Horizont  ist  nur  für  kleine  Länder,  wo  unmittelbar  von  der  Haupt- 
triangulation zu  einem  System  rechtwinkliger  Koordinaten  über- 
gegangen werden  kann,  zu  empfehlen.  Für  die  Berechnung  geographischer 
Positionen  fuhrt  aber  dieser  Vorgang  zu  Weiterungen  (wie  einer  der 
folgenden  Paragraphen  zeigen  wird),   während  es  andrerseits  für  die 
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Detailarbeiten  und  wirthschaftlichen  Zwecke  der  Vermessungen  ganz 
gleichgültig    ist^   wenn   die   Entfernungen   von    denen    im   mittleren 

Niveau  einer  Gegend  gemessenen  um  Bruchteile  der  Ordnung  —  ab- 
weichen, da  dies  meist  woniger  als  ri^^i^if  sein  wird.  Eventuell  ist 
auch  eine  entsprechende  Reduktion  leicht  auszuführen. 

Wir  setzen  daher  im  Folgenden  zunächst  die  Reduktion  auf  einen 
Meereshorizont  voraus. 

§  4.    Reduktion  der  gemessenen  Winkel  und  Richtungen« 

Die  auf  den  Netzpunkten  (Stationen)  beobachteten  Winkel  und  Rich- 
tungen können  zuerst  stationsweise  ausgeglichen  werden.  Das  Resultat 
der  Stationsausgleichung  wird  eine  Reihe  Zahlen  sein,  deren  Differenzen 
die  Winkel  darstellen,  die  im  einzelnen  aber  Richtungsweiie  heifsen 
und  von  den  Azimuten  um  eine  Konstante  verschieden  sind.  Diese 
Werte  sind  vor  der  Netzausgleichung  zu  verbessern  in  folgender  Weise: 

1.  Nach  S.  190  (6)  beträgt  ftir  ein  südwestliches  astronomisches 
Azimut,  das  nach  einem  Objekt  in  der  Meereshöhe  U  genommen  ist^ 
die  Reduktion,  um  das  astronomische  Azimut  der  Projektion  dieses 
Objekts  auf  das  Rotationsellipsoid  zu  erhalten,  in  Sekunden: 

+  Y  9"^  -^  cos*  JB  sin  2a  +  •  •  •  (1) 

und  also  mit  Bessds  Dimensionen  des  EUipsoids  hiernach: 

+  0,108"  cos*  B  sin  2a  {Hin  KUometem)  H .  (!♦) 

2.  Femer  beträgt  die  Reduktion  vom  astronomischen  aufs  geo- 
dätische Azimut  nach  8.  332  (11)  in  Sekunden: 

--  ^  p'V  ~i  cos*  B  sin  2a  +  •  • ')  (2) 

oder 

—  0,028 'cos*  i  sin  2a  (^ ^ j  H (2») 

Hierin  bezeichnen  a  das  gemessene  Azimut,  B  die  Polhöhe  des 
Standpunktes  und  s  die  horizontale  Entfernung  des  Objekts. 

Nach  diesen  Formeln  ist^  streng  genommen  jedes  beobachtete 
Azimut  und  jede  beobachtete  bezw.  auf  der  Station  ausgeglichene  Rich- 
tung des  Dreiecksnetzes  zu  korrigieren.  Für  die  Winkel  ergiebt  sich 
die  Korrektion  als  Differenz  der  Korrektionen  der  Richtungen  beider 
Schenkel  von  selbst. 

Sind  die  Entfernungen  sehr  grofs,  so  können  die  S.  190  und  332 
angegebenen  höheren  Glieder  merklich  werden;  in  der  Regel  aber 
reichen  vorstehende  Ausdrücke  aus. 
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Was  die  Fehler  anbelangt,  die  durch  Unterlassung  der  Reduk- 
tionen (2)  begangen  werden,  so  ist  darQber  schon  S.  400  u.  ff.  gehandelt 
worden. 

Für  den  thatsächlichen  Zustand  der  Erde  sind  vorstehende 
Korrektionen  noch  nicht  genügend;  indessen  repräsentieren  sie  das 
Wichtigste  und  in  erster  Linie  zu  Berücksichtigende.  Wir  wollen  hier 
die  anderen  weiterhin  zu  besprechenden  Korrektionen  vorläufig  namhaft 
machen.    Es  sind: 

3.  Die  Korrektion  wegen  Lotabweichung,  welche  dadurch  entsteht, 
dafs  die  Lotrichtungen  nicht  genau  Normalen  eines  EUipsoids  sind. 

4.  Die  Korrektion  wegen  des  Abstandes  der  Geoidfläche  von  der 
Fläche  eines  Rotationsellipsoids. 

5.  Die  Korrektion  wegen  der  Lateralrefraktion  der  Lichtstrahlen, 
d.  h.  wegen  der  Ausweichung  des  Lichtstrahles  aus  der  Vertikalebene 
vom  Standpunkt  nach  dem  Objekt  infolge  ellipsoidischer  Form  der 
Niveauflächen  der  Luft. 

In  Grun^ts  Arcfiiv  von  1869,  Teil  51,  S.  20  u.  ff.,  behandelt  Sanderhof 
die  sämtlichen  Reduktionen  der  Horizonialwinkel  nnter  Voranasetzang 
einer  rotationsellipsoidiscben  Qestalt  der  mathematischen  Erdoberfläche. 
Vülarceau  bespricht  die  Reduktion  wegen  Meereshöho  in  den  Compies 
rendus  von  1866,  Bd.  63,  S.  8&0.  Andrae  fahrt  1867  die  Formeln  mit 
teil  weiser  Entwicklung  aji  in'  Bd.  1  der  Dänischen  Gradtnessung,  vergl.  das 
Referat  in  der  Viertel jdfirsschn'ft  der  Astronom.  Ges.  1878,  Bd.  13,  S.  72u.fr. 

Dafs  Gaufs  und  Bessel  diese  Reduktionen  bereits  kannten,  ist  nicht  so 
bezweifeln,  wenngleich  von  ersterem  eine  bezügliche  Entwicklung  nicht 
vorliegt  und  Bessel  nur  die  Reduktion  vom  astronomischen  aufs  geodütische 
Azimut  entwickelt.  In  Bezug  hierauf  vergl.  man  eine  Mitteilung  von 
Peters  in  den  Astronom.  Nachr,  von  1856,  Bd.  43,  Nr.  1023,  S.  209. 

§  5.    Berechnung   der  sphärischen  Excesse  der  Dreiecke. 

Zum  Zwecke  der  üblichen  Ausgleichung  des  Netzes  nach  bedingten 
Beobachtungen  ist  zunächst  die  Berechnung  der  sphärischen  Excesse 
derjenigen  Dreiecke  nötig,  deren  sämtliche  Winkel  beobachtet  worden 
sind.  Dazu  bedarf  man  der  Inhalte  der  Dreiecksflächen,  welche  am  be- 
quemsten aus  2  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkeln  berechnet 
werden.    Die  Logarithmen  der  Seiten  giebt  die  vorläufige  Rechnung. 

Die  (jenauigkeit  dieser  Angaben  für  die  Seiten  kann  immer  als 
ausreichend  für  die  Excefsberechnung  betrachtet  werden,  denn  wenn 
jene  auch  nur  bis  auf  Tuixjö  K'^g®?  würde  der  Excefs  bei  10"  Betrag 
doch  nur  um  0,001"  fehlerhaft.  Diese  Genauigkeit  haben  aber  die 
Angaben  der  vorläufigen  Rechnung  selbst  in  grosserer  Entfernung 
von  der  Basis,  da  mau  die  aus  den  Stationsausgleichungen  hervor- 
gehenden Winkel  auf  mindestens  +  1"  mittleren  Fehler  genau  voraus« 
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setzen  darf.  Andrerseits  aber  ist  es  überflüssig,  mehr  als  drei  Deci- 
malen  bei  der  Ausgleichung  der  Dreieckswinkel  beizubehalten.  ' 

Was  die  Excefsberechnuug  anlangt,  so  ist  schon  8.  403u.ff.  die 
Zulässigkeit  einer  rein  sphärischen  Berechnung  für  eine  mäfsig  aus- 
gedehnte Kette  erörtert  .Indessen  ist  es  leicht,  mittelst  der  Tafel 
auf  S.  213  in  ^?6recAte  Tafelsammlung  das  spezielle  mittlere  Krümmungs- 
mafs  der  einzelnen  Dreiecke  oder  kleiner  Komplexe  solcher  zu  berück- 
sichtigen. Von  der  nun  in  der  Regel  in  betracht  kommenden  Formel 
(1)  für  log£  S.  362  genügt  nach  S.  99  in  den  meisten  Fällen  das 
1.  Glied,  sodafs 

ff  hc  sin  A  ^^   , 
*  =  <»    -2V"^+*" 

gesetzt  werden  darf.  In  der  3.  Decimalstelle  kann  sich  ein  Einflufs 
erst  geltend  machen  bei  Seitenlängen  von  mehr  als  120*'*,  wie  S.  99 
ausführlich  erörtert  worden  ist.  Eventuell  ist  dann  Formel  (3)  S.  100 
zu  benutzen,  welche  die  höheren  Glieder  in  bequemer  Weise  zu  berück- 
sichtigen gestattet. 

§  6.  Ansgleichung.  Um  die  Ausgleichung  der  Beobachtungs- 
fehler bewältigen  zu  können,  müssen  die^  ein  möglichst  weitmaschiges 
Netz  bildenden,  gröfsten  Dreiecke  (die  Dreiecke  1.  Ordnung)  für  sich 
ausgeglichen  werden,  um  als  unveränderliche  Grundlage  für  kleinere 
Dreiecke  zu  dienen,  die  in  Systemen  2.,  3.  und  4.  Ordnung  nach  und 
nach  eingehangen  werden.  Dem  entsprechend  erhalten  die  Dreiecke 
1.  Ordnung  eine  maximale  Genauigkeit  der  Winkelmessung.  [Über  die 
beste  Methode  hierzu  vergl.  0.  Schreiber,  Anordnung  der  HorizotUdlunnkeh 
messungen  etc.,  Zeitschr.  f.  Vermessungswesen  1878,  Bd.  7,  S.  209u.  flF.; 
sowie  von  demselben  Richtungsbeobachtungen  und  Winkelbeobachtungen, 
ebenda  Bd.  8,  S.  97  u. «.] 

Sbgar  die  Netze  1.  Ordnung  erlangen  bei  grofsen  Ländern  eine 
solche  Ausdehnung,  dafs  schon  aus  dem  Grunde,  mit  der  Detail- 
bearbeitung nicht  bis  zur  Aufnahme  und  Ausgleichung  des  ganzen 
Netzes  warten  zu  müssen,  auch  für  sie  eine  zeitlich  schrittweise  Vor- 
gehende Ausgleichung  in  Teilen  nötig  wird. 

Es  müssen  dann  immer  die  Resultate  der  vorangehenden  Aus- 
gleichungen beibehalten  werden,  was  allerdings  den  folgenden  Netz- 
teilen einen  Zwang  auferlegt,  der  aber  so  lange  ziemlich  unschädlich 
ist,  als  in  jeder  der,  dem  Anschlufs  entsprechenden  Bedingungs- 
gleichungen der  mittlere  Wert  des  Aggregats  der  darin  enthaltenen 
Verbesserungen  der  Winkel  des  anzuschliefsenden  Netzteiles  gröfser 
ist,  als  derjenige  des  Aggregats  der  darin  unterdrückten  Verbesserungen 
der   Stücke   des    unverändert    beizubehaltenden  Netzteiles,    oder   mit 
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andern  Worten:  so  lange  die  Figur  zwischen  denjenigen  Punkten, 
welche  beiden  Teilen  gemeinsam  sind,  durch  den  neuen  Netzteil 
weniger  gut  bestimmt  ist,  als  durch  den  bereits  abgeschlossenen  Teil. 

Andernfalls  kann  ein  erheblicher  Zwang  eintreten  wie  z.  B.  bei 
Einschaltung  eines  stegartigen  Netzes  aus  wenigen  Dreiecken  in  einen 
fertig  ausgeglichenen  Dreieckskranz. 

In  England,  wo  die  Haupttriangulation  seit  3  Decennien  beendet 
ist,  bedeckt  das  Netz  1.  Ordnung  gleichmäfsig  das  ganze  Land  und 
ist  in  an  einander  gereihten  Teilen  ausgeglichen. 

In  Preufsen  aber,  dessen  Triangulation  1.  Ordnung  noch  im 
Gange  ist,  wird  dagegen  zunächst  ein  weitmaschiges  Netz  aus  Dreiecks- 
ketten gebildet.  Nach  Ausgleichung  dieses  Kettensystems,  die  stück- 
weise erfolgen  mufs,  füllt  man  die  freien  Maschen  aus,  wobei  aber  stets 
ein  beträchtlicher  Zwang  bleibt.  Wenn  dieses  nun  auch  fiir  Landes- 
vermessungszwecke unbedenklich  ist,  so  läfst  es  doch  immerhin  eine 
Benutzung  der  berechneten,  geodätisch  übertragenen  Azimute  für  Grad- 
messungszwecke unthunlich  erscheinen,  da  dieselben  ohne  Zweifel 
oftmals  mehrere  Sekunden  fehlerhaft  sind  (vergl.  u.  A.  das  mährisch- 
schlesische  Netz  S.  253  u.  flF.  und  das  posensche  Netz  S.  88  u.  S.  des 
Bds.  3  der  Hauptdreiecke). 

Das  ebenfalls  aus  Dreiecksketten  gebildete  Netz  der  englischen 
Vermessung  in  Ostindien  hat  Rostform.  (Vergl.  das  Referat  in  der 
Vierteljahrsschrift  der  Astronom.  Ges.  1873,  Bd.  8,  S.  14  u.  ff.) 

Für  die  gleichzeitige  Verwertung  von  Dreiecksnetzen  zu  Landes- 
vermessungs-  und  Gradmessungszwecken  würde  es  vorteilhaft  sein, 
das  übliche  Ausgleichungsverfahren  nach  bedingten  Beobachtungen 
aufzugeben  und  ein  solches  nach  vermittelnden  Beobachtungen  an- 
zuwenden, wie  es  für  sekundäre  Dreiecksnetze  schon  seit  längerer  Zeit 
wiederholt  angewandt  ist.  Jenes  Verfahren  ist  allerdings  wenigstens 
bei  einfachen  Ketten  kürzer  als  das  letztere  (vergl.  die  AtAsgleichungs- 
rechnung  S.  329),  wenn  es  sich  aber  schliefslich  um  die  Gesamt- 
ausgleichung grofser  Netzkomplexe  handelt,  verliert  es  an  Übersicht- 
lichkeit, während  die  Ausgleichung  nach  vermittelnden  Beobachtungen 
sich  stets  übersichtlich  anordnen  läfst.  Wir  werden  dieselbe  in 
den  letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels  behandeln,  setzen  aber  im 
Folgenden  zunächst  die  übliche  Methode  voraus« 

Zu  dieser  mag  hier  nur  noch  erwähnt  werden,  dafs  bei  Auf- 
stellungen der  Seitengleichungen  mittelst  des  Sinussatzes  immer  das 
einfache  Legaidrcsche  Theorem  genügt,  wie  in  §  5  S.  361  bewiesen 
worden  ist. 

Die  Ausgleichung  der  Dreiecksnetze  nach  bedingten  Beobachtungen  ist 
in  der  Dänischen  Gradmessung  Bd.  1  von  Ändrw  und  mit  einer  inier- 
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esaaoien  Modifikation  unter  Anwendung  eines  auch  von  Hansen  angewand- 
ten Kunstgriffs  in  Bd.  2  S.  808  u.  ffl  der  Haupidreieeke  der  preufs.  Landes- 
triangülaiion  ausführlich  behandelt.  Das  Verfahren  Ändraes  ist  eine 
Vervollständigung  des  Bessel^chen  Äusgleichwngsverfahrens,  Das  vom  Verf. 
in  seiner  Aasgleidningsrechnung  8.  240  durch  ein  Beispiel  erläuterte  Ver- 
fahren stimmt  mit  «lemselben  namentlich  .darin  flberein,  daCs  die  Netzaus- 
gleichung als  zu  bestimmende  Unbekannte  Winkelverbesserungen  benutzt, 
während  die  erwähnte  Modifikation  durch  Einführung  von  Richtungs- 
verbessc rangen  als  zu  bcbtimmender  Unbekannten  sich  von  beiden  unter- 
scheidet. 

Die  AndracHchen  Formeln  hat  Verf.  fibersichtlich  entwickelt  und  zu- 
sammengeslcllt  in  Bd.  12  der  Vierte\jahrscMft  der  Astronom.  Ges.  1877 
8.  192  u.  ff. 

Um  die  Ausgleichung  zu  erleichtern,  ist  es  wünschenswert,  die  Beobach- 
tungen so  anzuordnen ,  dafs  man  auf  jeder  Station  das  Ausgleichungs- 
ergebnis genau  oder  doch  ohne  groCsen  Fehler  als  ciucn  einzigen,  vollstän- 
digen (mit  grofäer  Genauigkeit  angestellten)  Satz  Uichtungsbeobachtungpn 
betrachten  kann  (Ausgh  ichuHgsrcchnung  S.  332).  Dann  vereinfacht  sich  das 
Ausgleichungsverfahren  im  Netze  sehr  und  nimmt  die  Gestalt  an,  welche 
Gatifs  erläutert  und  bei  der  hannoverischen  Gradmessung  angewandt  hat 
(vergl.  sein  auch  auf  S.  185  der  AusgUichimgsrechnung  behandeltes  Bei- 
spiel). O.  Schreiber  hat  hiermit  bei  den  neueren  Ketten  der  preufs. 
Landestriangulaiion  f^rofsc  llechnungserspamisse  erzielt  (Vergl.  seine 
oben  erwähnten  Mitteilungen.) 

§  7.  Berechnung  geographischer  Koordinaten.  Nach  beendeter 
Ausgleichung  erfolgt  die  definitive  Seitenberechnung  mittelst  des  Sinus- 
satzes unter  Anwendung  dos  einfachen  Legendreachini  Theorems  (§  5 
8.  361)  und  alsdann  die  Berechnung  der  Koordinaten.  Zu  dem  in 
§  1  Bemerkten  ist  nur  hinzuzufügen ,  dafs  zur  Ausführung  der 
Rechnung  för  kurze  Distanzen  die  Formeln  von  S.  456  u.  457  oder 
die  S.  458  erwähnten,  nicht  wesentlich  verschiedenen  Formeln 
0.  Schreibers^  zu  welchen,  wie  bereits  bemerkt,  für  47^  bis  57^  geogr. 
Breite  Hilfstafeln  berechnet  sind,  sich  am  besten  eignen. 

Eontrollen  der  Rechnung  ergeben  sich  durch  doppelte  Berechnung 
för  diejenigen  Punkte,  in  denen  die  Seitenzüge,  entlang  welcher  die 
Übertragung  der  Positionen  ausgeführt  wird,  zusammenstofsen. 

§  8.    Einschaltung  voll  Punkten  in  das  Netz  1.  Ordnung. 

Die  Ausgleichung  erfahrt  hierbei  leicht  dadurch  eine  beträchtliche 
Komplikation,  dafs  eine  grofse  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  ent- 
steht, selbst  in  dem  Falle,  wo  man  successive  immer  nur  je  einen 
Punkt  einschaltet.  Deshalb  ist  es  hier  längst  als  vorteilhaft  erkannt 
worden,  nach  vermittelnden  Beobachtungen  auszugleichen,  denn  dann 
erscheinen  für  jeden  einzuschaltenden  Punkt  immer  nur  seine  2  Koor- 
dinaten oder  überhaupt  2  Bestimmungsstücke  als  Unbekannte.  So  lange 
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die  Distanzen  der  benachbarten  Punkte  noch  mehrere  Meilen  be- 
tragen (wie  im  Netz  2.  Ordnung),  dürfte  die  Wahl  derselben  Un-. 
bekannten  y  wie  für  das  Netz  1.  Ordnung  nicht  unpassend  sein. 
Für  die  Ausgleichung  kann  §  10  als  Erläuterung  dienen;  denn  es 
ändert  sich  das  Verfahren  nur  insofern,  als  die  Koordinaten  der 
Punkte  des  bereits  ausgeglichenen  Netzes  streng  beibehalten  werden 
müssen. 

Für  noch  geringere  Abstände,  aber  auch  unter  Umständen  für 
jene  ersten  Einschaltungen,  empfiehlt  sich  die  Anwendung  recht- 
winkliger ebener  Koordinaten  nach  den  Formeln,  welche  im  yorigen 
Kapitel  S.  476  u.  ff.  entwickelt  wurden.  Selbst  dann,  wenn  man  för 
die  Detailaufnahme  Systeme  rechtwinkliger  geodätischer  Koordinaten 
einführt,  ist  es  zur  Berücksichtigung  der  ellipsoidischen  Gestalt  der 
Projektionsfläche  am  bequemsten,  für  die  Zwecke  der  Ausgleichung 
den  Übergang  zu  ebenen  rechtwinkligen  Koordinaten  vorzunehmen 
und  nach  beendeter  Ausgleichung  zu  geodätischen  rechtwinkligen 
Koordinaten  zurückzukehren. 

In  Bezug  auf  das  Detail  der  Ausgleichung  verweisen  wir  auf 
Ausgleichungsrechnung  S.  158  u.  ff.  Man  wird  hieraus  leicht  entnehmen,' 
wie  überhaupt  die  Einschaltung  nicht  nur  einzelner  Punkte,  sondern 
auch  ganzer  Netze  auszuführen  ist,  wenn  die  Beobachtungen  auf  den 
Stationen  einfach  als  vollständige  Sätze  aufgefafst  werden  können. 
Für  beliebige  Beobachtungen  hat  Andrae  im  2.  Bd.  der  Dänischen 
Gradmessung  die  Formeln  entwickelt  (vergl.  eventuell  das  Ref.  in 
Bd.  13  der  Vierteljahrsschrift  der  Astronom,  Ges.  1878,  S.  65  u.  ff.); 
abgesehen  von  den  speziellen  Koefficienten  der  Fehlergleichnngen  kann 
man  hier  überdies  unmittelbar  das  in  §  10  zu  gebende,  im  wesent- 
lichen identische  Verfahren  anwenden. 

Man  vergl.  auch  in  Bezug  auf  den  Gang  der  Einschaltungen  und 
das  Ausgleichungsverfahren  die  Abhandlung  von  Mauck  über  das 
Vermessungswesen  in  Mecklenburg -Schwerin  in  der  Zeitschriß  für 
Vermessungswesen  1879  Bd.  8. 

Was  die  Lage  der  als  spezielle  Abscissenaxen  dienenden  Meridiane 
anlangt,  so  kann  man  entweder,  wie  in  Preufsen  bei  der  Kataster- 
vermessung, sie  beliebig  nach  lokalem  Bedürfnis  legen,  oder  syste- 
matisch auf  runde  Werte  von  geographischen  Längenunterschieden, 
etwa  von  Grad  zu  Grad,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  irgend  ein 
Punkt  des  Hauptnetzes  mit  denselben  zusammenföllt  oder  nicht. 
(Vergl.  auch  über  die  Anlage  einer  Landesvermessung  Zeitschrifl  für 
Vermesstingswesen  1877,  Bd.  6  S.  607  u.  ff.) 
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§  9.  Landeshorizont.  Wenn  die  Basis  nicht  auf  die  Meeres- 
fläche reduziert  wird,  sondern  auf  eine  mehr  in  mittlerer  Höhe  des 
Landes  gelegene  Niveaufläche,  den  mittleren  Landeshorizont,  so  mufs 
man  bei  der  Berechnung  der  sphärischen  Excesse  und  der  geographi- 
schen Positionen  dieses  berficksichtigen. 

Die  sphärischen  Excesse  werden  von  den  Dimensionen  des  Ellipsoids 
sehr  wenig  beeinflufst;  man  kann  entweder  mit  denen  des  Erdellip- 
soids  rechnen,  oder  a^  einfach  um  die  Meereshöhe  des  Landeshorizonts 
vermehren,  falls  man  einen  Einflufs  vermutet.  Was  nun  die  geo- 
graphischen Positionen  anlangt,  so  ist  es  praktisch  am  bequemsten, 
zu  ermitteln,  um  wieviel  sich  der  Logarithmus  der  Grundlinie  durch 
die  Reduktion  auf  die  Meeresfläche  ändert,  diese  Änderung  den 
Logarithmen  aller  Seiten  beizufügen  und  sodann  geographische  Posi- 
tionen mit  denjenigen  Dimensionen  des  Erdellipsoids  zu  rechnen,  für 
welche  Tafeln  existieren.  Dieses  Verfahren  entspricht  der  Annahme, 
dafs  der  Landeshorizont  und  das  Geoid  als  ähnliche  Ellipsoide  auf- 
gefafst  werden  können.  Selbstverständlich  ist  dies  nicht  streng, 
denn  der  Voraussetzung  eines  Rotationsellipsoids  als  Geoid  und  gerad- 
liniger (oder  auch  selbst  den  thatsächlichen  Verhältnissen  entsprechend 
gekrümmter)  Lotlinien  entsprechen  Niveauflächen,  die  nicht  genau 
mehr  die  Form  eines  Rotationsellipsoids  haben. 

Strenger  würde  es  sein,  zwar  die  Form  eines  solchen  zu  adop- 
tieren, aber  die  Halbaxen  Oq  und  b^^  beide  um  die  Meereshöhe  des 
Landeshorizonts  zu  vermehren  (also  ^  nicht  beizubehalten).  Oder 
noch  besser:  Werte  von  o^  und  ^  für  das  Ellipsoid  des  Landes- 
horizonts aus  den  um  die  Meereshöhe  desselben  vermehrten  Werten  der 
beiden,  dem  Erdellipsoid  in  der  mittleren  geographischen  Breite  des 
Landes  entsprechenden  Werte  von  Qm  nnd  Qn  zu  bestimmen. 

Allein  hierbei  entbehrt  man  der  Bequemlichkeit  der  Benutzung 
vorhandener  Tafeln  und  erzielt  schliefslich  nur  die  Berücksichtigung 
kleiner  Einflüsse,  die  man  bei  anderer  Gelegenheit  meist  vernach- 
lässigt. Wenn  man  nämlich  die  Reduktion  wegen  der  Höhe  der  Ob- 
jekte über  dem  Meere  (bezw.  dem  Landeshorizont)  bei  den  gemesse- 
nen Winkeln  unterläfst,  so  hat  man  auch  das  Recht,  die  Projektionen 
des  Netzes  auf  den  Landeshorizont  und  auf  den  Meereshorizont 
als  ähnliche  Figuren  anzusehen,  was  nur  eine  konsequente  Vernach- 
lässigung giebt,  und  damit  rechtfertigt  sich  dann  das  praktisch  be- 
queme Verfahren. 

Allen  Bedenken  bezüglich  konsequenter  mathematischer  Behand- 
lung geht  man  aber  aus  dem  Wege  durch  sofortige.  Projektion  der 
Grundlinien  auf  den  Meereshorizont,  wie  es  auch  bei  ausgedehnten 
Vermessungen    üblich    ist.     Man    kann   ja    schliefslich    für    Detail- 
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Vermessungen  nach  der  hierbei  sicher  ausreichenden  Kugelhypothese 
zu  höher  gelegeneu  Horizonten  übergehen^  wenn  es  einmal  erwünscht 
sein  sollte. 

§  10.   Die  Ausgleichung  nach  yermittelnden  Beobachtungen. 

Als  Unbekannte  führt  man  am  besten  bei  gröfseren  Ländern  die 
geographischen  Breiten  und  Längenunterschiede  (gegen  einen  be- 
liebigen 1.  Meridian)  ein,  bei  kleineren  Ländern  direkt  geodätische 
oder  ebene,  rechtwinklige  Koordinaten.  Wir  behandehi  aber  nur 
den  ersteren  Fall. 

In  diesem  ist  es  nun  erforderlich,  auf  Grund  der  vorläufigen 
Seitenberechnung  eine  vorläufige  Berechnung  der  Breiten  und  Längen 
von  dem  astronomischen  Anfangspunkte  aus  in  möglichster  Schärfe 
durchzuführen,  damit  die  Ausgleichung  nur  sehr  kleine  Verbesse- 
rungen ergeben  kann,  deren  Quadrate  zu  vernachlässigen  sind,  sodafs 
auch  einfache  Differentialformeln  zur  Berechnung  der  Änderungen 
der  Azimute  aus  den  Änderungen  der  geographischen  Positionen 
ausreichen. 

Diese  Differentialformeln  sind  schon  abgeleitet.  Die  2.  oder  3. 
Formel  (4)  S.  282  geben  sofort  die  Änderung  duik  des  Azimuts  im 
Punkte  P,  nach  dem  Punkte  Pa-,  welche  zu  den  Änderungen  dBt 
und  dBk  der  geographischen  Breiten  und  zu  den  Änderungen  dLi 
und  dLjt  der  geographischen  Längen  der  beiden  Punkte  Pj  und  Pk 
gehöret,  und  zwar  hat  man: 


daa  =  ^    ^ 


I         1— e*/dm\     .  ,xj         1  —  c»    .  ,^ 


cos  JB, 


+  {dLi  —  dLt)  -j^—  cos  ttk 


•    (1) 


Die  Berechnung  der  Gröfsen  Ut  und  ihrer  Differentialquotienten 
ist  bereits  S.  283  u.  ff.  erledigt. 

Denken  wir  uns  also  in  aller  Schärfe  zu  vorläufigen  Werten 
B  und  L  der  geographischen  Positionen  die  Azimute  derjenigen  geo- 
dätischen Linien  berechnet,  welche  den  Seiten  des  Dreiecksnetzes  ent- 
sprechen, und  ist  äik  eines  dieser  berechneten  Azimute,  a^  der  be- 
obachtete (und  gehörig  nach  §  4  S.  488  reduzierte)  Wert,  sowie  lik 
eine  se.aem  Beobachtungsfehler  entsprechende  plausible  Verbesserung^ 
so  wird  man  dBi^  dBk,  dLi  und  dLk  dergestalt  wählen,  dafs  nach 
Mafsgabe  obiger  Gleichung  datk  dem  Wert 

«1*  +  iik  —  äik  (2) 


496        11   Kapitel.    Die  Berechnungsarbeiteu  für  eine  LaodesTermessang. 

gleich  ist.^)     Die  Beobachtung   des   Aziniutes   an    würde   also   die 
Fehlergleichimg  geben: 


^•*""««t  — «.*  + 


lik 


y^  ( ^ )  sin  an  dBi ^tt  sin  «x-/  dBk 

cos  B 

+  {dLi  —  dLk)      T.r       cos  «4/ 


.(3) 


Hierbei  genügt  es  natürlich  die  Koefficienten  rechts  mit  den  Nähe- 
rungswerten von  a  und  B  zu  berechnen. 

Es  wird  aber  im  allgemeinen  nicht  das  Azimut  gemessen,  son- 
dern ein  Satz  von  2  oder  mehr  Richtungen.  Durch  Beifügung  eines 
angemessenen  Wertes  wird  man  zwar  (und  wir  setzen  es  voraus) 
diese  Angaben  eines  Satzes  annähernd  auf  Azimute  bringen;  es  wird 
aber  immer  noch  eine  unbekannte  Korrektion  — n  bleiben  (u  Orientie- 
nmgsfehler  des  Satzes),  die  wir  allen  Angaben  a  eines  Satzes  bei- 
gefögt  zu  denken  haben  (Ausgleiciiungsrcchnnng  S.  IGO). 

Rechter  Hand  zu  obiger  Gleichung  tritt  also  nun  noch  die  Un- 
bekannte -\-  Uy  die  allen  Gleichungen  eines  Satzes  von  Richtungen 
gemeinsam  ist,  für  jeden  neuen  Satz  aber  sich  ändert  Die  FeJder- 
gleichungen  für  einen  Satz,  der  alle  vorkommenden  Richtungen  enthält, 
erlangen  somit  die  Form: 

X^^  —  k  +  u  +  Ot^  +  h^y  +  c^z^ „     (Jt 


(4) 


worin  nach  Mafsgabe  von  Gleichung  (3)  l  die  Differenz  hech,  Azimut 
—  her.  Azimut  bedeutet  und  x,  y,  z-  die  unbekannten  (differen- 
tialen)  Verbesserungen  der  geographischen  Koordinaten  aller  Punkte 
a,  6,  C'-  aber  ihre  Koefficienten  in  abgekürzter  Bezeichnung  vor- 
stellen. Die  Gewichte  g  setzen  wir  gleich  1,  so  lange  wirklich  die 
Richtungen  beobachtet  sind,  dagegen  gleich  null,  sobald  sie  nicht 
beobachtet  sind. 

Ein   2.  Satz  auf  demselben   Standpunkt   giebt  ein  System   der- 
selben Form,  etwa: 

A'i  =  —  r,  -f  n  +  a^x  +  h^y  +  ^»^  +  •  •  Gew. g\ 
Ai  =  —  /;  +  n  -f  a^x  +  b^y  +  c^ß  +  • '  „  !/2 
A's  =  —  4  +  n  +  a^x  +  h^y  +  v^z  +  •  •        „     r/i 


(5) 


*)  Zur  Berechnung  der  ä  können  die  Formeln  des  §  23,  S.  313,  dienen. 
Auch  die  Formeln  des  §  11,  S.  157,  dürften  sich  eignen,  und  es  fallen  hier  natür- 
lich die  Reduktionen  vom  astronomischen  aufs  geodätische  Azimut  weg. 
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ebenso  jeder  andere  Satz  auf  demselben  Standpunkt  und  schliefslich 
auch  auf  anderen  Standpunkten. 

Nur  der  Unterschied  besteht  fQr  verschiedene  Standpunkte^  dafs 
immer  neue  Aggregate  von  je  4  Unbekannten  auftreten,  während  bei 
den  Gleichungsystemen  eines  Standes  die  Aggregate  arc  +  fty  +  Cjef  +  " 
in  den  Gleichungen  mit  demselben  unteren  Index  (die  also  zu  derselben 
Richtung  gehören)  identisch  sind. 

Aufserdem  tritt  eine  Modifikation  ein  auf  der  1.  Station,  der 
astronomischen  Station.  Für  diese  sind  dB  und  dL  gleich  null. 
Ferner  ist  hier  ein  Azimut  wirklich  gegeben. 

Wir  sehen  indessen  vorläufig  davon,  dafs  ein  Azimut  gemessen 
ist,  ab  und  geben  erst  weiterhin  gleichzeitig  mit  der  Berücksichti- 
gung der  Grundlinie  an,  wie  es  einzuführen  ist.  Ganz  von  selbst 
wird  man  zu  der  Erkenntnis  gelangen,  dafs  die  Rechnung  dieselbe 
bleibt,  falls  Breit-e  und  Azimut  nicht  auf  ein  und  derselben  Station 
gemessen  sind. 

Um  nun  die  Quadratsumme  aller  Xkg  zu  einem  Minimum  zu 
machen,  hat  man  nur  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Bildung  der 
Normalgleichungen  zu  beachten  {Ausgleichungsrechnung  S.  116).  In 
Bezug  auf  die  Unbekannten  ergiebt  sich  dabei  ein  Unterschied,  weil 
die  ti ,  u  . .  immer  nur  in  einem  System  Fehlergleichungen  auftreten, 
Xy  y,  z , .  aber  in  verschiedenen  Systemen.  Jene  lokalen  Unbekannten 
wird  man  vor  allem  eliminieren,  ehe  noch  die  vollständigen  Normal- 
gleichungen für  X,  y,  z  . ,  gebildet  sind.  Man  kann  überhaupt,  da  die 
einzelne  Station  x,  y,  z . .  nicht  einzeln  bestimmt,  sondern  nur  Aggre- 
gate derselben,    diese  Aggregate  zunächst  als  Unbekannte  einführen. 

Nennen  wir  also  diese  unbekannten  Aggregate  auf  derjenigen 
Station,  für  welche  obige  Gleichungen  angeschrieben  sind,  -4,  J?, 
C..,  so  lauten  die  Fehlergleichungen : 


Aj  =  —  i,  -f-  M  -j-  ^    Gew.  g^ 
^  =  —  ^  +  w  +  -B       „    g^ 


A'i  =  —  il  +  **'  +  ^  Gew.  gi 
Ai  =  —  /i  +  u  +5  V  Sli 
Ai  =  —  &  -f  ti'  +  C       „     g's 


(6) 


Hierzu  gehören  die  Normalgleichungen: 

0 [gl\  +  \9]  u+Ag,  +  Bg,  +  Cg,  +  --  für  u 

0 [g'r]  +  [g']u+Ag\-hBg,  +  Cgs  +  --    „  u]        (7) 

•  •  .  ...  . 
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0  =  — 
0=  - 


{9zh\  +  M</3  +  «Vs  + 


+  A[g,]{xivA 
+  C  \g,\    „   C 


(8) 


Eliminiert  man  aus  letzteren  die  Unbekannten  u,  u  . . .  mittelst 
der  ersteren,  so  nehmen  sie  die  nachstehende  Form  au: 


0  =  —  (al)  +  A{aa)  +  B(ab)  +  C(flc)  +  •  •  für  ^ 
0  =  -  (bl)  +  ^(jilj)  +  li{b\>)  +  C(bt)  +  •  •  „  B 
0  =  -  (d)  +  A(a()  +  ii(ljr)  +  C((c)  +  •  •    „  C 


(9) 


Um  nun  zu  erkennen,  wie  man  diese  Ergebnisse  für  die  einzel- 
nen Stationen  weiter  zu  behandeln  hat,  denken  wir  uns  die  Normal- 
gleichung für  X  gebildet.  Hierzu  giebt  die  Station,  deren  Fehler- 
gleichungen (4)  und  (5)  speziell  notiert  sind,  einen  Beitrag  rechter 
Hand,  den  man  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  A,  B,  C...  wie 
folcrt  schreiben  kann: 


(10) 


oder  auch: 


cit  I   r 


,  1   rechte  Seite  der  Normalgl.  (8)  für  A  } 


(11) 


Da  die  Normalgleichungen  (7)  für  « ,  u  , .  .  dieselben  bleiben, 
man  mag  yl,  B^  C,,  als  Unbekannte  betrachten,  oder  direkt  auf 
X,  y,  z  ,.  operieren  (in  welchem  Falle -r4,  B^  C.  eben  nur  vorüber- 
gehende Abkürzungen  bezeichnen),  so  darf  man  im  Ausdruck  (11)  die 
Normalgleichungen  (8)  für  A,  B,  C,,  gleich  in  der  von  t/,  n  . .  . 
befreiten  Form  (9)  nehmen. 

Man  crhiilt  also  den  Beitrag  einer  Station  zur  Normalgleichniig 
für  X,  wonn  man  nach  Mafsgabe  von  (II)  die  rechten  Seiten  der 
Stationsnornuilgleichungen  (9)  der  Reihe  nach  mit  dem  Koefticienten 
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von  X  in  Af  By  C.,   multipliziert   und   addiert  —  und  schliefslich 
für  A,  By  C.,  noch  die  Ausdrücke  in  x,  ?/,  z,,  einsetzt 

Dies  dürfte  das  Ausgleichungsgeschäft  genügend  erläutern.  Man 
sieht,  dafs  jede  Station  für  sich  wie  üblich  bis  zur  Bildung  der  Nor- 
malgleichungen zu  behandeln  ist,  dafs  eine  stationsweise  Auflösung 
der  letzteren  aber  nicht  nötig  wird. 

§  11.  Oleicliuiigon  für  Azimut-  und  Basismessuiigeu.  Jede 
solche  Messung  giebt  eine  Gleichung  zwischen  den  4  Verbesserungen 
der  Koordinaten  der  Endpunkte  der  betreffenden  Linien. 

Der  Azimutmessting  entspricht  als  Bedingungsgleiclinng  die  Glei- 
chung (3)  S.  496,  wenn  A/*  =  null  gesetzt  wird. 

Der  Basismesmng  entspricht  die  Bedingungsgleichung  S/A==S/jt+^&,t, 
wobei  Sik  die  gemessene  Länge,  Sik  die  aus  den  genäherten  Ko- 
ordinatenwerten scharf  berechnete  Basislänge  und  dSik  den  Zuwachs 
von  Sik  durch  Änderung  der  geographischen  Koordinaten  der  End- 
punkte bedeutet 

Nach  der  1.  Gleichung  (4)  S.  282  ist  daher  diese  Bedingungs- 
gleichung die  folgende: 


0  =  Sik  —  Sik  +  ^0 


l^a     COS  UikdBi  H ^  ,  -  cos  UkidBk 

-f  {dLi  —  dLk)  -y^      sin  «x-, 


.    (1) 


Sind  mehrere  Grundlinien  gemessen,  so  stellt  man  für  jede  eine 
solche  Bedingungsgleichung  her,  befriedigt  also  jede  Basismessung 
streng.  Verbesserungen  anzubringen  erscheint  schon  darum  über- 
flüssig, weil  das  Verhältnis  zweier  benachbarter  Basislängen  aus  ihren 
direkten  Messungen  weit  schärfer  hervorgeht  als  aus  den  Winkel- 
messungen des  zwischenliegenden  Netzteiles.  Einen  anderen,  wich- 
tigeren Grund,  der  die  Behandlung  der  (1)  als  Fehlergleichungen 
geradezu  als  fehlerhaft  erscheinen  läfst,  werden  wir  in  §  18  des 
folgenden  Kapitels  erkennen   (vergl.  auch   die  Anm.  unten  daselbst). 

Um  die  Bedingungsgleichungen  für  das  Azimut  und  die  Grund- 
linien zu  berücksichtigen,  hat  man  (nach  Ausgleichungsrechnung 
S.  195,  Verfahren  I)  mittelst  derselben  je  eine  Unbekannte  vcw  Bil- 
dung der  allgemeinen  Normalgleichungen  zu  eliminieren.  Diese  Eli- 
mination erfolgt,  wie  man  unmittelbar  erkennt,  einfach  in  den  Aus- 
drücken für  A,  B,  C.,  sodafs  (wie  auch  von  voraherein  klar)  die 
Bildung  der  Stationsnormalgleichiuigen  (9)  S.  498  davon  gar  nicht 
berührt  wird. 
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Hat  man  aber  bereits  die  allgemeinen  Normalgleichnngen  aus 
den  Beitragen  (11)  S.  498  ermittelt,  ohne  jene  Bedingungen  zu  be- 
rücksichtigen;  so  geschieht  dieses  nachträglich  mittelst  der  Eoef&cienten 
jener  Normalgleichnngen  in  der  Weise ,  wie  es  nachfolgendes  Bei- 
spiel angiebt 

Seien  x  und  y  zwei  zur  Elimination  bestimmte  unbekannte, 
dann  kann  man  die  Bedingnngsgleichnngen  auf  die  Form  bringen: 

»  =  *o  +  *i^  +  *4'  + 
Irgend  eine  Fehlergleichung,  deren  ursprüngliche  Form 

A  =  —  ?  +  aa;  +  ^y  +  ^^  +  ^'^  +  •  •    G^w.  g  (3) 


'■■]       w 


ist,  würde  nun  durch  Elimination  von  x  und  y  die  neue  Form  er- 
halten haben: 

A__(i_ai,-Ji,)+(c+at,-f6Äi>+(d+at4-f»4)«-F..Gew.^.  (4^ 

In  unentwickelter  Form  [AusgleidkUfigsrechnwng  S.  80  (6)]  sind 
die  Normalgleichungen  in  Bezug  auf  (3): 

[akg\^Q        \bkg\^0       ickg]^0    ...;  (6) 

f&r  X  ftUr  y  fttr  » 

dagegen  ist  in  Bezug  auf  (4)  die  Normalgleichung  f ür  jer  in  unent- 
wickelter Form: 

[(c  +  ai,  +  6*i)A<?]-0.  (6) 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  die  Normalgleichung  für  e  sich  mittelst 
der,  in  Bezug  auf  die  Fehlergleichungen  (3)  gebildeten  Normal- 
gleichnngen (5)  wie  fol^  zusammensetzt: 

{Z)  +  (Z)H  +  {T)k,  =  0,  (7) 

wenn  (X),  (F)  und  (Z)  diese  letzteren  Normalgleichungen  der  Reihe 
nach  in  entwickelter  Form  bezeichnen,  in  welchen  Gleichungen  man 
sich  natürlich  x  und  y  mittelst  der  (2)  durch  z^  t...  dargestellt  zu 
denken  hat 

An  Stelle  der  (5)  treten  im  allgemeinen  die  (9)  S.  498. 

Wendet  man  das  Verfahren  II  von  S.  196  der  Äusgleichungsrechnung  auf 
vorstehendeB  Beispiel  an,  so  werden  bei  der  Buccessiyen  Elimination  der 
Unbekannten  aus  den  Normalgleichnngen  nach  Oaufs'  Algorithmus  saletzt 
einige  quadratische  Koef&cienten  Ton  Unbekannten  null  werden,  weil  sich 
ohne  Azimut-  und  Basismessung  nicht  alle  bestimmen  lassen.  Nichts- 
destoweniger läüst  sich  die  Rechnung  ganz  ohne  Schwierigkeit  fortsetzen, 
wenn  man,  sobald  keine  Unbekannten  mit  quadratischen  Eoefficienten  mehr 
vorkommen,  vorerst  die  folgenddh  Normalgleichungen  fSr  die  Korrelaten  Ä; 
zu  deren  Elimination  verwendet.  rVersl.  wichÄusQleichunasrechnuna  S.212Z).) 
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§  12.  Ton  Einzelheiten  mag  erwähnt  werden,  dafs  es  über- 
flüssig ist;  schon  vor  der  Stationsausgleichung  die  Reduktionen  des 
§  4  S.  488  anzubringen,  wie  auch  daselbst  bereits  bemerkt  wurde. 
Da  immer  dieselben  Reduktionen  auftreten,  wo  A  oder  B  oder  C . , . 
vorkommt,  kann  man  sie  sich  zu  diesen  Gröfsen  einstweilen  ge- 
schlagen denken  und  mufs  bei  Bildung  der  allgemeinen  Normal- 
gleichungen schliefslich  setzen  (§  10  S.  490  u.  497): 


A  =  tttX  -f-  btV  -|-  C^Z  -^  •  •  •  —  Reduktion  für  da«  Azimut  der  1.  Bichtoug 


C  =  a.^x  +  b^y  "f"  ^^  +  •  • '  —       "       "    "       "      "  3 


,  (1) 


indem  die  Reduktion  das  Vorzeichen  des  beobachteten  Azimuts  n  in 
den  Fehlergleichungen  hat. 

In   ganz    gleicher   Weise    kann    man    bei   Bildung   der    Fehler- 
gleichungen zunächst  für  ä  irjfend  einen  andern  vorliluhgen  Wert  a 
setzen  und  hat  nur  zum  Schlufs   bei  Substitution  der  Ausdrücke  für 
A,  B ,  C  . .   zu  vorstehenden  Ausdrücken  rechter  Hand  noch  bei- 
zufügen bezw.: 

—  CCi  -f-  äj  fttr  die  1.  Biohtung 

—  CCi  "7"  ^    »»     "    *•         » 

—  «3  -f"  ^3    "     »♦    '•  »♦ 


(2) 


Kommen  loJcale  Richtungen  vor,  d.  h.  solche,  die  nach  Punkten 
gehen,  die  nicht  in  die  Netzausgleichung  Eingang  finden,  so  fallen 
vorstehende  Substitutionen  fort,  da  die  Netzausgleichung  fiir  diese 
Richtungen  nur  dazu  dient,  sie  selbst  noch  weiter  zu  verbessern.  Ist 
also  die  3.  Richtung  z.  B.  eine  solche,  so  führt  man  einfach  das 
Symbol  C  in  der  allgemeinen  Ausgleichung  weiter. 

Man  wird  aber  leicht  bemerken,  dafs  es  zulassig  und  vorteilhaft 
ist,  vor  Bildung  der  allgemeinen  Normalgleichungen  dieses  C  aus  den 
Stationsnormalgleichungen  zu  eliminieren.  Die  Normalgleichung  für 
C,  in  welche  nachträglich  die  Substitutionen  für  A,  B,  2),..  zu 
machen  sind,  dient  nach  Beendigung  der  allgemeinen  Ausgleichung 
nur  noch  dazu,  C  zu  finden  und  aufserdem  bei  der  summarischen 
Bildung  von  [Xkg]  einen  Beitrag  zu  liefern  (Ausgleichungsrechnung 
S.  107). 

Wünscht  man  die  Resultate  der  Stationsausgleichungen  gesondert 
kennen  zu  lernen,  so  mufs  man  eine  der  Gröfsen  A,  B,  C.  (ent- 
sprechend Sessels  Verfahren)  null   setzen  oder  irgend  wie  annehmen 
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und  die  Normalgleich ung  derselben  weglassen;  denn  die  einzelne 
Station  bestimmt  selbstverständlich  diese  Gröfsen  nicht  völlig^  son- 
dern «nur  ihre  Differenzen.  Man  erkennt  dies  überdies  daran,  dafn 
stets  die  Summe  der  Stationsnormalgleichungen  (9)  S.  498  identisch 
null  ist.  Die  Resultate  der  Stationsausgleichungen  sind  im  all- 
gemeinen von  der  Form 

^1  +  ^0 ;     ^2  +  ^ü  1     ^3  +  Q ,  .  .  •  ,  (3) 

WO  ÄQy  Bqj  Cq.  .  .  die  für  diese  Symbole  erhaltenen  bezw.  angenom- 
menen Zahlwerte  bedeuten. 

Setzen  wir  umgedreht  voraus,  dafs  die  Stationsausgleichungen  nach 
Besselschem  oder  verwandtem  Verfahren  beendet  vorliegen,  so  sind  die 
Normalgleichungen  so  umzuwandeln,  dafs  sie  die  hier  vorausgesetzte 
Form  (9)  S.  498  erhalten.  Denkt  mau  sich  aber  in  diesem  System 
der  Normalgleichungen  entsprechend  dem  Bessehc^iQn  Verfahren  etwa 
A  und  die  1.  Gleichung  weg,  so  ist  es  eine  sehr  einfache  Sache,  die 
Ergänzung  zu  bewirken,  da  die  Summe  der  Koefficienten  derselben 
Unbekannten  in  dem  System  (9)  S.  498  immer  null  ist.  Man  braucht 
also  für  die  Unbekannten  Sy  (7...  in  den  Bessehc)iQn  Normal- 
gleichungen nur  B  —  -4,  C —  -4, ...  zu  setzen,  die  Glieder  mit  A  ih 
jeder  Gleichung  zu  vereinigen  und  dann  die  negative  Summengleichung 
zu  bilden,  in  welcher  man  die  Normalgleichung  für  A  vor  sich  hat. 
Das  gesamte  Gleichungssystem  ist  das  System  (9)  S.  498.  Bei 
dieser  Umformung  fallen,  indem  man  die  Resultate  der  Stationsaus- 
gleichung acceptiert,  die  (al),  (bl),  (cl)  ...  weg;  man  mufs  aber  nun 
in  den,  den  Ausdrücken  für  A^BjC ...  beizufügenden  Gliedern  a  —a 
[siehe  oben  das  System  (2)]  den  a  solche  Werte  geben,  dafs  die 
Differenzen  derselben  den  Ergebnissen  der  Stationsausgleichungen 
entsprechen. 

Bei  dem  Verfahren  der  preufsischen  LandestriangtUation  werden  in 
einem  gewissen  Fall  von  haus  aus,  wie  wir  es  oben  vorausgesetzt 
haben,  für  alle  Richtungen  einer  Station  Unbekannte  Ay  B,C ...  ein- 
geführt. Die  entstehenden  Normalgleichungen  sind  ohne  weiteres 
beizubehalten  und  zwar  in  der  ursprünglichen  Form.  Denn  die,  wie 
dort  üblich,  durch  Beifügung  einer  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
AyByC...  modificierte  Form  ist  jetzt  für  die  Gesamtausgleichung 
unbrauchbar  und  sie  dient  im  vorliegenden  Falle  nur  noch  dazu,  um 
rasch  die  Stationsergebnisse  allein  zu  erhalten.  Zum  Zwecke  der  Er- 
läuterung betrachten  wir  den  Fall,  dafs  alle  Winkel  (Kombinationen 
von  je  2  Richtungen)  gleich  oft  gemessen  seien  {Schreibers  Beob- 
achtungsverfahren, s.  o.).  Es  ist  dies  zugleich  der  einzige  Fall,  in 
welchem   die   Landestriangulation   das   erwähnte  Verfahren    benutzt^ 
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sonst  wendet  sie  das  Besselsche  an.    Dann  also  erhalten  die  Stations- 
normalgleiühuogen  die  Form: 

0  =  -  (nl;  +  (aa)  A  +  (ab)  B  +  (ab)  C  +  •  • 
0  =  —  (bl)  +  (Hb)  A  +  (aa)  B-\-(ab)C  +  -- 
0  =  -  (rlj  +  (ab)  A  +  (ab)  B  +  (aa)  C  +  •• 


(4) 


d.  h.  alle  quadratisclieu  Kuefficieiiten  sind  einander  gleich,  ebenso  alle 
nichtqiiadratisclien;  dabei  ist  für  n  Kicbtungen  wegen  des  identischen 
Verschwinden«  der  Summe  aller  Gleichunjren 


(du)  =  —  (n—  1)  {üb). 

Die  Landestriangulation  fügt  nun  die  Bedingungsgleichuug 

0  =  ^  +  JB  +  C  H 


(5) 


(6) 


bei.    Wird  dieselbe  mit  (ab)  multipliziert  und  von  den  (4)  abgezogen, 
so  erhält  man  das  modificierte  System: 

n 


0  =  -(fll)  +  _^^(ttfl)^ 

0  =  -(tIj  +  „"i(«fl)C' 


(7) 


Ein  ganz  direkter  Versuch  führt  aber  leicht  zu  der  Überzeugung,  dafs 
bei  der  Gesamtausgleichung  nach  vermittelnden  Beobachtungen  dieses 
System  zur  Bildung  der  Normalgleichungen  nicht  benutzt  werden  darf. 

Man  kann  dies  auch  wie  folgt  erkennen,  womit  zugleich  eine 
anschauliche  Darstellung  jenes  Verfahrens  gewonnen  wird  (die  in  an- 
deren komplizierteren  Fällen  ebenfalls  angewandt  werden  kann). 

Wir  ziehen  im  ursprünglichen  System  (4)  den  Ausdruck 

(üb){A-{-  B  +  C+'") 
in  (ab)  nu  zusammen  imd  schreiben  also  mit  Rücksicht  auf  (5): 


—  ai  —  H  , 


0  — 

-(«») 

0  — 

(bl) 

0  = 

-(tl) 

—  iüi)  —  u  . 


u  . 


n  —  1^      ^    '     n  —  1^      ^ 
n  —  1  ^      ^    ^    n  —  1  ^     ^ 

"  ,  (aa)+     "■    (aa)C 


u  =  ^^(A  +  B  +  C+---). 


(8) 
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Stellt  man  sich  aber  vor^  dafs  nur  ein  vollständiger  Satz  aller 

Richtungen  mit  dem  Gewicht  — — j  (üü)  beobachtet  sei,    so  erhält 

man  direkt  ganz  dieselbe  Form  der  Gleichungen,  wie  der  übliche 
Rechnungsgang  zeigt  [S.  497  u.  498  (6)  bis  (9)].  Man  kann  also  den 
Komplex  der  Winkelbeobachtungen  wie  einen  vollständigen  Satz  auf- 

fassen  mit  dem  Gewicht  __  (üü)  :  äquivalenter  Satz  (vergl.  Ans- 
gTeichungsrechnung  S.  164). 

Da  nun  die  Stationsnormalgleichungen  die  Form  (8)  annehmen 
unu  bei  dem  Verfahren  des  §  10  die  Annahme  (6)  unzulässig  ist, 
so  müssen  wir  (8)  d.  h.  nach  Restitution  des  Ausdrucks  für  u:  das 
System  (4)  und  nicht  (7)  für  die  Netzausgleichung  beibehalten. 

Die  modificierte  Form  (7)  giebt  jedoch  die  Winkel  bei  der  Stations- 
ausgleichung (und  nur  um  diese  handelt  es  sich  in  dem  Falle)  ganz 
korrekt,  da  -4,  JB,  C...  nach  (7)  und  (8j  nur  um  eine  Konstaute,  u 
selbst,  verschieden  erhalten  werden. 

Man  sieht  nun  auch,  beiläufig  bemerkt,  weshalb  es  zuliissig  ist,  bei  der 
Ausgleichung  des  Netzes  nach  bedingten  Beobachtungen  mit  den  Gleichungen 
(7)  zu  rechnen,  ohne  die  Bedingungsglcichung  0-=»A-\-lS-{-C-\---^ 
weiter  aufzuführen,  wie  es  bei  der  Landestriangulation  in  der  That  üblich 
ist.  Denn  denkt  man  sich  im  vorliegenden  Falle  den  ^8)  entsprechend 
anstatt  A,  JO,  C  •  •  •  A  —  u,  B  —  u,  C  —  u  ■  -  geschrieben,  so  fällt  doch 
u  stets  aus  den  Bedingungttgleichungen  heraus,  da  die  GröPsen  A  —  u, 
B  —  u,  C—u,'"  nicht  einzeln,  sondern  inmier  paarweise  auftreten. 

§13.  Summarische  Berecliiniug  von  [Ikg].  Die  allgemeinen 
Normalgleichungen  für  x,  y,  z ...  nehmen  die  Form  an: 


0  — 

—  (al)  +  (aa)  x  +  (ab)  y  +  (ac)  -er  +  * ' ' 

0  = 

—  (bl)  +  (ab)  X  +  (bb)  y  +  (bc)  ^  +  . . . 

0  — 

—  (et)  +  ('«O  '''  +  (^^')  V  +  (^0  -2?  +  •  •  • 

(1) 


wobei  es  ganz  gleichgültig  sein  niufs,  ob  man  hior/Ai  durch  die 
Stationsnormalgleichungen  gelangt,  oder  direkt.  Jedenfalls  sind  die 
u,  w'  .  .  .  eliminiert  zu  denken. 

Man  hat  nun  nach  allgemeinen  Formeln  in  Gai(Si>iac\\Qr  Ausdrucks- 
weise  [Ausgleichiuujsrechnmig  S.  107  (9)  bezw.  S.  121  (S)J: 

[kk,j]  =  I-II  (2) 

11  =  I  ("'>'  4-  ''''•  '^'  4-  ^'■'  •  -^'    _     .    !       ' 

l  («(()  "•   ^^/> .  I)  "r"  (cc  .2)  *  ' ) 
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wobei  in  [XXg]  und  [llo]  diu  Summienmg  über  untere  und  obere  In- 
dices  und  ül  er  alle  Stationen  erstreckt  ist,  bei  den  andern  eckigen 
Klammern  aber  nur  übor  untere  Indiees,  d.  h.  über  jeden  einzel- 
nen Satz. 

Wlihreud  Teil  II  vorstehenden  Ausdruckes  für  [^Ig]  sich  mittelst 
der  allgemeinen  Normalgleichungen  (1)  berechnen  läfst  und  auch  in 

die  vxestalt  * 

n=[{ai)x  +  (bl)ij  +  (cl)z -{-■■■}  (4) 

gebracht  werden  kann,  ist  es  für  den  ersten  notig,  weiter  zurückzu- 
gehen. Es  werden  aber  bereits  bei  den  Stationsausgleichtingen  die 
Suramen  zur  Berechnung  des  Beitrags  jeder  Station  filr  den  Teil  I 
ermittelt  (vgl.  die  (7)  S.  497),  vorausgesetzt,  dafs  man  bereits  hierbei 
die  definitiven,  mittelst  der  aus  den  vorläufigen  Werten  der  geographi- 
schen Koordinaten  berechneten  Azimute  ä  abgeleiteten  l  angewandt  hat. 
Sind  dazu  indes,  wie  schon  oben  vorausgesetzt,  andere  Werte  ä'  ver- 
wandt, und  sind  auch  anfangs  die  Reduktionen  weggeblieben,  so  ist 
nun  eine  neue  Formel  nöti<j^,  welche,  die  Stationsrechnungen  benutzend, 
eine  möglichst  einfache  Bildung  des  Teiles  I  gestattet.  Wir  gehen 
zur  Entwicklung  derselben  über. 

Die  Stationsausgleichungen  geben  anstatt  der  L  andere  Verbesse- 
rungen c;  auch  t<,  n  . . .,  sowie  A,  Ii,C . ,.  haben  hi^r  nicht  die  Werte, 
wie  sie  der  allgemeinen  Ausgleichung  entsprechen,  sondern  andere 
Werte,  die  wir  durch  den  untern  Index  0  auszeichnen.  Da  auch  die  I 
nicht  notwendig  schon  diejenigen  der  allgemeinen  Ausgleichung  sind, 
mufs  dafür  ein  andres  Symbol  l  gesetzt  werden.  Filr  die  Richtungs- 
sätze einer  Station  hat  man  also  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die 
Staiionsausgleichung  allein  nachstehende  Fehlergleichungen: 


e,  =      Ij  +  j^^, -f  4,    (;ow.  g, 

c\  =  —  i;  +  Um  +  Äq   Gew.  g\ 

•  •  • 

e.,—       l,^n^^B,,       ,,     //, 

C2 U  +  ih  +  Bq       „     g^ 

•  •  • 

^3  —       -  I3  +  ^'0  +  t()             V        U'6 

c'3—       U  +  i'ü  +  Co       „     gz 

•  •  ■ 

•  •  • 

(5) 


Die  Beziehung  der  l  zu  den  l  ergiebt  sich  daraus,  dafs  für  irgend 
eine  Richtung  (entsprechend  dem  in  §  12  S.  501  vorausgesetzten 
Gange)  zu  setzen  ist: 

1  =  «  —  a'         l  =^  CC  -  -  ä  -\-  Red.  f.  dieae  Richtung  \ 

Man  hat  also  allgemein:  \  (6) 

l  =  1  -|-  « '  —  ä  -f-  Red-  f-  diosü  Richtung.  j 

Die  Stationsfehlergleichungen  geben  nun  in  Verbindung  mit  der 
letzten  Beziehung  die  Relationen: 
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•              • 

-  6,  +  «,  +  (1) 

-  e,  +  u„  +  (2) 
-e,  +  «0  +  (3) 

9i 
9t 
9» 

• 

j 
i     • 

Cl  +  «0  +  (1) 

-  ei  +  .^  +  (2) 

-  ei  +  «;  +  (3) 

<7i 

• 

•  •    • 

•  •   • 

•  •   • 

•  •   • 

'  Co 


wenn  man  die  nachstehenden  Abkürzungen  benutzt: 

(1)  =  («1  +   A)  +  l^'f^l    —  «1     ^-  ^'  '•  Richtung 

(2)  =  (äi  +  £„)  +  ilu^Y/jj  —   «j,     ,.    „    JJ. 

(3)  =  («i  +  Co)  +  li^h  ~"  ^3   "  "  ^' 


(8) 


in  denen  ä'i  +  J„,  «2  +  ^0?  ^3  +  ^o?  •  •  •  ^*®  ErgebniHse  der  Stations- 
aasgleichungen für  die  Richtungen  bedeuten  (§  12  S.  502). 

Bildet  man  nun  nach  den  Relationen  (7)  zunächst  für  eine  Station 
durch  Quadrieren  und  Addieren  \U(j]j  so  folgt,  wenn  bei  llg  und 
eeg  nach  oberen  und  unteren  Indiees  summiert  wird: 

[llg]  =  [ccff\  +  {„,-\-{l)]'<,,^{„„-{-{2)}'g,+  {u,-\-{3)]'ff,-\---\ 

Alle  doppelten  Produkte  fallen  hierbei  weg^  da  zufolge  der  Stations- 
normalgleichungen deren  Faktoren 

[^i<7i]  =  [€292]  =  [^'iff-A  =  •  •  • 

sowie  f^^j  _  ^^y^  _  [^.^. j  _  ^ 

gleich  null  sind. 

Andrerseits  finden  für  die  einzelnen  Reihen  (also  Summierung 
nach  unterem  Index  allein),  die  Beziehungen  statt: 

U9]  =  «0  [i7]  +  (1) .'/.  4-  (2)  g,  +  (3)  g,  + 

[i'g']  =  «0  lg']  +  (1)  g\  +  (2)  i^i  + 1^»  //i  + 


•      •      • 


•     •     • 


(10) 


Man  erhalt  hieraus  leicht  die  Werte  von  [i</]*: [^r],  [l'g'Y-\g'],  •  •  • 
und  damit  fUr  die  einzelne  Station  die  Gleichung: 


mal    f'^i*"   f^']'       - 


[eci7]+ ( 1  f  [«/,  1  +  (2f  r<7,]  +  (3)%3]  + 
[9] 


(11) 


Dieselbe  gilt  für  jede  Station  und  man  hat  daher  für  Teil  I,  um 
nicht  die  l  der  einzelnen  Beobachtungen  herstellen  zu  müssen,  die 
Rechnung  wie  folgt  zu  führen.     Es  ist  zu  setzen: 
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/Samme  aller  [^Cüf]  für  alle  Stationen  nach  Mafsgabe  aller  StatiunaauHgleichuugen 


I     [  Summe  aller  (i  )*f^/]  <""'  »^^c  im  Nel 
T  ____  i  \         die  Summe  der  (iewiclite  aller  £ 


Summe  aller 


Netze  beobachtoteu 
ilinstellungen  der 


Richtungen,  wobei  \gi\  \ 
i .  Rkhtunn  bedeutet         » 


(12) 


für  alle  Ssitze,  wobei  [ff  | 


die  Summe  der  Gewiclite  aller  Richtungen  eines  Satzes  bedeutet. 


Sind  die  Teile  I  und  II  und  diiniit  |AA//J  nach  den  vorij^en  Formeln 
ermittelt,  so  erliillt  man  damit  also  [AA//]  durch  summarische  Be- 
rechnung; wir  denken  uns  hierbei  die  [cc(j]  für  die  Stationen  kon- 
senquentermafsen  ebenfalls  nach  den  bekannten  Summonforraeln  ab- 
geleitet. 

Zur  Kontrolle  kann  man  nunmehr,  ebenso  wie  man  die  \f'Cff] 
aus  den  numerisch  im  einzelnen  ermittelten  e  berechnen  kann,  auch 
[AA(/]  aus  den  einzeln  berechneten  A  ermitteln  —  oder  man  kann,  um 
nicht  wie  bei  den  e  auf  die  einzelnen  Beobachtungen  nochmals  zurück- 
gehen zu  müssen,  sich  der  weiterhin  folgenden  Kontrollformel  bedienen. 

Zieht  man  von  jeder  Fehlergleichung  für  A  die  entsprechende 
für  e  ab,  vergl.  (ii)  S.  497  und  (7)  S.  506,  und  beachtet  die  Be- 
ziehung von  i  zu  1,  so  erhält  man  für  die  Richtungssätze  irgend 
einer  Station: 


A,  =  c.  +  d  -  (1') 

9r 

a;  -  e\  +  d' 

-  (1') 

9\ 

•     •     • 

A,  =  «•,  +  <? -(2') 

9i  ■ 

A,  —  Cj  +  d 

-(2') 

9\ 

•     •     • 

h  =  e,  +  d-  (3') 

9z  ' 

.      1 

•          •          •          • 

(3") 

•                   • 

9, 

.   1 

•  •     • 

•  •     • 

,(13) 


worin  gesetzt  ist: 


S  ^  ti  —  M,;     d'  =  u  —  «'„ ;  •  •  • 

(l')  =  {l)-(a^x  +  h,,j  +  c,z +  ■■■)] 
(2')  =  (2)  -  {a,x  +  ft,y  +  r,^  +  . . .) 
(3')  =  (3)  -  ia,x  +  b,ij  +  f^r  +  . .  .) 


(14) 


(15) 


Man  erhält  nun  mittelst  der  vorigen  Gleichungen  durch  Bildung 
aller  AA^  für  eine  Station,  so  dafs  also  die  Summen  [AA^]  und  [eeg] 
sich  auf  oberen  und  unteren  Index  innerhalb  einer  Station  beziehen: 


[Xig]  = 


[eeg]  +  iiy[g,]  +  {2y[g,]  +  (S'/fi/sl  + 

+  sng]  +  «J'M/J  +  •  •  • 

l  -  2{l')[dg,]  -  2{2')\dg,]^-  2i3')[dg,]  - 


(16) 


Nun  ist  aber  aus  den  Normalgleichungen  für  Uq  und  u  sofort  abzuleiten, 
vergL  (7)  S.  497: 


508        II-  KapiteL    Die  Berechnnogsaibeiteii  fttr  eine  LandetTermeuang. 


th 


[gl]  —  A^g,  —  B^g,  —  Cpg^  — 

\9] 


_[gn  — (<»i*+ftiy+C|g+--)g|— (<«»ag+&,y+c,<+-)g,-(a,a;+5,y+<!,g+-)g» 

" [9] 


und  hieraus  mit  RQcksicht  auf  die  (6)  und  (8): 

A      (i')g.  +  (g')iy.  +  (8')</,  +_^ 
0  =.  -  ^y- 


Ebenao  ist: 


(17) 


u.  8.  f.  für  alle  anderen  Sätze.  Mittelst  dieser  Relationen  folgt  aber, 
indem  man  die  Gleichung  für  d  mit  [g]d,  diejenige  für  S'  mit  [<;']d' 
multipliziert,  u.  s.  f.  und  dann  addiert: 

«*[?]  +  «J'VJ  +  ---  =  (l')[*<7.]  +  (2')[«>«/,]  +  (3')[<J«;,]+   •••    (18) 


[AA<7]  - 


Man  erhält  sonach  für  die  einzelne  Station: 

[eei/]  +  (iy\9,]  +  {2y\g,]  +  (3'«)[^,]  +  •  •  • 

~     [ß]     "  "  "    ■      &]    " 

Durch  Bildung  der  Summe   [XXg]  für  das  ganze  Netz  ergiebt  sich 
endlich  die  KontroUformel: 

I  Samme  aller  [^(^tiPl  fttr  alle  Statlouen;  aus  den  einzelnen  ß  su  berechnen  } 

I      f  Summ«  aller  (l)^[ffi]  'ttr  alle  Ricbtungon  des  Netzes,  wobei  [ffi]\ 
l     die  Gcwichtssumme  aller  Einstellungen  der  i.Kiclituug  bedeutet      j 


(19) 


[iig] 


=  1 


[9] 
wobei  [g^  die  Uewiohtssuoime  oller  Bichtungen  eines  Satses  ist. 


(20) 


§  14.  Fortsetzung.  Die  Funktion  von  (l),  (2\  (3)  . . .  in  dem 
Ausdrucke  für  1  nach  Formel  (12)  S.  507)  und  die  ganz  ebenso  ge- 
bildete Funktion  von  (!'),  (2'),  (3')  .  .  in  dem  Ausdrucke  für  [XXg] 
nach  (20)  oben  kann  man  in  vielen  Fällen  mit  Nutzen  unter  An- 
wendung der  Koeffkienten  der  SintimsnornmJgleichiuigm  bilden. 

Setzt  man  in  die  nachstehenden  Ajrtfreirate 


nr)*^o' 


ug.  +  xig'.  +  ...     +B\gJi  \ 


(1) 


die  Gewichte  g^  g  .  -  entsprechend  den  Uichtungssätzen  einer  Station 
genommen  und  unter  u,  n  . .  sowie  A^  B,  C. .  vorläufig  ganz  beliebige 
Werte  verstanden,  für  u,  u' . . .  die  Werte: 
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~  l9] 


H    =  — 


[9] 


(2) 


80  gehen  sie,  wie  der  Vergleich  mit.  (7)  bis  (9)  S.  497  u.  498  zeigt,  in 
nachstehende  Aggregate  Aber: 


(««)  A  +  (Hb)  B-\-(ttt)C+... 

(ab)  Ä  +  (kk)  B  +  (bf)  C  +  . . . 


(3) 


deren  Eoefficienten  völlig  mit  denen  der  Stationsnormalgleichnngen 
übereinstimmen.  Multipliziert  man  nun  die  Aggregate  in  beiden 
Formen  mit  A,  B,C . . .  der  Reihe  nach,  addiert  sie  dann  und  eliminiert 
aus  der  1.  Form  u,  u  . . .  mittelst  der  (2)^  so  wird  erhalten: 


f  A'  [g,]  +  B*  [g,]  +  C  [g,]  +  . 
jÄg,  +Bg,  +  Cg, +  ...)* 

{■lg; +Bg;  +  cg; +  ■■.}' 

~  [j9'-\ 


i 


(4) 


A{(aa) A  +  (ab) B +  (ac)C -{-...]  ' 
+  B[(ab)A  +  (fck)  B  +  (bf)C  +  ...] 
+  C[(at)A+  (bt)  B  +  (ft)C  +  ...) 

[  + 


Hierin  kann  man  fQr  die  noch  willkürlichen  Werte  ÄyB,C . . .  seteen: 

^  =  (1)    5  =  (2)    C— (3)...  (5) 

oder 

^  =  (1')    B  =  (2')    0-=(3')...  (6) 

und  erhält  damit  Formeln  zur  stationsweisen  Berechnung  der  be- 
tre£Fenden  Glieder  der  Formeln  (12)  S.  507  und  (20)  S.  508.  Die 
Stationsnormalgleichungen  sind  hierbei  in  der  Form  (9)  S.  498  voraus- 
gesetzt|  wie  es  für  die  Bildung  der  zur  gesamten  Netzausgleichung 
gehörigen  allgemeinen  Normalgleichungen  n^h  §  10  nötig  ist. 

An  diese  Form  ist  man  aber  nicht  gebunden^  sondern  kann  auch 
die  J7es^che  Form  anwenden.  Zieht  man^  um  dies  nachzuweisen,  von 
dem  Ausdrucke  rechter  Uand  in  (4)  den  Ausdruck  ab: 
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+  B{(ah)  A  +  (b\t)  Ä  +  (br)  A-\- ...] 
+  C{iaf)  A  +  {bt)  A  -i-  ((t)  A  +  . .  .\ 

[  +  : 

d.  h.  null,  und  setzt  man  dann  B  —  Ä  =  B',     C  —  A 
folgt  der  gleichwertige  Ausdruck: 

B'{(bb)B'  +  ibc)C'  +  ...} 
+  C'{(bt)B'-\-{ct)C'  +  ...] 


=  C  .  .  .,    80 


(7) 


wie  man  successive  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  (üü)  4~  (^i^) 
+  (ac)  +  . . .  =  0,  (ab)  +  {bb)  +  (bt)  +  ...  =  0,  u.  s.  f.,  ohne 
MQhe  findet. 

Dieses  zeigt^  dafs  man  auch  mit  den  Eoefficieuten  der  Besselschen 
Stationsnormalgleichungen  rechnen  kann,  wenn  man  in  (4)  rechter 
Hand  den  gleichwertigen  Ausdruck  (7)  einführt  und  darin  setzt: 


B'  SS  (2) (1)       C  =  (3)  —  (l)  .  .  .   '"'  ^^  Anwendung  auf  (12)  S.  607 

B'  =  (2')  -  (1')      C  =  (3')  -  (V)  .  .  . 


»I     « 


(20)  S.  508. 


(8) 


Nunmehr  ergiebt  sich  mittelst  der  Koefficienten  der  reducierten 
Normalgleichungen  endlich  noch  eine  3.  Form  der  rechten  Seite  in  (4) 
(Ausgleichungsrechnung  S.  101).  Man  kaim  nämlich  anstatt  (7)  schreiben : 


'(H)(b'  +  ||c-  + 


])'  -\ —  j* 


+  {n.2)[ir  -] — ) 


(7*) 


f&r  welche,  durch  successive  Elimination  aus  (7)  in  bekannter  Weise 
abzuleitende  Umformung  wir  den  Nachweis  übergehen. 

Mit  dem  letzten  Ausdrack  sind  wir  bei  dem,  den  einzelnen  Stations- 
messungen  äquivalenten  System  van  Winkelfunktionen  angelangt.  Ein  Ver- 
gleich mit  Ausgleichungsrechnung  S.  166  (ö)  wird  zeigen,  dafs  die  ge- 
schlungenen Parenthesen  der  einzelnen  Zeilen  des  Ausdrucks  (7*),  wenn  man 
für  B\  C\  D\ . .  die  Zahlwerte  zufolge  einer  Stationsausgleichung  setzt, 
ein  dem  Komplex  der  Stationsmessuog  äquivalentes  System  von  Funktionen 
der  Winkel  zwischen  der  1.  und  den  anderen  Richtungen  vorstellen.  Wendet 
man  aber  die  1.  Reihe  der  Substitutionen  (8)  an,  so  erhält  man  die  negativen 
Änderungen  dieser  Funktionen  durch  Einführung  der  Näherungswerte  ä  und 
der  Reduktionen  beim  Übergang  zur  Netzausgleichung.    Setzt  man  dagegen 
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die  2.  Substitutionen  (8),  so  erhält  man  die  negativen  Verbesserungen  der- 
selben Funktionen  zufolge  der  Netzausgleichung.  Der  Ausdruck  (7*)  stellt 
dann  die  in  ihre  Gewichte  multiplizierte  Quadratsumme  dieser  Verbesse- 
rungen vor. 

§  15.  Mittlerer  Fehler  der  Gewichtseinheit;  allgemeine 
Bemerkungen«  Das  angegebene  Ausgleich  ungs verfahren  gilt  nicht 
nur,  wenn  die  g  =  l  oder  null  sind,  sondern  allgemein;  es  setzt  aber 
voraus  y  dafs  erhebliche  Fehlerquellen  bei  der  Netzausgleichung  nicht 
hervortreten,  dafs  also  die  Beobachtungsfehler  nicht  zum  Teil  durch 
konstant  oder  systematisch  wirkende  Ursachen  erzeugt  werden.  Wir 
gehen  hier  auf  die  in  dieser  Beziehung  bemerkenswerten  Fragen:  wie 
im  letzteren  Falle  die  Ausgleichung  zu  modificieren  wäre,  ob  und 
wann  für  einzelne  Richtungen  oder  Messungen  überhaupt  ungleiche 
Gewichte  einzuführen  sind  und  welches  die  Bedeutung  der  aus  der 
Ausgleichung  folgenden  mittleren  Fehler  ist,  nicht  ein.*)  Wir  er- 
wähnen nur  die  rein  formelle  Beziehung,  dafs  der  m.  F.  der  Ge- 
wichtseinheit für  die  einzelne  Station  zufolge  der  Stationsausgleichung 
sich  mittelst  des  zugehörigen  [eeg]  nach  der  bekannten  Formel  ergiebt: 

worin  E  die  Anzahl  der  Riehtungsbeobachtungen,  S  die  Anzahl  der 
Sätze  und  m  die  Anzahl  der  Richtungen  bedeutet. 

Die  Widersprüche  der  Netzausgleichung  allein  geben  als  m.  P. 
der  Gewichtseinheit: 


+v«  - 


\XXg]  -  [eeg]  .  . 


worin  M  die  Anzahl  der  Richtungen  von  den  N  —  F  Standpunkten 
nach  den  N  Netzpunkten  überhaupt  und  G  die  Anzahl  der  Grund- 
linien bedeutet.  Aus  (1)  und  (2)  zusammen  folgt  endlich  durch 
Addition  der  Zähler  und  Nenner: 


±y, 


[J{]  -  [S]  -  2iV'  +  M  —  [m]  +  G  +  3  *  ^^^ 

Die  Nenner  entsprechen  in  jedem   Falle  der   Anzahl   der   über- 
schüssigen Beobachtungen  {Ausgleichungsrechming  S.  208  und  325**)). 

*)  Übor  diese  Fragen  vergl.  die  erwähnten  Abhandlungen  von  Scfireiber  nnd 
das  mehrgenannte  Referat  über  die  Dänische  Gradmessung,  sowie  diese  selbst. 

**)  Bezüglich  unserer  Formel  für  die  Anzahl  der  Winkelgleichungen  ebenda 
S.  32G  sei  hier  beiläufig  ergänzend  bemerkt,  dafs  sie  zufolge  ihrer  Ableitung 
nur  fi'ir  den  Fnll  <rilt,  wo  jeder  Standpunkt  wenigstens  mit  2  anderen  solchen 
durch  gegenseitige  Kicbtunoren  verbunden  ist.  Dies  ist  allerdings  in  guten 
Oreiecksuetzen  immer  der  Fall. 
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Bei  ihrer  Bildung  ist  natürlich  angenommen,  dafs  solche  Punkte  nicht 
als  Netzpunkte  gezählt  sind,  welche  nicht  in  die  Netzausgleichung 
aufgenommen  wurden  resp.  werden  konnten,  gleichwohl  aber  in  den 
Stationsausgleichungen  vorkommen.  Wenn  dergleichen  überhaupt  nicht 
vorhanden  sind,  so  ist  M  —  [m]  =  0. 

Die  in  den  letzten  Paragraphen  angegebene  Ausgleichungsmethode 
wird  zwar  bei  einfachen  Ketten  komplizierter  als  die  übliche  nach 
bedingten  Beobachtungen,  aber  sie  gestattet  mit  Leichtigkeit  den 
Siusammenschlufs  verschiedener  Netze,  welche  in  gemeinsamen  Punkten 
zusammentreffen,  nicht  blos  in  der  Weise,  dafs  die  Resultate  der 
Einzelausgleichungen  einiger  Netze  ganz  oder  teilweise  beibehalten 
werden,  sondern  auch  so,  dafs  der  Gesamtkomplex  eine  Ausgleichung 
aus  einem  Gusse  erfährt. 

Zu  letzterem  Zwecke  ist  aus  den  Normalgleichungen  der  ver- 
schiedenen Netzteile  durch  Addition  derjenigen  Gleichungen,  welche 
derselben  Unbekannten  angehören,  ein  Hauptsystem  zu  bilden.  Der 
Obersichtlichkeit  wegen  wird  man  jene  Addition  erst  vornehmen, 
nachdem  bereits  die  Unbekannten,  welche  nicht  in  mehreren  Netzteilen 
erscheinen,  eliminiert  sind:   ein  Verfahren,  welches  ganz  streng  ist 

Wie  sich  die  Ausgleichung  gestaltet,  wenn  die  Resultate  der 
Ausgleichung  der  Einzelnetze  teilweise  beibehalten  werden  sollen, 
bedarf  ebenso  wenig  der  Besprechung,  wie  die  bereits  erwähnte  Ein- 
schaltung von  Punkten  in  ein  fertiges  Netz,  da  hier  das  allgemeine 
Verfahren  keine  weitere  Änderung  erleidet,  als  dafs  einzelne  Un- 
bekannte gegd)ene  Werte  annehmen. 


12.  Kapitel. 


Messungen  auf  der  physischen  Erdoberfläche  und  näherungs- 
weise  Bestimmung  einzelner  Teile  des  Oeoids. 

§  1.  Referenzelllpsoid  und  Lotabweichung.  Bei  allen  Be- 
trachtungen seit  S.  134  ist  angenommen  worden,  dafs  die  Lotrichtungen 
der  geodätischen  Operationspunkte  auf  der  physischen  Erdoberfläche 
die  geradlinigen  Lotlinien  einer  mathematischen  Erdoberfläche  seien, 
welche  die  Gestalt  eines  schwachabgeplatteten  Rotationsellipsoids  hat. 
Indes  schon  Kapitel  1  u.  2  der  Einleitung  setzen  aus  einander,  in- 
wiefern dies  irrig  ist.  Damach  besitzen  weder  die  mathematische  Erd- 
oberfläche, noch  überhaupt  Niveauflächen  in  der  Nähe  der  physischen 
Erdoberfläche  jene  Form  in  Strenge,  sondern  nur  angenähert    Auch 
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haben  diese  Niveauflächen  nicht  genau  parallele  Lage  zu  einander, 
weshalb  die  Lotlinien  schwach  gekrümmt  sind  und  von  Lotrichtungen 
bei  mathematischen  Auseinandersetzungen  unterschieden  werden 
müssen. 

Wenn  nun  also  bisher  für  die  Reduktion  der  geodätischen 
Messungen  ein  solches  Rotationsellipsoid  vorausgesetzt  wurde,  so  ist 
das  keinesfalls  streng.  Aber  die  Unbekanntschaft  mit  der  genaueren 
Gestaltung  der  Niveauflächen  nötigt  vorerst  dazu,  auch  in  der  Praxis 
jene  Voraussetzung  zu  machen:  es  ist  eine  1.  Annäherung. 

Nehmen  wir  indessen  einmal  an,  dafs  die  Figur  der  Niveauflächen 
und  demgemäfs  auch  der  Verlauf  der  Lotlinien  bekannt  seien.  Wie 
würde  man  alsdann  die  geodätischen  Messungen  auf  der  physischen 
Erdoberfläche  reduzieren?  Würde  man  insbesondere  auf  eine  der 
Niveauflächen  reduzieren? 

Hier  lautet  die  Antwort:  Nein.  Wie  schon  in  der  Einleitung 
erwähnt,  besitzen  das  Oeoid  und  ebenso  alle  der  physischen  Erd- 
oberfläche benachbarten  Niveauflächen  aufser  kontinentalen  rasch 
wechselnde  lokale  Unregelmäfsigkeiten.  Diese  letzteren  äufsem  sich 
namentlich  als  beträchtliche  Variationen  der  Gröfse  der  Krümmungs- 
radien, wobei  Diskontinuitäten  oder  kontinuirliche  Variationen,  die 
praktisch  solchen  gleich  zu  achten,  nicht  ausgeschlossen  sind.  Die 
lokale  Veränderlichkeit  ist  der  Geschwindigkeit  nach  dieselbe,  wie 
bei  einem  Hügelland,  ohne  dafs  es  indes  zur  Bildung  von  Thälern 
(Konkavitäten)  kommt,  weil  der  Krümmungsradius  voraussichtlich  doch 
stets  nach  innen  gerichtet  bleibt. 

Solche  unregelmäfsige  Flächen  eignen  sich  nicht  zur  bequemen 
mathematischen  Behandlung.  Namentlich  würden  Reihenentwicklungen, 
wie  bereits  S.  22  bemerkt  wurde,  schon  für  kurze  geodätische  Linien 
von  der  Länge  der  Dreieck^seiten  1.  Ordnung  ganz  unpraktikabel,  ja 
zum  Teil  unmöglich  werden,  da  auf  solche  Strecken  bereits  zahlreiche 
Variationen  der  Krümmung  stattfinden. 

Man  hat  allerdings  die  Formeln  der  Geodäsie  zum  Teil  für  be- 
liebige Flächen  entwickelt,  u.  a.  diejenigen  für  geodätische  Dreiecke 
und  für  die  Abweichung  des  vertikalen  Schnitts  von  der  geodätischen 
Linie.  Allein  fßr  wirkliche  Niveauflächen  sind  diese  Entwicklungen 
gänzlich  wertlos,  da  sie  viel  zu  wenig  Glieder  haben  und  oftmals  nicht 
konvergieren  würden.  (Ebenso  wertlos  sind  natürlich  die  Schlüsse, 
welche  aus  jenen  Entwicklungen  für  die  Allgemeingültigkeit  der  üb- 
lichen geodätischen  Methoden  gezogen  worden  sind.) 

Die  mathematische  Behandlung  verlangt  eine  einfache  Fläche  und, 
wie  früher  bemerkt,  genügt  das  schwach  abgeplattete  Rotationsellip- 
soid nicht  nur,  sondern  ist  auch  trefflich  geeignet  wegen  seiner  be- 
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quemen  Formeln.  Der  Einwand,  welcher  sich  gegen  seine  Anwendung 
erheben  läfst,  dafs  ein  nichthomogener,  flüssiger  Körper  keine  rotations- 
ellipsoidischen Niveauflächen  hat,  t^lso  selbst  in  diesem  Idealfalle 
gerade  durch  die  Einführung  des  Ellipsoids  Lotabweichungen  rech- 
nungsmäfsig  entstehen,  kommt  dagegen  gar  nicht  in  betracht,  weil 
die  thatsächlichen  Verhältnisse  der  Massenlagerung  weit  gröfsere  Lot- 
abweichungen erzeugen. 

Das  Ellipsoid  nun,  welches  an  Stelle  der  mathematischen  Erd- 
oberfläche als  Projektionsfläche  dient,  nennen  wir  im  allgemeinen  ein 
HefeimzelUpsold,  Es  ist  nämlich  keineswegs  zu  verwechseln  mit  einem 
sich  dem  Geoid  überhaupt  möglichst  anschmiegenden  günstigsten 
jRotationsdUpsoidy  dessen  Axe  in  die  Erdaxe,  dessen  Mittelpunkt  in 
den  Erdschwerpunkt  fällt:  dem  Erdellipsoid.  Es  ist  vielmehr,  was 
später  klar  werden  wird,  nur  ein  solches,  dessen  Axe  bei  unbestimmtem 
Abstand  von  der  Erdaxe  parallele  Lage  zu  dieser  hat,  und  welches 
femer  in  der  Gegend  der  betreffenden  geodätischen  Operationen  (in 
weiter  zu  erörternder  Weise)  dem  Geoid  nahe  liegt  und  es  schneidet. 

Die  Lotrichtung  eines  geodätischen  Punktes  weicht  nun  von  der 
Lotlinie  des  Referenzellipsoids,  welche  durch  ihn  hindurchführt,  ab 
um  die  Lotabweichung.  Diese  Lotabweichungen  sind  selbstverständlich 
verschieden  je  nach  der  Wahl  der  Dimensionen  des  Ellipsoids,  sowie 
seiner  Lage  und  sie  dürfen  nicht  mit  den  Lotabweichungen  gegen  die 
Lotlinien  des  am  besten  anschliefsenden  obengenannteii  Ellipsoids 
(des  Erdellipsoids)  verwechselt  werden,  die  wir  als  absolute  Lot- 
abweichungen oder  auch  als  Lotablenkungen  bezeichnen  dürfen,  wenn 
es  gilt,  sie  von  jenen  zu  unterscheiden,  die  nur  relative  sind. 

Im  allgemeinen  halten  wir  die  Bezeichnung  Lotabweichung  für 
die  zutreffendste,  weil  sie  die  Meinung  ausschliefst,  als  habe  man  es 
nur  mit  der  Wirkung  lokaler  Massenunregelmäfsigkeiten  zu  thun. 

§  2.  Reduktion  der  UorizontalwInkeL  Indem  wir  jetzt  voraus- 
setzen, dafs  die  Lotabweichungen  der  geodätischen  Operationspunkte 
auf  der  physischen  Erdoberfläche  gegen  ein  Referenzellipsoid  bekannt 
seien,  lassen  sich  die  Gröfsen  ermitteln,  welche  an  den  gemessenen 
Horizontalwinkeln  angebracht  werden  müssen,  um  sie  auf  die  Vertikal- 
schnitte  beziehen  zu  können,  die  ihre  durch  die  ellipsoidischen  Lot- 
linien auf  dem  Ellipsoid  entstehend  Projektionen  verbinden. 

Um  den  Standpunkt  P^  auf  der  physischen  Erdoberfläche  legen 
wir  6ine  Hilfskugel  von  beliebigem  Radius,  der  als  Einheit  der  Längen 
dient  und  verschieben  alle  in  betracht  kommenden  Geraden  parallel 
durch  Pj.  Fig.  41  zeigt  die  Durchschnitte  dieser  Parallelen  mit  der 
Oberfläche  der  Hilfskugel;  die  Bögen  gröfsten  Kreises  zwischen  den- 
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selben  geben  die  Winkel  zwischen  den  Linien,  und  die  Winkel  zwischen 
den  gröfsten  Kreisen  geben  die  Flächenwinkel  an.  Insbesondere  stellt 
Z  den  Durchschnitt  der  Lotlinie  des  Ellipsoids,  welche  durch  Pj  führt, 
vor  und  Z'  den  Durchschnitt  der  wirklichen  Lotrichtung  in  P^.  Ersteres 
ist  das  eüipsoidische  Zenith,  letzteres  das  mrJcliche  Zenith  von  Pj  an 
der  Hilfskugel  (Himmelskugel). 

N  sei  femer  der  Nordpol,  als  Durchschnitt  des  nördlichen  Endes 
einer  Parallelen  durch  I\  zur  Axe  des  Referenzellipsoids,  die  wir  der 
Erdaxe  parallel  voraussetzen,  mit  der  Hilfskugel,  und  P2  bezeichne 
den  Durchschnitt  der  scheinbaren  Richtung  (d.  i.  der  letzten  Tangente 
des  Lichtstrahls)  von  Pj  nach  Pg   mit  der  Hilfskugel. 

Im   übrigen  werden  die 

Bezeichnungen  an  den  Lmien  ß- t-t — 

von  Fig.  41  verständlich  sein. 

ZZ'  =  &  bezeichnet  die 
Lotabweichung;  sie  hat  das 
ellipsoidische  Azimut  A  und 

das  wirkliche  Azimut  1 80^+^'- 

Ä  -{-  Wi,2  ist  das  ellip- 
soidische Azimut  der  schein- 
baren Richtung  nach  dem  Ob- 
jekt Pj  und  Ä  +  W[,2  ist 
das  entsprechende  wirkliche 
Azimut. 

jeri.2  ist  die  ellipsoidische 
Zenithdistanz,  /1.2  ist  die 
wirkliche  Zenithdistanz  der 
scheinbaren  Richtung  nach  Pj. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  41  noch  die  scheinbare  Richtung  nach  einem 
andern  Objekt  P3  angegeben,  so  wird  A -{-  ITi.s  das  ellipsoidische, 
A'-^  Wi,3  das  wirkliche  Azimut  der  scheinbaren  Richtung  nach  dem 
Objekt  P3.  Es  ist  daher  die  Reduktion  des  gemessenen  Horizontal- 
winkels (   p  *)  auf  die  ellipsoidische  Lotlinie  gleich 

{Wt.z-Wi,)-iW[.>-W[.,)odet(Wi.s-W[.i)-(Wu,-Wt.,-).{l) 

Das  sphärische  Dreieck  ZZ'1\  giebt  nun  ohne  weiteres  nach 
der  1.  Neperschen  Analogie  S.  78  (6)  folgende  Gleichung  zur  Be- 
stimmung von    Wi.2  —  I^i.2*. 

(1) 


Fig.  41. 


tan 


1.2  1   ^1.2 


81  n 


sin  — - 


2  _    _  9 


:i3* 
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Hieraus  folgt: 

Sin ^ =  tan  -  sm cot ^ (2) 

oder  in  stets  ausreichender  Annäherung: 

Wi.2  -  Wi.2  =  -  ®  cot  /i.2  sin  TFI.2  H .  (3) 

Wenn  man  das  wirkliche  Azimut  von  P,  in  P^  mit  ai.g  bezeichnet^ 
so  kann  man  noch  schreiben: 

Wi  .2  —  Wl.2  =  —  0  cot  /i.2  sin  (ai.2  —  ^')  H •  W 

p  *  I  auf  die  ellipsoidische 
Lotlinie  hat  man  hiernach  den  Ausdruck: 

&  (cot  0\,%  sin  (ai.2  —  Ä')  —  cot  jp/.s  sin (ai.s  —  -4'))  +  •  •  •,     (5) 

wobei   man   S   in   Sekunden    nehmen    mufs,    um    die   Reduktion   in 
Sekunden  zu  erhalten. 

Die  Auflösung  der  Sinus  in  (5)  giebt  f&r  die  Reduktion  anstatt 
(5)  den  Ausdruck: 

I  (cot  jEri.2  sin  al.2  —  cot  xfj.s  sin  ai.s) 
—  fj  (cot  z[  .2  cos  ai  .2  —  cot  jßfi  .8  cos  ai.  s)  +  •  • 
wobei  gesetzt  sind: 

cos  Ä  =  i     &  sin  Ä'  —  ly.  (7) 


} 


(6) 


Nachdem  vorstehende  Reduktion  (6)  am  Horizontalwinkel  an- 
gebracht ist;  bezieht  sich  derselbe  auf  die  Voraussetzuag,  dafs  in  P| 
die  Vertikalaxe  des  Theodolits  der  ellipsoidischen  Lotrichtung  folgt, 
und  es  ist  strenggenommen  noch  wegen  Lateralrefraktion  zu  korri- 
gieren (S.  489). 

Damit  aber  der  Winkel  dem  Flächenwinkel  zwischen  den  Yer- 
tikalschnitten  entspricht,  welche  von  der  durch  die  ellipsoidische  Lot- 
linie bewirkten  Projektion  des  Punktes  P^  nach  den  entsprechenden 
Projektionen  der  Punkte  P^  und  Pj  gehen,  mufs  noch  weiter  korri- 
giert werden,  wie  früher  fürs  Ellipsoid  schon  angegeben  ist,  wegen 
der  Höhe  der  Objekte  P,  und  P^  über  dem  Ellipsoid  (die  Reduktion 
darf  also  nicht  mittelst  der  Meereshöhe  der  Objekte  erfolgen).  Die 
Höhe  des  Standpunkts  P^  aber  ist  gleichgültig. 

Aufserdem  ist,  wie  früher  angegeben,  eventuell  der  Übergang 
von  den  Vertikalschnitten  zu  den  geodätischen  Linien  zu  bewirken. 
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Dies  ist  der  Theorie  nach  die  Reihe  der  Reduktionen.  In  der 
Praxis  treten  aber  erhebliche  Vernachlässigungen  ein,  worüber  weiter- 
hin mehr.*) 

§  3.    Reduktion  der  Azimute,  geographischen  Breiten  und 

Längen«  Das  sphärische  Dreieck  NZZ'  giebt  zunächst  zur  Ent- 
wicklung der  Differenz  A  —  A'  mittelst  der  1.  JVeperschen  Analogie 
S.  78  (6): 

.    B'  +  B         8in-     2  -  ^ 

cot  --^-~=         ^--2'  ta^Y  (1) 

Bin-   -- 


oder 


,     A-  A        .       9  .       B'  +  B    .     Ä  +  A  ,^v 

sm  — - —  =  tan  -^  tan  — J—  sm       ^ (2) 


Hieraus  folgt  stets  ausreichend  genau,  insofern  starke  Annähe- 
rungen an  die  Pole  in  Wirklichkeit  gegenwärtig  ausgeschlossen  sind 
und  bei  dem  geringen  Betrage  von  0  daher  sin  (A  —  Ä)  stets  sehr 
klein  bleiben  wird: 

^  _  ^'  _  ©  tan  JB'  sin  ^'  H .  (3) 

Nun  ist  aber  das  wirkliche  Azimut  von  P^  in  P|,  d.  h.  ai.2;  gleich 
A'  -f"  ^i.v  ^^^  ^^  entsprechende  ellipsoidische  Azimut  ai.2  gleich 
il -|-  TFi.fl.  Man  hat  daher  als  BedukHan  des  wirklicJien  aufs  ellip- 
Boidkche  Azimut  den  Wert 

au,  -  a;.„  d.  i.  (A  ~  Ä)  +  (TTi.,  -  Wi,) 
oder 

©  (tan  F  sin  A'—  cot  /  sin  (al.,  -  Ä))  +  •  • .  (4) 

Dafür  kann  man  mit  Rücksicht  auf  die  (7)  oben  auch  schreiben: 

—  I  cot  /  sin  ai  .2  +  ^  (tan  B'  +  cot  e  cos  ai  .2)  +  •  •  •         (5) 

Es  mag  hierbei  noch  bemerkt  werden,  dafs  die  Azimute  ebenso 
wie  die  Horizontal winkel  strenggenommen  wegen  Lateralrefraktion 
zu  korrigieren  sind,  und  dafs  ferner,  insoweit  es  sich  um  irdische 
Objekte  handelt,  wegen  der  Höhe  derselben  über  dem  Referenzellip- 
soid  und  eventuell  wegen  des  Übergangs  von  dem  Vertikalschnitt  zur 
geodätischen  Linie  zu  reduzieren  ist. 


*)  Es  kann  gleich  hier  bemerkt  werden,  dafs  eigentlich  die  Korrektion 
wegen  Lateralrefraktion  zu  beginnen  hätte.  Da  man  sie  aber  doch  nur  nach  der 
VoraoMetasang  einer  ellipsoidischen  Gestalt  der  Geoidfläche  in  Rechnung  ziehen 
kaoD,  to  geht  die  Reduktion  wegen  Lotabweicbung  ganz  pauend  voran 
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In   Bezug  auf  die  geographische   Breite  giebt  Fig.   41    Dreieck 

NZZ'   unter  Anwendung  der  2.  Nepersohen  Analogie  S.  78  (6)  die 

Gleichung: 

A-\-  Ä 

tan— ^^—  = A^TÄ-  *^°  y  (6) 

cos       2 

Hieraus  folgt,  abgesehen  von  der  Nähe  der  Pole,  in  völlig  aus- 
reichender Annäherung,  als  Reduktion  der  wirklichen  geographischen 
Breite  auf  die  elUpsoidisclic  Breite: 

li  —  ir  =  +  0  cos  Ä  +  "  =  +  i  +  ".  (7) 

Für  den  Längenunterschied,  abgerechnet  von  irgend  einem  1. 
Meridian,  erhält  man  aus  dem  Dreieck  NZZ': 

sin  (r  -  L)  =  sin  ®  — -^r  -  (8) 

Es  ist  daher  in  stets  ausreichender  Näherung,  v^obei  nur  wieder  die 
nächste  Nähe  der  Pole  ausgeschlossen  ist,  die  Reduktion  der  unrk- 
liehen  geographischen  Länge  auf  die  ellipsoidiscJic: 

i  —  i'  =  —  0  sin  ^  sec  JS'  H —  =  —  i^  sec  1^'  +  •  *  •         (9) 

Man  wird  bemerken,  dafs  die  Reduktionen  in  Azimut  und  in 
geographischer  Länge  wesentlich  bezw.  ausschliefslich  von  iy,  der  west- 
lichen Komponente  der  Lotabweichung  0,  dagegen  sehr  wenig  oder 
gar  nicht  von  |,  der  südlichen,  abhängen.  Hierdurch  ist  ein  wert- 
voller Zusammenhang  beider  Reduktionen  gegeben,  der  sich  weiterhin 
fruchtbar  erweisen  wird. 

§  4.  Reduktion  der  Zenithdistanzen ;  trigonometrische 
Hölienmessung. 

Das  sphärische  Dreieck  ZZ'P^  in  Fig.  41  giebt: 

cos  Zi,%  =  cos  z\,%  cos  0  —  sin  e\,%  sin  Q  cos  lfV.2.  (1) 

Hieraus  folgt: 
cos  je?i.2  —  cos  /i.2  =  —  sin  0  sin  z\,%  cos  Wi,%  —  2sin*  —  cos  /1.2; 

80  lange  nun  als  /  sich  auf  irdische  Objekte  bezieht,  also  keines- 
falls klein  ist,  kann  man  in  ausreichender  Näherung  hiernach  zur 
Reduktion  der  wirklichen  auf  die  ellipsoidische  Zenithdistanz  setzen: 

^1.2  —  ^i.2  =  +  ®  cos  TT/. 2  +  •  •  =  0  cos  (ai.2  —  ^')  +  •  • , 

oder 

Zi.%  —  ss\.%  =  5  cos  ai.2  +  ij  sin  ai.2  +  •  • .  (2) 
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Indem  aber  z\,^  die  beobachtete  Zenithdistanz  bezeichnet,  ist 
dieselbe  behufs  Anwendling  auf  eine  trigonometrische  Hohenmessung 
erstens  wegen  Höhenrefraktion,  zweitens  nach  Formel  (2)  zu  ver- 
bessern.    Die  erstere  Korrektion  wird  man  wie  gewöhnlich  auf  die 

Form   -    k^y   bringen  können,  worin  k^  den  Refraktionskoefficienten 

in  P,  und  /  den  Konvergenzwinkel  zwischen  den  Lotrichtungen  in  Pj 
und  Pjj  bezeichnet.  Den  Koefficienten  k^  nehmen  wir  vorläufig  als 
bekannt  an. 

Um 'nun  zunächst  zu  einer  Figur  zu  gelangen,  erinnern  wir  uns, 
dafs  die  ellipsoidischen  Lotlinien  sich  im  allgemeinen  nicht  schnei- 
den und  zwischen  P,  und  P^, 
keine  gemeinsame  Vertikalebene 
existiert  Als  Bildfläche  benutzen 
wir  daher  eine  Ebene,  die  parallel 
zu  beiden  ellipsoidischen  Lot- 
linien inmitten  zwischen  ihnen 
liegt  und  projicieren  darauf  die 
Lotlinien. 

Die  auf  diesen  Lotlinien  ab- 
gemessenen Strecken  H  und  iV 
(Fig.  42)  projicieren  sich  natür- 
lich richtig,  ebenso  y,  der  Winkel 
zwischen  denselben;  nicht  ganz 
korrekt  ist  es  dagegen,  den 
Bogen  s^  der  Fig.  42  als  Länge 
der  geodätischen  Linie  zwischen 
F\  und  Pi  zu  nehmen,  und  ebenso 
wenig  ist  der  mit  gi.2  bezeich- 
nete Winkel  genau  gleich  5i.2, 

der  von  Refraktion  befreiten  ellipsoidischen  Zenithdistanz.  Da  aber  die 
Entfernung  der  Punkte  P1P2  im  vorliegenden  Falle  stets  eine  im  Ver- 
gleiche zu  a^  kleine  sein  wird,  so  wird  auch  der  kleinste  Abstand  der 
ellipsoidischen  Lotlinien  klein  sein  im  Verhältnis  zu  PxT'^?'^  Da  sie 
also  verhältnismäfsig  sehr  dicht  an  der  Projektionsebene  gelegen  sind, 
ergiebt  sich  leicht  weiter,  dafs  man  ohne  merkbaren  Fehler  in  Fig.  42 

*)  Mit   Rücksicht  auf  S.  137   (9)   und  Fig.   10,  sowie  nach   S.  41   (9)  folgt 
näheruDgsweise  als  kleinster  Abstand  der  Lotlinien,  abgesehen  vom  Zeichen: 

Ü  cos'B  sin  2  a  .  5o  , 
worin  B  und  a  mittlere  geographische  Breite  und  mittleres  Azimut  sind,  a  aber 
diu  Abplattung  bezeichnet.    Der  Abstiind  ist  sonach  sicher  kleiner  als  -j,',^  der 
Distanz  und    der  Neiguugswinkfl   der  Linien  i*  7'^  und  s^,  /^ur  rrojoktionscbene 
beträgt  im  Maximum  kaum  J". 


K 


Fig.  42. 
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j^  in  d«r  Thai  ab  yotftMAwi  Abiiuid  FiF,  auf  dm  RcfoicM- 
ellipMid  ond  Wiak«!  Z,PiP,  alt  {i.t  baimehBMi  dar! 

Das  Draiack  P|Ptf  giaM  oim  nach  dmn  Taogeatannii  dar 
ebenen  Trig«niOBetrie: 

(p,jr-p,jE):(P,Ji:+P,Ä) 

-  tan  1({,.,  -  :,.,):  tan  (l80»-  4(6,.,  +  6,.,)),         (3) 
oder  mit  ROcksicht  darauf,  dafs  tt.i  "^  y  -\-  180**  —  ti.i  ist: 

Hierin   bezeichnet   das   Glied   jEi.i   die   Di£ferenz   FiK  —  PiK 
welche  von  den  Autoren  gewohnlich  gleich  null  angesetzt  wird. 

pi.a  ist  für  das  arithmetische  Mittel  von  P^K  und  P^K  ein- 
geführt; man  kann  offenbar  in  grofser  Annäherung  setzen: 

Setzen  wir  noch  für  tan  y  y  die  Reihenentwicklung  und  eli- 
minieren auch  im  letzten  Faktor  {;2.i;  so  folgt  als  Formel  für  so- 
genannte einseitige  Zenithdistanzen : 

wobei 


ff       'o 
isStk.  Vi.t 


fi.«  =/i.»+  2*1  y'  +  SiC08ai.»  + ij,8ino'i. ,-!-.•• . 


(6) 


An  \  und  17  sind  hier  die  Indices  1  angebracht,  um  anzudeuten, 
dafs  sie  die  Komponenten  der  Lotabweichung  im  Standpunkte  P|  be- 
zeichnen. 

Man  erhält  ferner  als  Formel  für  gegenseitige  Zenithdistanzen: 

•(j,-^0+(JV,-iyr,)-s„(i+i-^)tan4«,.x-ei.0--B... 

mit 


>m 


—  c   A  4.  g.  +  H.  +  y.  +  JV.\ 


Ct.i  -  Ci.t  -=  «i.i  -  «^l.«  +.  I  +  {,co8ai.i+%8inoi.i 


•  •  • 


(6) 


I  6.    Die  Reduktion  der  Btm  einet  DraeeknietMe.  521 

Um  noch  /  zu  erhalten ,  beachten  wir  die  der  Gleiehong 
fii.t  +  Ci.i  — 180^  —  y  entsprechende  Gleichnng  {J.f  +  {t.i  —  18(f  —  y . 
Darnach  hat  man: 


/  —  y- 


+  Ig  008  Oi.i  +  1J,  Bin  Os.i 


In  (6)  und  (7)  bezeichnen  1^  und  i;,  die  Komponenten  der  Lot- 
abweichung in  Pj.  Sm  aber,  welche  Gröfse  in  (5)  und  (6)  zur  Ab- 
kürzung eingeführt  ist,  entspricht  offenbar  sehr  nahe  der  horizontalen 
Entfernung  von  Pj  und  P,,  gemessen  in  einer  in  mittlerer  Höhe  zwi- 
schen beiden  Punkten  gelegenen  Niveaufläche. 

Die  Formeln  (5)  und  (6)  zeigen,  dafs  auf  eine  trigonometrische 
Höhenmessung  nicht  nur  die  Lotabweichungen,  sondern  auch  die 
Abstände  des  Referenzellipsoids  vom  Geoid  Einflufs  haben.  Betrachtet 
man  aufser  den  Lotabweichungen  die  H,  welche  von  den  Meeres- 
höhen (S.  8)  nicht  merklich  verschieden  sein  werden,  als  bekannt^  so 
würden  nach  (5)  und  (6)  Zenithdistanzmessungen  dazu  dienen  können, 
die  Abst&nde  N  des  Referenzellipsoids  vom  Geoid  (bis  auf  eine  Kon- 
stante) SU  bestimmen,  wenn  eine  ausreichende  Kenntnis  der  Refrak- 
tionskoef&cienten  zu  erlangen  wäre,  woran  es  jedoch  gerade  fehlt  Es 
soU  dieses  hier  aber  nicht  weiter  ausgeführt  werden,  vielmehr  vei- 
sparen  wir  die  weitere  Ausführung  auf  Teil  H  dieses  Buches,  weil  ins- 
besondere die  Theorie  der  Refraktion  wesentlich  physikalischer  Natur  ist. 

Wir  werden  dann  auch  das  kleine  Ergänzungsglied  E^.i  behandeln. 

§  5.    Die  Redaktion  der  Basis  eines  Dreiecksnetzes.     Die 

Grundlinie  hat  in  der  Regel  nur  eine  im  Verhältnis  zu  a^  sehr  kleine 
Länge,  meist  kaum  10*'^.  Da  aufserdem  aus  praktischen  Gründen 
die  physische  Erdoberfläche  wenigstens  in  roher  Annäherung  in 
der  Richtung  der  Basis  eben  sein  mufs,  so  kann  man  ohne  weiteres 
annehmen,  dafs  die  Messung  in  einer  der  beiden  dlipsoidischen  Vertikal- 
ebenen durch  die  Punkte  PiP^  erfolge,  welche  überdies  für  den  vor- 
liegenden Zweck  als  zusammenfallend  angesehen  werden  können. 

Denkt  man  sich  nämlich  von  P^  oder  P,  aus  die  Mefsstangen 
eingerichtet,  so  erfolgt  die  Messung  strenggenommen  in  einer  der  bei- 
den wirklichen  Vertikalebenen  entlang  der  physischen  Erdoberfläche; 
eine  der  Lotabweichung  entsprechende  Drehung  der  Vertikalebene 
um  die  Gerade  PiP^  giebt  aber  keine  merklich  andere  Profillinie 
auf  der  physischen  Erdoberfläche,  da  dieselbe  wegen  der  voraus- 
gesetzten annähernden  Ebenheit  von  der  mathematischen  Geraden 
PiP%  nicht  erheblich  genug  absteht. 

Dieselbe  Annahme  kann  man  machen,  wenn  von  einem  mittleren 
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Punkt  C  aus  aligniert  wird,  wenn  C  so  liegt,  dafs  der  Horizon- 
talwinkel nach  Pj  und  Pg  gerade  180^  beträgt  In  diesem  Falle  er- 
folgt die  Messung  auch  in  einer  Ebene  durch  PiP2  9  welche  aber 
flir  C  Vertikalebene  ist.  Dieselbe  bildet  wegen  der  vorausgesetzten 
Kürze  der  Distanz  mit  den  anderen  genannten  Vertikalebenen  kleine 
Winkel,  die  hauptsächlich  nur  noch  von  der  Lotabweichung  abhängig 
sind.*)  Der  maximale  Abstand  der  unter  den  verschiedenen  Umständen 
gemessenen  Linien  auf  dem  Terrain  ist  daher  näherungsweise  gleich 
einem  Kreisbogen,  dessen  Radius  der  gröfste  Vertikalabstand  der 
Profillinie  von  der  mathematischen  Geraden  PiP^  und  dessen  Zentri- 
winkel höchstens  vom  Betrage  der  Lotabweichungen  ist  —  also  ge- 
wifs  in  praktischen  Fällen  eine  sehr  kleine  Gröfse. 

In  Fig.  43  ist  als  Projek- 
tionsebene wie  bei  Fig.  42  eine 
Ebene  parallel  zu  den  ellip- 
soidischen  Lotlinien  PiPi  und 
P2Pi  benutzt  Man  erkennt  so- 
fort, dafs  in  dieser  Figur  das 
Verhältnis  der  Läns^e  der  Profil- 
linie  zu  der  (mit  den  beiden 
Vertikalschnitten  im  wesent- 
lichen identischen)  Kürzesten 
zwischen  P[  und  J»  bis  auf  un- 
merkliche Gröfsen  dasselbe  ist 
wie  in  Wirklichkeit,  weil  beide 
Linien  zur  Projektionsebene 
offenbar  sehr  nahe  gleiche  Nei- 
gung haben,  durch  die  Projek- 
tion aber  überhaupt  obendrein 
die  Dimensionen  nur  in  geringem  Betrage  sich  ändern. 

Wir  setzen   daher   in  Fig.  43  sogleich   die  Bezeichnungen   der 
wirklichen  Längen  ein. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  aus  dem  Resultat  der  Messung  im 

Profil  auf   die   kürzeste  Entfernung  Sq  von  P[  und  Pi  zu  schliefsen. 

Die  Messung  ist  aber  wesentlich  eine  staffelförmige.     Zur  Ver- 


Fig.  43. 
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*)  Nach  S.  189  ist  der  Abstand  der  ellipsoidischen  Vertikalschnitte,  die  von 
P,  nach  P,  und  umgekehrt  führen,  für  die  vorausgesetzte  Distanz  kleiner  als 
0,01  mm.  Der  Schnitt  der  in  C  vertikalen  Ebene  mit  dem  Terrain  hat  aber  jeden- 
falls von  jenen  beiden  im  allgemeinen  einen  noch  kleineren  Abstand.  Dies  er- 
kennt man,  wenn  man  sich  C  beweglich  und  alle  Lagen  von  Py  bis  P^  einnehmen 
denkt.  Insofern  dabei  die  geographische  Breite  im  allgemeinen  immer  za  oder 
abnimmt,   dreht  sich  die  Vertikalebene  kontinuierlich  nur  nach  derselben  Seite. 
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deutlichung  zeigt  Fig.  43  drei  horizontale  Strecken  L,  L!  und  L" 
(anstatt  der  in  der  Praxis  vorhandenen  zahlreichen  Lagen  der  Mefs- 
stangen).  Würde  nun  thatsächlich  mit  den  Lotlinien  des  EUip- 
soids  gearbeitet^  so  könnte  man  sofort  setzen,  indem  jede  Strecke  als 
Kreisbogen,  konzentrisch  mit  ihrer  Projektion  aufs  Ellipsoid,  be- 
trachtet werden  darf: 

worin  JB'  +  iV,  i/'  +  N\  u.  s.  f.  die  Höhen  der  Strecken  über  dem 
Ellipsoid  bedeuten  und  für  q  in  allen  Gliedern  völlig  ausreichend  der 
Krümmungsradius  des  Ellipsoids  im  mittleren  Azimut  der  Basis  ge- 
nommen werden  darf.  Durch  Reihenentwicklung  erhält  man  aus  dem 
Vorigen  die  stets  ausreichende  Näherungsformel: 

welche  sich  noch  dadurch,  dafs  bei  Berechnung  der  kleinen  Glieder 

L  — — —  u.  s.  f.  für  die  bis   auf  Kleinigkeiten   mit  einander  über- 

einstimmenden  Faktoren. L,  L'  u.  s.  f.  ein  Durchschnittswert  ein- 
geführt wird,  vereinfachen  läfst  in: 

So  =  (L  +  I,'  +  -.)(l--^-t^ +  •••).  (3) 

Hierin  bezeichnen  Hm  und  Nm  die  Summen  der  -ff,  -ff '  •  •  •  bezw. 
JV,  2V'  •  •  •  für  die  sämtlichen  Strecken  dividiert  durch  ihre  Anzahl. 
Man  kann  Hm  als  durchschnittliche  Höhe  des  gemessenen  Profils 
über  dem  Geoid  ansehen,  dagegen  ist  Nm  die  durchschnittliche  Höhe 
des  Geoids  über  dem  Referenzellipsoid  unterhalb  der  Basis. 

Vorstehende  Formel  setzt  voraus ,  dafs  bei  der  Messung  die 
Stangen  normal  zu  den  Lotlinien  des  Ellipsoids  liefen  oder  doch  ihr 
Neigungswinkel  gegen  dieselben  ermittelt  wird  und  dafs  mit  diesen 
Lotlinien  gelotet  wird.  Da  dieses  nun  nicht  der  Fall  ist,  so  betrachten 
wir  beispielsweise  die  Messung  der  Strecke  L\  Fig.  43,  und  nehmen 
wie  bisher  der  Einfachheit  halber  an,  dafs  V  horizontal  sei  und  das 
Ende  K  lotrecht  über  dem  Ende  V  von  L  liege;  dann  weichen  diese 
horizontale  und  lotrechte  Richtung  von  der  entsprechenden  ellip- 
soidischen  um  die  in  Richtung  der  Basis  fallende  Komponente  der 
Lotabweichung  ab.  Heifst  diese  ^g,  so  ist  strenggenommen  anstatt 
L'  in  (3)  einzuführen: 

L  cös  Ji  +  {H'  —  H)  sin  ^g.  (4) 

Dafs  dieses  selbst  bei  beträchtlichen  Werten  von  /4%  eine  gegen  L'  ganz 
verschwindende  Abweichung  zeigt,   die  auch  bei   ihrer  Summierung 
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fiber  die  ganxe  Basis  weg  in  der  Regel  nichts  Erhebliches  giebt,  ist 

leicht  sa   erkennen.     Man   darf  daher  Formel   (3)    als   hinreichend 

streng  betrachten;  in  der  Regel  auch  dann  noch,  wenn  die  Messnngs- 

operation  Ton  dem  oben  angenommenen  idealen  Vorgänge  etwas  abweicht. 

In  Orunerts  Archiv  Ton  1S69,  Teil  51,  S.  28  vergleicht  Sanderhof  die 

geodiUische  Linie  auf  einer  zum  Rotationsellipsoid  parcdlden  Niveanflftche 

mit  derjenigen  auf  dem  Rotationsellipsoid,  wenn  beide  zwischen  denselben 

Lotlinien  liegen.    Das  Ergebnis  stimmt  mit  dem  oben  bei  der  Reduktion 

befolgten  Vorgange  überein. 

§  6.  Erste  Annäherung  bei  der  Berechnung  eines  Dreiecks- 

netzes.  Wenn  über  die  Beziehung  des  Geoids  zu  einem  Referenz- 
ellipsoid  noch  nichts  bekannt  ist^  so  wird  man  in  1.  Annäherung  das 
Geoid  als  mit  irgend  einem  plausiblen  Referenzellipsoid  (die  An- 
nahme der  Dimensionen  nach  Bcssd  ist  ganz  angemessen)  identisch 
ansehen  müssen,  sodafs  nun  von  Lotabweichung  und  Höhen  N  nicht 
weiter  die  Rede  sein  kann.  Bei  der  Reduktion  der  Basismessung 
nach  Formel  (3)  auf  voriger  Seite  wird  also  aucli  ein  Nm  nicht  be- 
rücksichtigt werden  können. 

Dadurch  allein  entsteht  indessen  noch  kein  Fehler. 

Macht  man  nämlich,  wie  bisher  immer  geschehen,  die  Annahme, 
dafs  die  Axe  des  Referenzellipsoids  parallel  zur  Erdaxe  sein  soll,  ohne 
indessen  mit  ihr  zu  koincidiercn,  so  wird  die  Annahme  N^t  ■«  null 
nur  heifsen,  dafs  das  Referenzellipsoid  und  das  Geoid  unterhalb  der 
Mitte  der  Basis  sich  schneiden. 

Anders  freilich  ist  die  Sache,  sobald  mehrere  Basismessungen  in 
betracht  kommen,  da  die  Annahme  N,n  =  null  nur  für  eine  Basis 
ohne  weiteres  zulässig  ist,  wie  im  folgenden  §  10  sich  zeigen  wird. 
Wenn  man  also  für  alle  Grundlinien  N,,,  =^  null  annimmt,  so  giebt 
dies  notwendig  in  den  reduzierten  Längen  derselben  Fehler.  Die 
Grofse  dieser  Fehler  wird  im  allgemeinen  vom  gegenseitigen  Abstände 
der  Grundlinien  abhängen;  man  bemerkt  leicht,  dafs  bereits  Wertß  ^m 
von  nur  wenigen  Metern  genügen,  um  eine  Unsicherheit  zu  erzeugen, 
die  weit  gröfser  ist,  als  diejenige  infolge  der  eigentlichen  Messungs- 
fehler, selbst  wenn  man  diese  zu  ^TFö^ffTTiF  ^^^  Länge  annimmt 
Immerhin  gestaltet  sich  diese  Unsicherheit  nicht  sehr  bedenklich,  weil 
die  mittelst  Dreiecksketten  aus  den  Grundlinien  abgeleiteten  linearen 
Längen  der  geodätischen  Linien  wegen  der  Winkelbeobachtungsfehler 
eine  weit  geringere  Genauigkeit  besitzen.*) 

*)  Nach  vorliegenden  Erfahrungen  steigert  sich  bereits  im  Basisnetz  der  m. 
F.  der  Dreiecksseiten  auf  tWötf^j  ^^^  ttxAtfu  "°<1  wächst  leicht  weiter  nach  Mafs- 
gabe  der  in  §  8  demnächst  anzugebenden  Formel  bis  auf  tW^tht  ^^^  mehr.  Man 
▼ergl.  das  Referat  über  die  Dänische  Gradmessung,  S.  68,  Bd.  IS  der  Viertel- 
jahrstchrift  der  Astronom,  Ges, 
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Indem  wir  vorläufig  diese  Angelegenheit  nicht  weiter  verfolgen^ 
ist  nun  nächst  dem  Fehler  bei  Reduktion  der  Grundlinien  auf  die 
Fehler  bei  Reduktion  der  Winkel  hinzuweisen.  Streng  genommen 
ist  jeder  Horizontal winkel  nach  S.  516  (6)  zu  reduzieren,  um  fürs 
Referenzellipsoid  gültig  zu  werden.  Wegen  der  bei  der  1.  Annäherung 
mangelnden  Kenntnis  der  Lotabweichungskomponenten  |  und  17  mufs 
diese  Reduktion  unterbleiben.  Die  Fehler,  welche  dadurch  entstehen, 
sind  allerdings  in  der  Regel  höchstens  vom  Betrage  weniger  Zehntel- 
sekunden. Nur  im  Hochgebirge,  wo  die  Lotabweichungen  und  zugleich 
die  cot/  im  allgemeinen  die  gröfsten  Werte  erreichen,  können  die 
Fehler  wohl  auf  1"  und  mehr  anwachsen.  Jedoch  wird  bei  Dreiecken 
1.  Ordnung  die  Gefahr,  dafs  dies  geschieht,  dadurch  vermindert,  dafs 
stark  geneigte  Visuren,  d.  h.  grofse  Werte  von  cot  /,  selten  vorkommen 
und  meistens  vermieden  werden  können.  Nehmen  wir  also  au,  dafs 
im  allgemeinen  diese  Einflüsse  etwas  kleiner  sind,  als  diejenigen  der 
Beobachtungsfehler,  so  ist  bei  der  Beurteilung  ihres  Einflusses  auf 
die  schlief slichen  Ergebnisse  des  Dreiecksnetzes  zu  beachten,  ob  sie 
wie  diese  als  zufällige  Fehler  wahrscheinlich  einer  teilweisen  Kom- 
pensation unterliegen,  oder  ob  ein  konstanter,  systematischer  Charakter 
derselben  eine  Anhäufung  ihres  Einflusses  bewirken  kann. 

Man  sieht  leicht  ein,  dafs  beides  stattfinden  wird.  Die  Lotab- 
weichungen haben  zum  Teil  einen  systematischen  Charakter,  der  von 
der  Wahl  des  Referenzellipsoids  und  den  kontinentalen  Unregelmäfsig- 
keiten  des  Geoids  abhängt,  zum  Teil  einen  rasch  veränderlichen,  der 
von  den  lokalen  Unregelmäfsigkeiten  des  Geoids  bedingt  ist.  Die  Ver- 
änderlichkeit der  Reduktionen  der  Horizontalwinkel  wird  aber  nicht 
nur  durch  letztere,  sondern  auch  durch  die  Schwankungen  in  den  cot  / 
bedingt,  die  für  Dreiecke  L  Ordnung  in  der  Regel  indes  kleine 
negcUive  Werte  annehmen  werden.*) 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  einige  Betrachtungen  über  die 
Wirkungen  der  Yemachlässigung  dieser  teils  systematisch,  teils  zu- 
fallig veränderlichen  Reduktionen  anzustellen. 


*)  Aus  der  bekannten  Näherungsformel  für  trigonometrische  HOhenmessnng: 


«» 


H,-H,^8  cot  z\^  +  —  (1  _  Ä;) , 
die  sich  auch  aus  (5)  S.  520  ableiten  lälst,  folgt 

«>t.;.,-^7^-^(i-*). 


V 
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§  7.   Einflufs  der  Lotabweichungen  auf  die  Ergebnisse  für 

ein  Dreiecksnetz*  Setzen  wir  voraus^  dafs  cot  /  für  die  3  Seiten  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  denselben  Wert  hat,  wozu  Gleichheit  der  Höhen 
der  3  Punkte  gehört,  und  nehmen  wir  ferner  an,  dafs  die  Lotablenkung 
in  den  letzteren  ebenfalls  identisch  ist,  so  wird  die  Winkelsumme 
dieses  Dreiecks  durch  die  Vernachlässigung  der  Reduktionen  nicht 
beeiuflufst.  Abgesehen  vom  Faktor  &  cot  g'  ist  nämlich  für  die  3 
Winkel  die  Reduktion  nach  (5)  S.  516: 

sin  (al.2  —  A')  —  sin  (ai.s  —  Ä) 
sin  (ai,8  —  Ä')  —  sin  (a^.i  -—  A') 
sin  (ai.i  —  Ä)  —  sin  (c^.«  —  A') 

wenn  180^  -f*  ^'  ^^^  allen  3  Punkten  gemeinsame  wirkliche  Azimut 
des  ellipsoidischen  Zeniths  ist  Es  geht  aber  in  der  That  jene  Summe 
in  null  über,  weil  infolge  der  Gleichseitigkeit  des  Dreiecks  die  vertikal 
über  einander  stehenden  Azimute  um  je  120^  verschieden  sind,  sodafs 
jede  Vertikalkolonne  für  sich  verschwindet*)  Selbstverständlich  ändert 
nun  auch  die  Ausgleichung  nichts  an  dem  Einflufs,  welchen  diese 
vernachlässigten  Reduktionen  auf  die  einzelnen  Winkel  haben. 

Eine  einfache  aus  gleichseitigen  Dreiecken  bestehende  Dreiecks- 
kette wird  sich  daher  in  leicht  zu  übersehender  Weise  deformieren. 
Wir  betrachten  zunächst  2  an  einander  stofsende  Dreiecke  1.2.3  und 
2.4.3  und  ermitteln  die  Fehler  in  den  Seiten  2.4  und  3.4,  wenn 
1.2  als  Ausgangsseite  dient. 

Man  hat  aber 

.     /2.8\    .     /2.4\ 
Bin  I        I  am  I       j 

(2.4)  =  (1.2)       ^^^       ^*^ 


Bin 

(3.4)  =  (1.2) 


.  /2.3\  .  /4.3\ 
'°  IJ  ■"  l  8  j 
.     /1.2\    .     /3.2\ 


Die  vernachlässigten  Reduktionen  sind,  abgesehen  vom  Faktor  9  cot  e\ 

in  (  3  j  :      sin  (ai. i  ~  Ä)  —  sin  (ai.2  —  A') 


*)  Dasselbe  ergiebt  sich,  wenn  man  ongleichseitige  Dreiecke  betrachtet  und, 

entsprechend  gleicher  Höhe  der  Punkte,  cot  e'  gleich    -—   setzt  {Bessel,  ÄbhantU, 

2q 

Bd.  3,  S.  32).  Auch  die  bei  der  Ausgleichung  auftretenden  Zentralsysteme  wer- 
den unter  gewissen,  näherungsweise  oft  zutreffenden  Umständen  in  ihren  Wider- 
sprüchen 'nicht  von  konstanten  Lotabweichungen  beeiuflufst. 
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in  ^  ^  j  :     sin  (ai.s  —  Ä)  —  sin  (al.2  —  A') 

in  (  ^  j  :     sin  {a[,i  —  Ä)  —  sin  (ai.3  —  Ä') 

in  (  g  j  :     sin  (ai.2  —  A')  —  sin  (^3.4  —  A') 

in  (  2  j  :     sin  (ai.4  —  A')  —  sin  (0,2,3  —  A'). 

Mit  Rücksicht  auf  den  Parallelismus  der  Seiten  1.2  und  3.4^  1.3 
und  '2.4  kann  man  diese  Reduktionen  in  sofort  ersichtlicher  Ab- 
kürzung auch  schreiben 

^^  Ca')  =    +»•»  +  »•. 


"t-r. 


» (V)  ■■  - 

"      (V)-        +*'»  +  '"! 


"      (V)=       -*■!-»•« 

/4.3\ 
»     \  2  /  •  ♦'^»  ~  »"r 

Hiermit  erhält  man  den  Einflnfs  dieser  Gröfsen,  wenn  alle  Winkel 
zu  60"  angenommen  werden,  für  log  7°     gleich 

1    •   M 

4  Jlf  cot  60«.  (r^  +  rj  —  2r^)  (1) 

und  für  log  t-ö  gleich 

4  Jlf  cot  6(y> .  (2r5  -  2r0,  (2) 

wobei  die  r  in  Sekunden  ausgedrückt  gedacht  sind.  Setzt  sich  an 
die  Seite  3.4  ein  anderes  Dreieckspaar  und  so  fort,  bis  2%  Dreiecke 
eine  geradgestreckte  Kette  im  Azimut  a'i.s  bilden  (vergl.  Fig.  13  S.  198), 
und  bezeichnen  wir  die  Ausgangsseite  1.2  mit  a  sowie  die  ihr  paral- 
lelen Anschlufsseiten  3.4  u.  s.  f.  der  Dreieckspaare  mit  a,  a\  . .  a^'"^, 
dagegen  die  in  Richtung  2.4  sich  an  einander  setzenden  Seiten  mit  dy 

cf . . .  (f'~"*^,  so  wird  der  konstante  Teil  der  Lotabweichung  ai^f  log  — 
den  nachstehenden  Einflufs  haben: 
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4  Jf  cot  60« .  (2$r,  -  2ir,).  (3) 

Dagegen  ist  der  Einfiafs  auf  log gleich 

4  (i  —  1)  Jf  cot  60«.  (2r3  -  2r0  +  4  Jf  cot  60«.  (r,  +  r,  -  2r,).  (4) 

Berechnet  man  hieraus  den  Einflufs  für  selbst,   sodann  durch 

Addition  aller  Werte  desselben  f&r  t »»  1  bis  %  den  Einflufs  auf 
^^-^y  wobei  \d\  «=  der  Langseite  des  Netzes  in  Richtung  2 .4  ist,  so 

folgt  endlich  als  Einflufs  auf  log  — : 

4  Mcos  60«.  {ir,  +  r,  —  (♦  +  1)  r, ),  (5) 

Nächst  diesen  Einflüssen  auf  die  Seitenverhältnisse  betrachten 
wir  noch  den  Einflufs  auf  den  Horizontalwinkel  zwischen  der  Lang- 
seite [d]  des  Netzes   in  Richtung  2.4   und   der  Ausgangsseite    1.2. 

Der  Fehler  im  Winkel  (  *  j  ist  aber  gleich  —  t-j  +  ^s  ^^^  die  Fehler 

der  gestreckten  Winkel  zwischen  den  Strecken  d,  cC, . . ,  d^*'~^^  sind 
der  Reihe  nach  alle  gleich  —  2r2.  Hierdurch  entsteht  eine  Krümmung 
der  Langseite  und  es  wird  der  Gesamtfehler  im  bezeichneten  Winkel, 
wie  man  durch  Projektion  auf  eine  Richtung  quer  zu  2.4  findet,  gleich: 

(-  r.  +  r.)  -  2r.  U:±±1+^±JL-z1> 

d.  L 

—  ir^  +  r^.  (6) 

Dagegen  ist  der  Fehler  in  der  Differenz  der  Azimute  der  Seiten 
a^)  und  a  gleich 

-  2«V, .  (7) 

Nach  diesen  Formeln  wird  man  nicht  nur  für  das  ideelle  Dreiecks- 
netz  sondern  auch  vielfach  bei  thatsächlichen  einfachen  Dreiecks- 
ketten  den  Einflufs  des  allen  Stationen  gemeinsamen  Teiles  der  Lot- 
abweichungen schätzen  können^  während  ein  anderer  veränderlicher 
Teil  sich  mit  den  Messungsfehlern  kombiniert.  Zur  Yergleichung 
betrachten  wir  nun  noch  die  Anhäufung  dieser  letzteren,  insoweit  sie 
als  zufällig  zu  betrachten  sind. 

§  8.  Einflufs  zufillliger  Fehler.  Wir  knüpfen  zunächst  wieder  an 
die  Seitenverhältnisse  -*  -  und  -\  im  1.  Dreieckspaar  an,  die  Dreiecke 
als  gleichseitig  vorausgesetzt.    Ist  nun  (i  der  mittlere  zufallige  Fehler 


§  8.    Einflufs  zufälliger  Fehler. 


r)21) 


(»inos    Drciockswinkcls,    so    erkennt    man   leicht,    dafs    der    ni.  F.    in 
1'»^  r\  '»nd  obonso  in  loir  */^  irleich  wird: 


1.2 


+  \McotG()\fiy4, 


(l*)n.  (2*) 


indem  nämlich  in  diesen  Seitenverhältnissen  je  4  von  einander  unab- 
hängige Winkolfohler  auftreten.  Die  Existenz  der  Bedingungsglcichung 
zwischen  den  ?»  Dreiecks  winkeln  ändert  hieran  nichts,  weil  sie  gleich 
grofse  Verbesserungen  an  den  gleich  genau  gemessenen  Winkeln  er- 
zeugt und  weil  bei  der  gleichen  Grofse  der  Winkel  somit  das  Sinus- 
verhältnis nicht  bceinflufst  wird.*) 


(/) 


Man  hat  nun  den  Einflufs  auf  log  ---  sowie  auf  log 


^(/-i) 


a 


indem 


diese  Seitenverhältnisse  sich  aus  /  von  einander  unabhängigen  Seiten 
Verhältnissen  mit  dem  m.  F.  (1*)  zusammensetzen,  gleich: 


+  \  McoiGO^^Y-il. 


(3*)  u.  (4*) 
Wenn 


[d] 
a 


Komplizierter  ist  die  Berechnung  für  den  m.  F.  log 
wir   darauf  Rücksicht  nehmen,  dafs   die  Seiten  (7,  it .  . .  alle  gleich  a 
sind,  so  wird  der  Ausdruck  für    --    im  Anschlufs  an  Fig.  13  S.   li)8: 


Hin  ('.;-)  sin  (^\-) 


"'"  (V)  + 


+ 


""  UJ  "M  3  i 

"'"  u ; ""  i  c ) 

.     /C.5\    .     /G.7\ 
«n  i  4  )  «»'  \  5  ) 

.     /ö.0\    .     /7.0\ 

"'"  1 7  i ""  \  8 ; 


«'■"  (V) 


sin  \'^)  ^ 


J 


Die  hier  angesetzten  Glieder  beziehen  sich  auf  3  Dreieckspaare. 
Um  nun  zum  mittleren  Fehlerquadrat  zu  gelangen,  hat  man  die 
Diö'erentialquotienten  nach  allen  vorkommenden  Winkeln  zu  bilden, 
darin  alle  Winkel  gleich  (JO"  zu  setzen  und  die  Quadratsumme  der 
genannten  Quotienten  mit  fi^  zu  multiplizieren. 

*)  Auf  den  geringen  bezw.  verschwindenden  Einflufs  der  Winkelgleicliungen 
in  den  Dreiecken  auf  die  Seitenverhältnisse  haben  wir  schon  in  den  Studien 
über  rationelle  Vci^messungen,  Abschnitt  4,  Ai*t.  49,  Zeit  seh  riß  f.  Math.  u.  Phys. 
1868  aufmerksam  gemacht.  Nur  die  Seitcngleichungen  vermehren  die  (lenauig- 
keit  der  Seitcnvcrhältnisae  wesentlich.  (Vergl.  das  Referat  über  die  Dänische 
Gradmessung ^  S.  03  in  Bd.  13  der  Vicvteljahrsschrift  der  Astronom.  Ges.).  Selbst- 
verfttTindlich  darf  man  nicht  weiter  schlierten  wollen,  daf^  es  überflüssig  sei, 
alle  3  Dreieckswinkel  zu  messen.  Denn  wollte  man  deren  nur  2  messen,  so  würde 
eine»  der  Seitenverhältnisse  im  Dreieck  erheblich  ungenauer  worden. 

Hei  inert,  mathem.  u.  phyiik.  Thcoriecn  der  hob.  (leoilUiie.  34 
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Die  Bestandteile  des  mittleren  Fehlerquadrats  werden,  abgesehen 
vom  Faktor  -^  jt*  cot*  60°,  gleich 

i«  für  jeden  der  3  Winkel  (^fj,  (Y),  ('^^), 
{i  -  ly  für  jeden  der  4  Winkel  (Y),  (\'),  (V).  Cc*)' 

ii-2y  „     „     „  4     „     (Y),(V).(V)>(V). 


1     »  V  «      »  "  (3  )'(  5  )'(  7  )'••■ 

oder  zusammen  genommen  gleich 

_  i«  +  4  (i*  +  (i  -  1)«  +  .  .  .  +  1)  +  t; 

das    giebt,    weil    die    Summe   der   Quadrate  von   1   bis  t*  gleich   ist 
-r  /  (/  +  1)  (2i  +  1),  für  den  mittleren  Fehler  von  --'  den  Betrag 


l  ft  cot  60«.  Yl-  i  (8i«  +  6t  +  10). 

In   log  —  endlich  ist  demnach ,   weil  —   gleich  i  ist,  der  mitt- 
lere Fehler  gleich 


+  4  Jlf  cot  GO\(iy^  i  +  A|  +  1 .  (5*) 

Etwas  anders  gestalten  sich  die  Ausdrücke  für  die  Voraussetzung 
vollständiger  (oder  diesen  äquivalenter)  Satzbeobachtungen,  jedoch 
bleibt  in  (5*)  jedenfalls  dasjenige  gewahrt,  worauf  es  uns  besonders 

ankommt,  nämlich  Zunahme  mit  YT und  nicht  mit  i.*) 

Um  zu  dem  mittleren  Fehler  im  Horizontalwinkel  zwischen  der 
Ausgangsseite  1 .  2  und  der  Langseite  [d]  in  Richtung  2  . 4  zu  ge- 
langen, bezeichnen  wir  die  wahren  Fehler  der  Winkel  (  ö  /'  (  4  )> 
(  ^  j ,  .  •  •  mit  £2 ,  f  4 ,  £g    •  • . 

Alsdann  findet  man  durch  Projektion  auf  eine  Richtung  normal  zur 
Seite  2  .  4  sofort,  dafs  der  Fehler  im  genannten  Horizontal winkel  ist: 


*)  DaXs  die  Änderung  der  Ausdrücke  nicht  erheblich  Hein  kann,  erkennt  man 
daran,  dafs  zur  äuccessiven  Jierochnung  der  a\  a\  a"  .  .  .  nur  von  einander 
wettentlich  unabhängige  Kleinente  in  betracht  kommen. 


§  9.    Vergleicbung,  Zeitpunkt  der  Gesamtausgleicliung  u.  a.  iiiii 

h  +   i  {(i—  1)  ^4  +  (**  — 2)  f 6  H h  2£2(/-i)  +  et)  . 

Nehmen   wir  alle  diese  Winkel   mit   dem    mittleren  Fehler  /t   din»kt 
beobachtet  an,  so  folgt  nun  als  mittleres  Fehlerquadrat  sofort: 

Der  mittlere  Fehler  im  bezeichneten  Horizontalwinkel  wird  also  gleich 

Hierbei  ist  auf  die  überschüssigen  Messungen  im  Netze  noch 
keine  Rücksicht  genommen.  Diese  geben  aber  etwa  noch  eine  2.  Be- 
stimmung gleicher  Sicherheit  durch  die  Langseite  \c]  hindurch.  Wir 
setzen  daher  den  m.  F.  näherungsweise  gleich 


Die  Differenz  der  Azimute  der  Seiten  a^'^  und  a  kann  man  durch 
die  beiden  Langseiten  \d]  und  \c]  des  Netzes,  sowie  durch  den  Zug 
der  zwischen  beiden  liegenden  Seiten  a  imd  b  herstellen.  Diese  Be- 
stimmungen sind  im  wesentlichen  von  einander  unabhängig  und  die 
Ausgleichung  vereinigt  sie  nach  Mafsgabe  ihrer  Gewichte,  die  sich 
näherungsweise  wie  1:1:^  verhalten.  Da  nun  der  mittlere  Fehler  der 
Differenz  der  Azimute  der  Seiten  a^'^  und  a  aus  einer  Langseite  gleich 

wird,  so  findet  sich  der  mittlere  Fehler  für  jene  Differenz  der  Azimute 
mit  Rücksicht  auf  die  Ausgleichung  näherungsweise  gleich 


r-y-i'-  ^-•'> 


± 

§  9.    Yergleichuiig,  Zeitpunkt  der  GesanitAnsgleichung  u.  a. 

Die  im  vorstehenden  Paragraphen  abgeleiteten  Ausdrücke  werden  sich 
etwas  verändern ,  wenn  man  die  Bedingungen  der  Ausgleichung 
unter  Voraussetzung  vollständiger  Richtungsbeobachtungen  streng  be- 
achtet. Aber  schon  in  der  vorliegenden  Form  genügt  das  Gegebene  zu 
zeigen  (was  hier  die  Veranlassung  der  Entwicklungen  war),  dafs  der 
Einflufs  der  zufälligen  Fehler  bei  einigermafsen  grofsen  Werten  von 
i  von  den  entsprechenden  Einflüssen,  welche  nach  §  7  unter  gewissen 
Voraussetzungen  aus  den  Reduktionsfehlem  resultieren,  übertroffen 
werden  kann,  selbst  wenn  die  konstanten  Werte  von  rj ,  r^  und  r^ 

nur  soviel  Hundertstelsekunden  betragen,  als  (i  Zehntelsekunden. 

34* 
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Grofsere  Dreiecksketten^  welche  einzeln  ausgeglichen  sind  und 
auf  besonderen  Grundlinien  beruhen,  werden  in  ihren  Anseht ufsseiten 
wie  überhaupt  in  den  Bedingungen  ihres  Zusammenschlufses  hiemach 
Widersprüche  zeigen  können,  die,  insoweit  die  Winkel  in  betracht 
kommen,  nicht  nur  von  den  zufalligen  Messungsfehlem  der  Winkel 
und  dem  veränderlichen  Teil  des  Lotabweichungseinflusses,  sondern 
auch  merklich  von  dem  konstanten  Teil  des  Einflusses  der  Lot- 
abweichungen auf  die  Winkel  abhängen.  Je  gröfser  die  Güte  der 
Messungen  ist,  um  so  mehr  kann  letzterer  hervortreten.  Da  nun 
nach  S.  523  auch  die  aus  der  Unkenntnis  der  Höhenlage  des  Geoids 
gegen  das  Referenzellipsoid  entspringenden  Reduktionsfehler  der  Gmnd- 
linien  im  allgemeinen  nicht  ganz  unerheblich  sind,  so  wird  eine  Ge- 
samtausgleichung des  Komplexes  aller  Dreiecksketten,  die  über  einen 
Teil  der  Erdoberfläche  ausgebreitet  sind,  nicht  eher  vorgenommen 
werden  dürfen,  bis  entweder  durch  vorläufige  Rechnungen  nachge- 
wiesen ist,  dafs  die  betrefi^enden  Einflüsse  der  Lotabweichungen  und 
der  Höhenlage  des  Geoids  nicht  wesentlich  diejenigen  der  zufälligen 
Messungsfehler  übersteigen,  oder  bis  auf  Grund  einer  vorläufigen  Be- 
stimmung wenigstens  des  systematischen  Teiles  der  Lotabweichungen 
und  der  Höhenlage  des  Geoids  eine  Reduktion  der  Richtungen  im 
Dreiecksnetz  und  der  Grundlinien  stattgefunden  hat.  Diese  Richtungs- 
reduktion  würde  strenggenommen  sogar  eine  Neuausgleichung  der  ein- 
zelnen Ketten  erfordern  (und  nur  die  Stationsausgleichungen  würden 
nicht  zu  wiederholen  sein).  Indessen  wird  man  wohl  in  der  Regel 
bei  der  Berechnung  der  Dreiecksnetze  ohne  Reduktion  der  Richtungen 
wegen  relativer  Lotabweichungen  stehen  bleiben  können,  wenn  es 
sich  nur  dämm  handelt,  Untersuchungen  über  die  Gestalt  eines 
mäfsig  ausgedehnten  Teiles  des  Geoids  anzustellen,  oder  wenn  die 
Messungen  eine  Landesaufnahme  bezwecken. 

Im  ersteren  Falle  wird  man  zunächst  ein  sich  den  Messungen 
möglichst  anschmiegendes  Referenzellipsoid  bestimmen,  sei  es  von 
gegebenen  Dimensionen  oder  erst  noch  zu  ermittelnden.  Gegen  dieses 
EUipsoid  relative  Lotabweichungen  werden  in  der  Regel  einen  von 
Punkt  zu  Punkt  wesentlich  veränderlichen  Charakter  zeigen  und  es 
wird  also  kein  vorwiegend  systematischer  Einflufs  derselben  zu  be- 
f&rchten  sein,  ebenso  wenig  wie  der  Einflufs  der  Höhenlage  des  Geoids 
ein  erheblicher  werden  kann.  Günstig  ist  noch  der  Umstand,  dafs 
die  Wahl  der  Dimensionen  des  EUipsoids  auf  die  Berechnung  der 
Dreiecke  einen  ganz  geringfügigen  Einflufs  hat,  wie  aus  den  Unter- 
suchungen S.  405  hervorgeht.  Wenn  man  also  schliefslich  die 
Dimensionen  des  EUipsoids  abändert,  so  braucht  deshalb  keinn  Neu- 
berechnung zu  erfolgen. 
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Im  zweiten  Falle^  dem  der  liandesaufnahme^  dürfte  es  stets  aus- 
reichen von  denjenigen  Reduktionen  ganz  abzusehen  ^  welche  daraus 
entspringen,  dafs  die  Voraussetzung  eines  Ellipsoids  keine  ganz  zu- 
tre£Fende  ist.  Genügt  es  hier  doch  für  Zwecke  der  Detailvermessung 
in  der  Regel  von  dem  oft  verhältnismäfsig  beträchtlichen  Unterschied 
zwischen  direkt  auf  der  physischen  Erdoberfläche  gemessenen  Ent- 
fernungen und  den  entsprechenden  aus  der  Haupttriangulation  ohne 
weitere  Rücksicht  auf  die  Höhenlage  abgeleiteten  Entfernungen  ab- 
zusehen. Allerdings  können  bei  Einschaltungen  jene  Winkelreduk- 
tionen infolge  steiler  Visuren  gröfser  als  die  Beobachtungsfehler 
werden,  indes  ist  andrerseits  durch  die  Einschaltung  in  ein  festes 
Netz  Fehleranhäufiingen  vorgebeugt*) 

§  10.  Die  Berechnung  der  Lotabweichungen  für  angenom- 
mene Dimensionen  des  Referenzellipsoids  setzt  voraus,  dafs  man  ent- 
weder für  einen  Punkt  die  Lotabweichung  null  setzt  oder  sie  als 
unbekannte  Grofse  in  die  Rechnung  einführt.  Hierbei  nehmen  wir 
natürlich  an,  dafs  alle  Dreiecksnetze  in  Verbindung  mit  einander  stehen 
—  oder  richtiger  umgedreht:  Netze,  die  nicht  mit  dem  gewählten 
Ausgangspunkt  der  Berechnung  in  Verbindung  stehen,  fallen  ganz 
bei  den  weiter  zu  besprechenden  Rechnungen  heraus. 

Im  ersteren  Falle,  Nullsetzen  einer  Lotabweichung,  trifft  man 
über  das  Referenzellipsoid  ofiFenbar  die  Bestimmung,  dafs  es  von  der 
wirklichen  Lotrichtung  jenes  Ortes  normal  getroffen  wird.  Wenn 
man  nun  aufserdem,  um  Fig.  41  und  die  Formeln  dieses  Kapitels 
anwenden  zu  können,  Parallelismus  seiner  Axe  zur  Erdaxe  voraus- 
setzt, so  ist  seine  Lage  völlig  bestimmt  bis  auf  eine  Verschiebungs- 
gröfse  parallel  zu  jener  Lotrichtung,  welche  von  der  Vernachlässigung 
der  Nm  bei  der  Reduktion  der  Grundlinien  abhängt.  Ist  nur  eine 
solche  vorhanden,  so  schneidet  das  Ellipsoid  das  Geoid  unterhalb  der 
Mitte  jener  Basis.  Sind  mehrere  gemessen,  so  wird  man  ihm,  so 
lange  eben  nicht  bereits  mit  genäherten  Werten  von  JV,«  reduziert  ist, 
eine  mittlere  Lage  (die  sich  genau  nicht  ohne  weiteres  angeben  läfst) 
dergestalt  zuschreiben  müssen,  dafs  einzelne  Nm  positiv,  andere  negativ 
sind.  (In  welchem  Abstand  die  Erdaxe  von  der  Axe  des  Referenz- 
ellipsoids liegt,  läfst  sich  auch  nicht  angeben,  es  sei  denn,  dafs  mau 
bereits  Kenntnis  von  der  Lage  des  oben  erwähnten  Ausgangspunktes 


*)  Nicht  uDerwähnt  mag  bleiben,  dafs  man  die  Zulässigkcit  der  spMrisdien 
Herechnung  der  Figuren  innerhalb  eines  kleinen  Teiles  des  das  Geoid  ersetzenden 
Rotationsellipsoids  leicht  mittclnt  der  Methode  der  Lothabweichungen  zeigen  kann. 
Als  Lotabweichungen  treten  dann  eben  die  Winkel  zwischen  den  Ellipsoid-  und 
Kngclnormalen  auf. 
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zur  Erdaxe  hätte,  welche  Kenntnis   sich   überdies   auf  den   üblichen 
geodätisch -astronomischen  Wegen  gar  nicht  erlangen  läfst.) 

Es  ist  aber  nicht  vorteilhaft,  für  einen' Punkt  die  Lotabweichung 
gleich  null  zu  setzen.  Das  Anschmiegen  des  Refercnzellipsoides  läfst 
sich  weit  besser  erzielen,  wenn  man  die  Lotabweichung  auch  im  An- 
fangspunkte der  Berechnungen  als  unbestimmt  annimmt. 

Da  dieses  zugleich  der  allgemeinere  Fall  ist,  so  werden  wir  die 
Aufgaben:  die  successive  Berechnung  der  Lotabweichungen  zu  zeigen, 
eventuell  die  Dimensionen  des  Ellipsoids  zu  verbessern  und  die  Form 
des  Geoids  soweit  als  möglich  aus  den  Lotabweichungen  abzuleiten, 
an  ihn  anknüpfen. 

Auf  die  Aufgabe,  Lotabweichungen  für  ein  Referenzellipsoid  zu 
ermitteln,  dessen  Axe  nicht  parallel  zur  Erdaxe  ist,  werden  wir  nicht 
eingehen.  Die  Formeln  dazu  würden  sich  —  soviel  mag  bemerkt 
werden  —  leicht  aus  Fig.  41  bestimmen  lassen,  wenn  man  darin  2  Nord- 
pole N  und  N'  unterscheiden  würde.  Nächst  den  Dimensionen  des 
Ellipsoids  und  den  Komponenten  der  Lotabweichung  eines  Anfangs- 
punktes, also  4  Unbekannten,  würden  noch  2  Unbekannte,  die  die 
Lage  von  N  gegen  N'  feststellen,  auftreten.  Da  jedoch  die  ellip- 
soidischen  geographischen  Breiten  von  den  wirklichen  bei  diesem 
Vorgange  recht  erheblich  abweichen  können,  wird  man  um  so  mehr 
davon  absehen,  als  die  relativen  Lotabweichungen  wohl  in  der  Regel 
durch  örtliche  rasch  veränderliche  Formveränderungen  der  Niveau- 
flächen bedingt  werden.  Aufserdem  komplizieren  sich  die  Berech- 
nungsvorschriften, wenn  man  die  Differenz  von  N  und  N*  nicht  ge- 
radezu klein  annimmt,  recht  erheblich,  wie  man  aus  Fergolas  wieder- 
holt erwähnter  Äbliandlung  bezw.  der  Viertdjahrsschrift  der  Astronom. 
Ges.,  Bd.  11,  ersehen  wird.  Der  Grund  ist,  dafs  man  nicht  ohne 
weiteres  die  höheren  Potenzen  des  Unterschieds  NN'  vernachlässigen 
darf  (was  Fergola  allerdings  schliefslich  z.  T.  doch  noch  thut). 

§  11.  Einflnrs  der  Lotabweichiingen  auf  die  geodätisch  er- 
mittelten geograpliischen  Koordinaten:  Formeln  zur  Berechnung 
der  Lotabweichnngen. 

Denken  wir  uns  aus  den  wirklichen  Werten  der  geographischen 
Breite  und  Länge  sowie  des  Azimuts  ffi,  L\  und  «i.2  in  P^  mit  Hilfe 
der  linearen  Länge  der  Kürzesten  P^  T^  unter  Annahme  bestimmter 
Dimensionen  eines  Refercnzellipsoides  Breite,  Länge  und  Azimut  in  Pj 
berechnet,  so  werden  diese  im  allgemeinen  von  den  wahren  Werten 
li't,  L'2  und  «2.1  dieser  Gröfsen  abweichen. 

Wir  nennen  die  berechneten  Werte  JBi',  L'i  und  «i'.i. 

Hätte  man  die  Rechnung  mit  den  ellipsoidischen  Werten  B^,  L^ 
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und  «1.2  ausgef&hrt,  so  hätten  sich  auch  die  ellipsoidischen  Werte 
B^,  L2  und  «2.1  ergeben.  Um  diese  Werte  mit  jenen  zu  vergleichen, 
benutzen  wir  die  Di£ferentialformeln. 

Nach  §  3  S.  517  u.  518  ist  in  ausreichender  Annäherung: 

Bj  -  ^1  =  +  Si  +  •  •  •  I 

Li    —  L\    =  —  1^1  sec  Bi  +  •  •  •    \  (1) 

«1.«  —  «1.2  =  +  1^1  tan  J5'i  H ,) 

wobei  in  der  letzten  Formel  ebenso  wie  bei  der  Berechnung  des  Drei- 
ecksnetzes  von  den  kleinen,  in  die  Cotangenten  der  Zenithdistanzen  mul- 
tiplizierten Gliedern,  sowie  von  dem  Einflufs  des  Abstandes  des  Geoids 
vom  EUipsoid  auf  die  Reduktion  der  Richtungen  wegen  der  Hohe 
der  Objekte  abgesehen  ist  —  oder  angenommen  wird,  dafs  alle 
Richtungen,  also  auch  «1.2  bereits  mittelst  vorläufiger  Werte  der 
Lotabweichungen  um  diese  Glieder  korrigiert  worden  sind. 

Indem  wir  nun  die  Werte  +  61  >  ~  ^1  sec  Bi  und  +  i^i  tan  li^i 
als  dBi,  *L,  und  dai.2  in  die  Formeln  (7)  bis  (9)  S.  282  einführen, 
erhalten  wir: 


I 


B^  —  lTi  —  +  ^lco8  Ja  +  h  —  [-^)     1  sinai.2sina2.i]  5i 

*■  ^(2) 

—    -  rzTTt  ^^  ^1  sin  «2. 1  •  ^1  H 

X^_i;„  -  (ll^)^  j  sin^a- [1- (^^^ 

r                m                                       \  ^^^^ 

—  j  sec  jBi  H W^  sec  JB2  tan  B^  cos  «2.1 1  iji  H 


Äf.i «2.1* 


m  TT,» 


sin'z/a  ^ 

61 


«^«1.2 


}W 


+  [1  -  ('S),.,]  [1  -  (-S),.  j  «^'^^  «»-^  «^  «^-^ 

+  l(^)^  ^  +  ^  TT,  tan  JB,  cqs  «2.1}  tan  5,  .  iy,  +  •  •  • . 

Wenn  man  hierin  für  jB,,  i2  ^^^^^  ^«1  ^®^  (1)  entsprechend  die 
Substitutionen  benutzt: 

JSg    =  -B2    +  ^2  +  •  •  •  I 

L2    =14    —  riiSec  B%  -] I  (5) 

«2. 1  ==  «2. 1  +  ^2  t*ß  ^»  H >  ' 

so  erhält  man  Gleichungen  zwischen  den  Komponenten  5  und  tj  der 
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LotabweichuDgen  beider  Punkte  P^  und  P^  bezüglich  .des  Referenz- 
ellipsoids.     Sie  lauten: 


§. 


(G) 


Ä' —  1^8  —  Sa  +  TF^  |co8^a  +  ri—  y-^J     Isinai.,  sinai.i 

Zii  +  secjBg.iJg ^^4-^|8in^a  — fl— (^)      Isinai.icosaa.ijsec-Bg-Si  j 

—  Il  -) TFjsin  jBj  sec B^cos a^.Asec B^ . ri^  -)-...  =  0 

a«.i  —  «2.1  —  tan  Bj  .  ijj 


(7) 


Oq   1-g' 


sin'  ^CK 


51 


(8) 


+  {(^)      +  ^W^tAnB^co80Ci,i\taJiBi.tii+'"  =  0. 

Über  die  strenge  und  naherungsweise  Berechnung  der  hierin 
auftretenden  Eoefficienten  vergl.  §  11  S.  283. 

Man  kann  in  den  Eoefficienten  jedenfalls  die  wirklichen  Werte 
der  geographischen  Eoordinaten  und  der  Azimute  anstatt  der  ellip- 
soidischen  anwenden,  die  der  Einfachheit  halber  eingeführt  sind. 

Wenn  man  nun  femer  erwägt,  dafs  einerseits  die  Beobachtungs- 
fehler m  S  y  L'  und  a  schon  in  der  1.  Decimalstelle  der  Sekunden 
auftreten,  dafs  andrerseits  die  Eomponenten  der  Lotabweichungen  im 
allgemeinen  nur  einzelne  Sekunden  betragen,  so  erscheint  es  über- 
haupt völlig  genügend,  die  Eoefficienten  von  Si  und  i}|  auf  drei 
Decimalen  anzugeben,  was  für  5<0,lao  und  (wie  immer)  abgesehen 
von  hohen  Breiten  auf  die  Vernachlässigung  von  6*5 :  a^ ,  d.  h.  auf 
die  Anwendung  der  Formeln  (10)  S.  285  hinauskommt. 

Esergiebt  sich  darnach  unter  den  ebener  wähnten  Voraussetzungen: 


B'i  —  S%  —  Si  +  Si  cos  Li. 2  +  n\  sin  -^1.2  sin  -Bi  +  •  •  •  =  0 
L%    —  Z4   +  ^2  sec  -Bj  +  Si  sin  Li, 2  tan  B^ 

—  r;,  (sec^i  +  sinLi.jtanl^iCscai.sCosai.  1)  -| = 

«i.i  —  «i.i  —  1^2  tan  B^  —  Si  sin  Z/1.2  sec  B^ 

-f  iji  cos  Li,%  sin  7^1  sec  ^2  +  •  •  •  =  0, 


0  (9) 
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genau  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  c*5 :  a^  in  den  Eoefficienten 
von  5i  und  ij^.  Dabei  bedeuten  J5i,  ii,  «i.i  die  wirklichen  Werte 
der  geographischen  Breite  und  Länge  sowie  des  Azimuts  der  geo- 
dätischen Linie  in  P^;  Sij  Ui,  «2.1  hingegen  die  von  P^  aus  mittelst 
Pi;  Li,  ai.2  und  s  berechneten  Werte.  Es  ist  ferner  in  den  Eoef- 
ficienten Li.i  =  L^  —  L^  zu  nehmen. 

In  dem  Eoefficienten  von  r/i  in  der  2.  Gleichung  (9)  kann  man  für 

sin  Zri.2  tan  P^  esc  ai,%  cos  as.i 
auch  schreiben: 

sin  —  tan  P^  sec  P,  cos  «j.i . 
Setzt  man  ^^  und  i^i  gleich  null,  so  folgt  aus  (9): 


62  =       Pi'  —  Pi  +  •  •  • 

V2  =  —  (^'  —  ^)  cos  P2  H 

^2  =       («».  1  —  «i.  1)  cot  Pjj  + 


(9*) 


Man  hat  daher,  falls  sowohl  geographische  Längen  wie  Azimute 
vorliegen,  durch  die  doppelte  Bestimmung  von  tj^  die  Gleichung 

(«2.1  -  «i.i)  +  (Lg  -  Ü)  sin  P,  H 0,  (10) 

welche  Bedingungsgleichung  eine  Eontrolle  der  Genauigkeit  der  geo- 
dätischen und  astronomischen  Operationen  giebt.  Setzt  man  Si  und 
tii  nicht  null,  so  ist  der  Ausdruck,  welcher  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (10)  bildet,  gleich  der  Summe  zweier  Bruchteile  von  ij,, 
und  von  Ji,  welche  in  Bezug  auf  s  :  Uq  die  1.  Ordnung  haben. 

Die  3.  Gleichung  (9*)  verliert  übrigens  in  der  Nähe  des  Äquators 
ihre  Brauchbarkeit,  weil  hier  die  Fehler  der  Azimutmessung  stark 
vergröfsert  in  rj^  übergehen.  Die  Gleichung  (10)  aber  ist  auch  hier 
anwendbar  und  von  Nutzen. 

Sie  ist  schon  von  Laplace  angegeben  worden  (vergl.  den  Schlufs 
dieses  Eapitels)  und  wird  auch  als  das  TJiearem  von  Laplace  be- 
zeichnet. 

Unter  der  Anuahmc  |,  und  rji  gleich  null  für  Müpichen  berechnet  Carl 
von  Orff  S.  65  u.  ff.  der  Abhandlung:  Bestimmtmg  der  geographischen 
Breite  der  Königl.  Sternwarte  hei  MüncJiefi,  im  Supplement  zum  21.  Bd. 
der  Annalen  derselben  Sternwarte  für  mehrere  Punkte  nördlich  und  süd- 
lich der  Alpen  Lothabweichungen  und  gelangt  S.  57  zu  6  Kontroll- 
gleichungen aus  doppelter  Bestimmung  von  ij: 
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\ 


Mannheim  X"— X' =  —  4,71' 
Pfänder  — 19,98 

Zürich  +  0,71 

Rigi  —  2,16 

Bern  4-  6,14 

Mailand  -f-  ^«^^ 


«"_„'«+  2  94' 
+  14,84 

-  0,1 

—  2,81 
+  0,4 
+  0,2 


Mannheim  a" —  a  -f-  i^'  —  -^')  sin  JB  ■—  —  0,64 


Pfänder 

Zürich 

Rigi 

Bern 

Mailand 


V 


1» 


»> 


II 


»» 


f» 


»f 


ff 


ff 


ff 


(L"-i')8inJ5=.—  3,68' 

— 14,73 
+   0.6 
-   1,6 
+  4,5 
+  4,4 

Länge  der  Ketten 
60  Meilen 
22 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


+  0,11 

+  0,4  38 

—  3,9  33 

+  4,9  48 

+  4,6  52 

Für  die  geodätische  Obertragang  der  Breite  and  Länge  sowie  des  AzimuU 
wurden  Hierbei  mit  Vorteil  zuerst  Polarkoodinaten  berechnet  und  dann  die 
Formeki  S.  298  angewandt. 

Bessel  hat  1837  in  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  14,  S.  269  u.  ff.  in  der  Ab- 
handlung: Über  den  Einfiufs  der  ünregelmäfbigkeiten  der  Figur  der  Erde 
auf  geodätische  Arbeiten  u.  s.  f.  (vergl.  auch  Abhandl.  Bd.  3,  S.  19u.  ff, 
insbesondere  S.  36)  die  Ausdrücke  für  die  Koefficienten  von  {,  und  rji  ohne 
Benutzung  der  reduzierten  Länge  m  entwickelt,  was  nur  mittelst  Reihen- 
entwicklung möglich  ist.  Seine  Angaben  sind  jedoch  in  gleicher  Weise 
entstellt  wie  die  andern  auf  S.  295  erwähnten,  ohne  dafs  indessen  dieser 
Umstand  ebenso  wie  bei  jenen  Angaben  von  erheblichem  Einfluls  auf  die 
Resultate  der  numerischen  Rechnung  wird. 

§  12.  Genauigkeit  der  berechneten  relativen  Lotabweichungen. 
Es  mögen  ds,  da,  dB*,  8L'  Verbesserungen  der  beobachteten  wirk- 
lichen Werte  für  s,  a,  B  und  L  bezeichnen.  Dann  geben  uns  die 
Gleichungen  (10)  S.  285  mit  Rücksicht  auf  (10^*)  ebenda  sofort 
folgende  Ausdrücke,  welche  den  Gleichungen  (6),  (7)  und  (8)  S.  536, 
bezw.  den  drei  Gleichungen  (9)  S.  536  linker  Hand  beizufügen  sind: 


cos  Xi.jdjB'j  —  djB'j  +  9"  cos  «2.1 f-  sin  Li,%  cos  B^8tt\^% 

dL\  -  8L\  +  sin  ii.,  tan  S,(JB', 


(1) 


—  q"  sec  B^  sin  «».i sin  —  ^tcB^co^at.iSai.t 

—  sin  Li. 2  sec  B^8B\ 

+  q"  tan  JSj  sin  «2.1  —  +  cos  Li, %  cos  B^  sec  B^8a\,^  —  ^«2.1. 


(2) 


(3) 


Denkt  man  sich  aus  den  (9)  S.  536  ^  und  i},  berechnet ,   so  stellt 
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jetzt  (l)  zugleich  den  Einflufs  der  Bcobachtungsfehler  im  Sinne  einer 
Verbesserung  für  ^^  dar;  dagegen  ist  —  (2)  cos  B^  und  +  (3)  cot  2/, 
der  entsprechende  Einflufs  für  ri^.     Derselbe  ist  also  gleich 


(dLj  —  ^-^i)  CÖ8  B^  —  sin  Li,%  siuB^  dJ/, 
+  q"  sin  «2.1  —  +  sin  —  cos  a2.i*ai.2 


(2*) 


«0  «0 


bezw. 

—  sin  Li, 2  CSC 2^2  difj 

-{■  q'  sin  «2.1 h  cos  Zri.a  cos  B^  csci^j  ^«'1.2  —  coiB^  ^«i.i. 

^0 


(3*) 


Femer  ist  der  Einflufs  auf  die  linke  Seite  der  K(mtroll{jleichung 
(10)  S.  537  gleich 

{ßL\  —  *2/j)  sin  B^  —  sin  X1.2  cos  B^SB] 
+  (cos  Z/1.2  cos  Bi  sec  B^  —  sin  —  tan  J?2  cos  «2  .J  dai.2  —  ^«'2.1. 


(4) 


Dieses  zeigt/  dafs  die  Kontrollgleichung  unabhängig  vom  Fehler 
ÖS  ist,  dafs  sie  ferner  in  der  Nähe  des  Äquators  auch  frei  von  den 
dL'  wird  und  dafs  sie  endlich  jedenfalls  eine  gute  Kontrolle  der 
Azimutübertragung  durch  das  Dreiecksnetz  giebt. 

Was  die  Bestimmung  von  ri^  anbetriflft,  so  zeigen  die  Ausdrücke 
(2*)  und  (3*)  vorerst  natürlich  wieder  die  Unbrauchbarkeit  der 
Azimutmessungen  am  Äquator,  sodann  aber  überhaupt  eine  Über- 
legenheit der  geographischen  Längenbestimmung  gegenüber  den  Azimut- 
messungen, weil  dal. 2  in  (2*^)   selbst   im  Maximum  nur  den  Faktor 

sin  —  hat,  während  in  (3*)  der  Faktor  jeden  Wert  annehmen  kann. 

Es  tritt  zwar  in  (2*)  noch  das  Fehlerglied  {dL\  —  dL\)  cos  B^  auf, 
wozu  (3*)  nichts  Analoges  hat,  allein  dieses  vermindert  den  Genauig- 
keitsgrad der  Bestimmung  von  %  nicht  wesentlich,  wenn  tele- 
graphische Längenbestimmungen  nach  den  besten  Methoden  voraus- 
gesetzt werden.  Denn  der  mittlere  Fehler  einer  solchen  beträgt  in 
der  That  nicht  mehr,  wie  derjenige  einer  Azimutmessung.*)    Während 

*)  Nach  Älbrechts  vorläufiger  Ausgleichung  einiger  Längenbeetimmongen  in 
den  Astronom.  Nachr.  Bd.  89,  No.  2132  S.  305  u.  fF.,  finden  wir  als  m.  F.  der 
besten  Längenbestimmangen  +  0,75".  Dagegen  würde  nach  5  Doppelazimut- 
bestimmnngen  des  Geodätischen  Instituts  (mit  2  verschiedenen  Instramenten 
nach  2  verschiedenen  Methoden)  der  m.  F.  einer  Doppelazimutbestimmong 
gleich  Hh  0,58".  Dies  sind  jedoch  extreme  Werte,  die  sich  durch  definitive 
Bearbeitung  der  Endresultate  wesentlich  reduzieren  werden.  Wir  vermuten  in 
beiden  Fällen  auf  +  ^".  Dagegen  folgt  aus  7  Doppelbestimmungen  des  Geodäti- 
schen Instituts  in  geographischer  Breite  als  m.  F.  einer  solchen  Doppelbestim- 
mung ±  0,29". 
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aber  {dL\  -^  9L\)  dem  m.  F.  der  Längendifferenz  unmittelbar  ent- 
spricht,  setzt  sich  dai,%  aus  dem  m.  F.  der  Azimutmessung  und  den 
Übertragungsfehlern  durch  das  Dreiecksnetz  zusammen.  Dieser  Teil 
wächst,  insofern  er  zuföUiger  Natur  ist,  nach  S.  531  (6*)  mit  der 
Quadratwurzel  aus  der  Entfernung,  insofern  er  aber  von  konstanten 
Ursachen  abhängt,  nach  S.  528  (6)  direkt  mit  der  Entfernung. 

Die  Ausdrücke  (1),  (2*)  und  (3*)  gestatten  die  mittleren  Fehler 
in  der  Bestimmung  von  ^  und  i},  zu  berechnen,  wenn  die  mittleren 
Fehler  in  f ,  L\  s  und  a   gegeben  sind. 

Setzen  wir  beispielsweise  in  der  mittleren  Breite  von  45^  eine 
Kette  von  20  an  einander  hängenden  Dreiecken  voraus,  die  im  Azimut 
45®  eine  Längenerstreckung  von  637*^  hat,  so  ergeben  sich  zunächst 
nach  (5*)  S.  530  und  (6*)  S.  531  mit  /i  =  +  0,5"  und  i  =  10  die 
mittleren  Beträge 

ds-s-fS^m    und    die;  — +  0,7", 

wenn  w  den  Winkel  zwischen  der  Anfangsseite  und  Langseite  des 
Netzes  bezeichnet  Nehmen  wir  femer  als  mittlere  Fehler  der  Breiten-, 
Längen-  und  Azimutbestimmung  bezw.  +  0,3",  +  0,5"  und  +  0,5", 
so  wird  der  mittlere  Betrag  von 

dB',  und  dB\  —  +  0,3",  (dr,  -  dL\)  =  +  0,5" 

dal,  -  +  0,5"  +  0;7"  =  +  0,9" 
diclt  -  *«;.,  -  +  0,5"  ±  0,5''  ±  1,0"  =  +  1,2", 

wobei  das  3.  Cilied  des  letzten  Ausdruckes  nach  Formel  (7"')  S.  531 
ermittelt  wurde.     Die  Ausdrücke  (1),  (2*)  und  (3*)  geben  jetzt: 


i 


+  0,3  +  0,3  +  0,7.0,11  +  0,07.0,9  =  +  0,4"  für  fe 
+  0,7.0,5  ±  0,07.0,3  +  0,7.0,11  +  0,07.0,9  =  +  0,4"   „    i?, 

±0,14.0,3  +  0,7.0,11 +  1,2  =  + 1,2"   „    i^,. 

Die  grofse  Überlegenheit  der  geographischen  Längenbestimmungen 
tritt  hier  deutlich  hervor. 

Immerhin  verdienen  die  Azimutmessungcu  einige  Aufmerksamkeit, 
denn  sie  lassen  sich  leichter  als  Messungen  geograpliischer  Liiugeii 
anstellen.  In  den  meisten  Fällen,  wo  es  sich  um  die  Ermittlung  der 
Lotabweichungen  einer  gröfsereu  Anzahl  astronomischer  Stationen 
handelt^  wird  man  nur  ]3reite  und  Azimut  bestimmen  können.  Damit 
aber  in  den  9}  keine  Fehleranhäufung  eintritt,  sind  für  einige  gröfsere 
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Distanzen  auch  geographische  Längen  zu  ermitteln.  Den  Azimut- 
messungen fallt  dann  die  Aufgabe  zu,  die  rj  dazwischen  zu  interpolieren. 
Der  Anblick  der  obigen  Fehlerausdrücke  giebt  noch  zu  der  Be- 
merkung Veranlassung,  dafs  bei  sehr  beträchtlichen  Aasdehnungen 
die  Bestimmung  von  |  und  rj  aus  den  geographischen  Breiten  und 
Längen  wegen  der  Fehler  in  s  und  a  eine  sehr  ungenaue  werden 
kann.  Dieses  ist  indes  unvermeidlich.  Der  Fehler  in  5  und  ij  wird 
übrigens  wesentlich  kleiner,  als  obige  Ausdrücke  ihn  angeben,  wenn 
nur  bei  grofser  Ausdehnung  des  triangulierten  Gebietes  stets  mehrere 
Grundlinien  gemessen  werden  und  bei  der  Ausgleichung  des  Netzes 
hierauf,  sowie  auf  die  Kontrollgleidhungen  (10)  S.  537,  welche  in  ge- 
höriger Anzahl  zu  schaffen  sind,  Rücksicht  genommen  wird. 

In  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  90,  No.  2144  und  Bd.  91,  No.  2170  giebt 
Sadebeck  den  EinfluDs  der  Lotabweichung  auf  die  Horizontalwinkelmesrang 
▼om  Brocken  an.  Es  findet  sich  für  den  Brocken  zur  Ermittlung  der 
Lotabweicbung,  wobei  Seeberg  bei  Gotha  als  Ausgang  dient,  mit  £i  »*  0 

und  Tfi  *^  0: 


astron.      jB'j  =  6 1  <»  48'  10,69' 
geodäi     B'i »  1,41 


Et  ist  also     (*«  _-  9  18 

nach  unserer  ' 
Beseiebnongs- 
weise 


*t 


L[^mm  26,767' 
X;'  2  -=  26,986 


i?3  secBj  «■ — 8,486 
1,, 2,12" 


«j^  — 866^8' 29,665 

^2.1 


a'  1  -  21,430 


i2,tanJ?,=-  —  8,236 

ij,  —  —  6,48". 


Der  Fehler  der  Kontrollgleichung  ist  6,6",  was  auf  einen  groben  Fehler 
hinweist.  Sadebeck  nimmt  eine  Ausgleichung  vor,  die  jedoch  yerfehlt  ist, 
indem  sie  2  Bedingungsgleichungen  voraussetzt,  obgleich  die  8  Bestim- 
mungen für  2  Elemente  der  Lotabweichung  doch  nur  einer  Bedingung 
unterliegen  können.  Es  ist  dies  eben  die  Eontrollgleichung.  Jene  2  Glei- 
chungen kommen  dadurch  zustande,  dafs  die  Richtung  der  Lotabweichung 
nach  einer  1.  Rechnung  in  versteckter  Weise  als  fest  gegeben  ein- 
geführt wird. 

Wegen  des  zu  vermutenden  groben  Fehlers  erscheint  eine  Ausgleichung 
unthunlich.  Will  man  aber  doch  ein  Mittel  bilden,  so  genügt  das  ein- 
fache arithmetische  Mittel  fit  =*  —  4,8"  vollständig.  Denn  nach  (2*)  und 
(8^)  S.  639  sind  die  wesentlichsten  Teile  der  Fehler  in  den  beiden  Werten 
von  17,  gleich 

(^7/2  —  SL\)  cos  B^    bezw.    (ßa\  2  —  ^«i  i)  cot  B, 
mit 

cos  J5j  =  0,62  cot  JB,  =»  0,79  . 

Unter  der  Voraussetzung  gleichen  mittleren  Betrags  von  ^X,  —  dL\ 
und  da\  2  ~  ^^2  1  ^^t  daher  das  Verhältnis  der  Gewichte  gleich  0,79*: 0,62*. 

Bei  der  gänzlichen  Ungewifsheit  über  die  Zulässigkeit  jener  Voraussetcung 
ist  aber  diese  Ungleichheit  der  Gewichte  ohne  Bedeutung. 

Übrigens  entsteht  möglicherweise  der  grofde  Widerspruch  nur  dadurch, 
dafs  dem  «2.1  nicht  ein  auf  Seeberg,  sondern  ein  auf  Inselsberg  gemes- 
senes Azimut  zu  gründe  liegt  (vergl.  weiterhin  S.  568).   Der  zweite  obiger 
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Werte  von  17,  wfirde  alsdann  sehr  stark  von  der  Lotabweichung  auf  Insels- 
berg  beeinffuTst  sein. 

§  13.  Die  Ausffilirung  der  Rechnung  wird  sich  in  der  Praxis 
▼erschieden  gestalten  könncD,  je  nach  der  Häufigkeit  der  astronomischen 
Stationen  und  der  Vollständigkeit  der  Beobachtungen  auf  denselben. 
Wir  wollen  drei  Fälle  etwas  detaillierter  behandeln. 

Im  1.  Falle  nehmen  wir  an^  dafs  keine  überschüssigen  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Lotabweichungen  entstehen,  indem  auf  jeder 
astronomischen  Station  (eine  einzige  ausgenommen)  nur  entweder  das 
Azimut  einer  Dreiecksseite  oder  der  Längenunterschied  gegen  eine 
andere  astronomische  Station  gemessen  ist. 

Im  2.  Falle  setzen  wir  voraus,  dafs  auf  allen  astronomischen 
Stationen  Breite  und  Azimut,  zum  Teil  aber  auch  Längen differenzcn 
gemessen  seien. 

Im  3.  Falle  nehmen  wir  dasselbe  an,  zugleich  aber,  dafs  alle 
geodätischen  Stationen  auch  astronomische  Stationen  seien. 

In  allen  drei  Fällen  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Bestimmungen 
der  LängendifFerenzen  ein  zusammenhängendes  Netz  bilden  und  dafs 
die  Bedingungsgleichungen,  welche  sich  durch  überschüssige  Be- 
stimmung von  Längendifferenzen  ergeben,  bereits  durch  eine  Aus- 
gleichung befriedigt  worden  sind  und  somit  als  definitive  angesehen 
werden  können.*)  Dieser  Vorgang  erscheint  so  lange  völlig  zulässig, 
als  in  den  Eontrollgleichungen  des  Netzes,  S.  537  (10),  die  Fehler  der 
Azimutübertragung  dominieren,  so  dafs  es  ein  sehr  zweifelhafter 
Gewinn  sein  würde,  die  geographischen  Längen  zu  verbessern.  Gegen- 
wärtig ist  dieses  aber  wohl  bei  allen  Gradmessungsnetzen  der  Fall, 
weil  infolge  der  Schwierigkeit  der  Längenbestimmung  die  Anzahl  der 
sowohl  in  Länge  als  auch  in  Azimut  behandelten  Stationen  immer 
eine  verhältnismäfsig  kleine  bleiben  wird. 

Auch  die  Breitenbestimmungen  können  eventuell  mit  Vorteil, 
wie  es  mehrfach  geschehen  ist,  einer  separaten  Ausgleichung  dahin 
unterworfen  werden,  dafs  man  aufser  den  geographischen  Breiten 
auch  die  Deklinationen  der  Sterne  (und  bei  a  Urs.  min.  sowie  den 
Polstemen  überhaupt  auch  die  Rektascensionen)  als  Unbekannte  an- 
sieht  und    alles    durch   eine    gemeinsame  Ausgleichung  bestimmt.**) 


i 


*)  Vergl.  hierzu  u.  a.  die  S.  539  u.  citierte  Arbeit  Albrechts. 
**)  In  dieser  Weise  gingen  W.  Struve  bei  der  Gradmessung  in  den  russischen 
Ostseeprovinzen  und  James  bei  der  englischen  Gradmessung  vor  (vergl.  das  mehr- 
fach erwähnte  Hauptwerk  der  englischen  Landesvermessung).  Da  in  neuester 
Zeit  mit  besonderer  Rucksicht  auf  Gradmessnngszwecko  sehr  scharfe  Sternörter 
abgeleitet  worden  sind,  so  kann  das  Verfahren  vielleicht  dahin  modificiert  wer- 
den, dafs   man  die  Sternörter  als  gegeben  ansieht,  aber  die  auf  der  einzelnen 
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Man  wird  alsdann  zunächst  nur  die  Breitendifferenzen  erhalten,  aber 
sehr  genau,  und  kann  schliefslich  mit  strenger  Beibehaltung  derselben 
auch  noch  die  geographischen  Breiten  selbst  herstellen.  Einen  Vorteil 
wird  allerdings  dies  Verfahren  nur  bieten,  wenn  auf  benachbarten 
Stationen  hinlänglich  viel  gemeinsame  Sterne  nach  derselben  Methode 
beobachtet  sind,  sodafs  die  Breitendifferenzen  frei  von  den  Deklinationen 
und  Instrumentalfehlem  werden.  Dafs  es  aber  nötig  ist,  noch  immer 
die  Genauigkeit  der  Breitendifferenzen  (welche  offenbar  am  meisten 
interessieren)  zu  verschärfen,  zeigen  die  verhältnismäfsig  grofsen 
Unterschiede  der  Bestimmungen  derselben  Breiten  nach  verschiedenen 
Methoden. 

§  14.   1.  Fall  praktischer  Bestimmiiug  der  Lotabweicliung. 

Die  Formeln  (6)  bis  (8)  oder  (9)  S.  536  gestatten  die  Berechnung 
von  §  und  rj  für  alle  astronomischen  Stationen,  wenn  diejenigen 
einer  1.  Station  P^  unbestimmt  gelassen  werden.  Als  solche  denken 
wir  uns  eine  Station  gewählt,  die  im  Netz  der  Längenbestimmungen 
vorkommt,  für  welche  aber  auch  die  geographische  Breite  und  ein 
Azimut  gemessen  sind. 

Wir  nehmen  endlich  noch  an,  dafs  das  Dreiecksnetz  im  Zusammen- 
hange ausgeglichen  und  demnach  ohne  Widersprüche  sei,  dafs  femer 
von  Pj  nach  allen  astronomischen  Stationen  Polarkoordinaten,  also 
die  Längen  der  Radienvektoren  sowie  die  Winkel  zwischen  denselben 
und  den  anschliefsenden  Dreiecksseiten  in  ihren  Endpunkten  berechnet 
seien.  Da  nun  in  P^  das  Azimut  einer  Dreiecksseite  direkt  beobachtet 
ist,  kann  man  sofort  die  ai.,  für  jede  Station  P,  angeben,  a). i  findet 
sich  aus  dem  beobachteten  Azimut  einer  Dreiecksseite  in  P,  und  den 
berechneten  Winkeln. 

Alsdann  kann  man  nach  früher  angegebenen  Formeln  aus  Si,i 
und  «i . ,  auf  Pi',  Li'  und  a/,  i  übergehen.  Für  jeden  Punkt  P^,  P^-^^Pi.. ., 
wo  Breite  und  Länge  oder  Azimut  gemessen  sind,  erhält  man  nach 
den  eingangs  genannten  Formeln  eine  Gleichung  für  S,-  und  eine  för 
tlif  die  sich  in  die  nachstehenden  symbolischen  Formen  bringen  lassen: 


Vi  ==  —  K  +  aili  +  i'iVi 


0) 


Hierin  sind  U  und  ti  Sekundenwerte,  a,-  und  bi  Eoefficienten.  Diese 
Bestimmung  von  g«  und  i;,-  ist  offenbar  eine  nur  gerade  hinreichende 
ohne  jede  Kontrolle,  sodafs  alle  Beobachtungsfehler  und  die  Reduktions- 


Station  kaum  vollsülndig  eliminierbaren  Instrumentalfchlcr  darch  möglichst  iden- 
tischen Vorgang  bei  der  Breitenbestimmung  auf  verschiedenen  Stationen  streng 
zu  eliminieren  sucht. 
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fehler  der  Azimute  ganz  in  die  Werte  5/  "»^^1  >//  eingehen.  Ein  Nut/en 
der  Langenhestimmungen  zur  Verbesserung  der  i/  aus  den  Azimuten 
tritt  nicht  hervor,  weil  sich  eben  nirgends  dopj)clt  bestimmte  i;  ver- 
gleichen lassen. 

Um  schliefslich  definitive  Werte  der  5  wnd  iy  zu  erhalten,  ist  i'ür 
£,  und  iji  eine  Annahme  zu  machen,  d.  h.  das  Ueferenzellipsoid  ist 
in  eine  bestimmte  Lage  zur  Lotrichtung  P^  zu  bringen: 

Man  wird  bei  der  Wahl  von  |,  und  iy,  am  besten  so  verfahren, 
dafs  die  Summe  der  5?  +  ^?  ein  Miniraum  wird  in  Bezug  auf  Si 
und  rji  als  Unbekannte  (Variable).  Diese  Wahl  ist  wenigstens  dann 
eine  sehr  passende,  sobald  die  astronomischen  Stationen  gleichmafsig 
über  einen  Teil  der  Geoidfläche  verbreitet  sind. 

Die  Ausgleichung  ist  eine  solche  nach  vermittelnden  Beol)achtungen 
und  ohne  alle  Schwierigkeiten.  Bezeichnen  wir  5i  "^^^  Uif  insofern  sie 
Unbekannte  sind,  mit  x  und  y,  so  lauten  für  die  Fehler  |,,  g,  •  •  •  *h>  '/i  •  •  • 
die  Fehlergleichungen  in  symbolischer  Form: 

Si  =  •  •  +    ^     •    •       »^i  =••••+    .V 


i 


die  nach  Ausgleichungsfrclinung  S.  115  u.  ff.  weiter  zu  behandeln  sind. 

Wir  bemerken  hierbei  nur  noch,  dafs  man  beiden  Fehlergleichungs- 
systemen  und  allen  einzelnen  Gleichungen  so  lange  unbedingt  dasselbe 
Gewicht  erteilen  mufs,  als  nicht  die  Beobachtungs-  und  Reduktions- 
fehler nach  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  so  anschwellen  können, 
dafs  die  5  und  ly  von  ihren  wahren  Werten  um  Betrüge  abweichen, 
die  selbst  von  der  Ordnung  dieser  Werte,  also  Beträge-  von  mehreren 
Sekunden  sind.  Nach  §  12  S.  540  wird  dieses  zuerst  bei  Azimut- 
messungen eintreten  können. 

Was  die  Berechnung  von  l?i',  L!  und  «/'.i  anlangt,  wofür  oben 
die  Benutzung  von  Polarkoordinaten  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  noch 
darauf  hinzuweisen,  dafs  dieselbe  auch  ohne  solche  erfolgen  kann. 
Es  genügt  und  ist  unter  Umständen  vorteilhafter,  von  Punkt  zu  Punkt 
die  Breite  und  Länge  sowie  das  Azimut  zu  übertragen.  Diese  Über- 
tragung kann  erfolgen  entweder  durch  die  Dreiecksseiten  selbst  oder 
durch  eingeschaltete  Hilfslinien,  die  vielleicht  die  benachbarten  astro- 
nomischen Stationen  verbinden.  Natürlich  giebt  sie  dieselben  Ilesultate, 
wie  die  andere  oben  vorausgesetzte  Rechnung,  falls  sich  diese  durchaus 
auf  die  für  P^  erhaltenen  astronomischen  Beobachtnngswerte  und  das 
Dreiecksnetz  stützt  und  nirgends  etwa  noch  ein  anderes  beobachtetes 
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Azimut  zur  weiteren  Übertragung  angewandt  wird.  Der  Form  nach  be- 
steht indes  der  Unterschied,  dafs  nicht  das  «7.1  für  einen  Punkt  P,-  er- 
halten  wird,  sondern  das  Azimut  der  letzten  zur  Übertragung  benutzten 
Linie,  welches  hier  vorübergehend  mit  «7.^  bezeichnet  werden  soll. 
Die  Azimutbeobachtung  in  P,  giebt  hierzu  mit  Benutzung  der  Winkel 
im  Netze  unmittelbar  einen  Wert  «7*,  der  sofort  mit  «7*  verglichen 
werden  kann. 

In  der  Clleichung,  welche  der  Azimutmessung  entspricht,  ist  nun 
bei  diesem  Vorgange  an  Stelle  von  «7.1  —  «/.i  zu  setzen  «7.*  —  «7^ 
Beide  Werte  stimmen  aber  mit  einander  überein,  da  die  Differenzen 
«7.t  —  «7.Z  und  «/.i  —  «/.jt  denselben  Winkelwert  bezeichnen,  wie 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  S.  543  angegebene  Berechnungsweise  von 
«/.i  leicht  findet.  (Ein  Unterschied  entsteht  nur  dann,  wenn  das  Netz 
für  die  verschiedenen  Berechnungen  etwas  verschiedene  Orientierung 
hat,  was  auch  einen  Unterschied  dieser  Winkel  bedingt.  Derselbe 
wird  aber,  wie  aus  §  19  S.  405  zu  ersehen  ist,  verschwindend  klein, 
weil  die  den  beiden  Orientierungen  entsprechenden  Unterschiede  in 
den  geographischen  Breiten  der  Punkte  in  der  Regel  so  geringfügig 
ausfallen,  dafs  sie  ohne  Einflufs  auf  die  bei  Anwendung  des  erweiterten 
Lefßendreschen  Theorems  zu  berechnenden  Reduktionsglieder  bleiben.) 

Wendet  mau  anstatt  der  Polarkoordiuaten  die  zuletzt  besprochene 
successive  Übertragung  an,  so  müssen  für  die  Differentialformeln 
schliefslich  noch  die  «i.,  und  «/.i,  sowie  eventuell  die  Si,i  berechnet 
werden,  weil  diese  Gröfsen  in  denselben  ohne  Weitläufigkeit  nicht 
wohl  entbehrlich  sind.  Selbstverständlich  reicht  hier  eine  mehr  ober- 
flächliche Rechnung  mit  wenig  Decimalen  aus,  die  zweckmäfsig  die 
Formeln  des  §  23  S.  313  u.  ft*.  in  abgekürzter  Gestalt  benutzen  wird. 

Ein  Beispiel  zu  vorstehender  Aufgabe  bietet  die  Vermessung  von 
Grofsbritannien  und  Irland,  vergl.  das  Hauptwerk  derselben:  Ordnance 
Trigonometrical  Stirvey,  Principal  Triangulation  S.  686  u.  ff.  Hier  sind 
für  35  Stationen  die  Breite,  für  5  Stationen  die  Längendifferenz  mit 
Greenwich  und  für  35  Stationen,  von  denen  keine  mit  einer  Längen- 
station identisch  ist  und  die  z.  T.  auch  nicht  mit  den  Breitenstationen 
zusammenfallen,  die  Azimute  zur  Verwertung  gelangt.  Den  Rech- 
nungen wurden  Airys  Elemente  für  das  Erdellipsoid  (vom  Jahre  1830) 
zu  gründe  gelegt. 

Man  blieb  jedoch  dabei  nicht  stehen,  sondern  fügte  den  Glei- 
chungen für  5  und  rj  noch  Glieder  bei  für  einen  Zuwachs  von  a^  und 
c*  und  bestimmte  nunmehr  das  Minimum  von  5/^  -(-  i]i^  in  Bezug  auf 
X,  y  und  diese  beiden  unbekannten  Zuwachse  der  Elemente  der 
Meridianellipse.  In  Bezug  auf  die  Gewichtsannahme  sind  mehrere 
Ausgleichungen  nach  verschiedenen  Gesichtspunkten  durchgeführt. 

H«]mert,  uiathera.  u.  physikal.  Tbeorieeu  der  buk.  QeodkMie.  35 
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Diese  vorzügliche  und  zum  Studium  höchst  empfehlenswerte 
Arbeit  ist  auch  dadurch  interessant,  dafs  für  eine  gröfsere  Anzahl 
Stationen  Lotablenkungen  durch  benachbarte  sichtbare  Massenunregel- 
mäfsigkeiten  ermittelt  wurden.  Die  Vergleichung  (auf  die  wir  im 
2.  Band  zurückkommen)  zeigt,  dafs  in  der  That  zum  gröfsten  Teil 
die  betreffenden  Lotabweichungen  gegen  das  wie  angegeben  ermittelte 
Referenzellipsoid  durch  die  lokalen  Ursachen  erklärbar  sind  (S.  699; 
wie  weit  in  der  Herbeiziehung  solcher  zu  gehen  ist,  siehe  S.  700).*) 

Einige  der  erwähnten  Ausgleichungsrechnungen  sind  nach  vor- 
heriger Korrektion  wegen  lokaler  Attraktion  ausgeführt.  Schliefslich 
ist  (S.  710-713)  ein  Ellipsoid  mit  der  Abplattung  1:280,4  als 
plausibelstes  ausgewählt  und  der  definitiven  Landesvermessung,  sowie 
den  für  diese  beizubehaltenden  geographischen  Positionen  zu  gründe 
gelegt  (S.  717). 

Die  Details  lohnen  die  Mühe  des  Nachschlagens. 

§  15.    2.  Fall  praktischer  Bestimmung  der  Lotabweieliiing. 

Dieser  unterscheidet  sich  vom  vorigen  dadurch,  dafs  die  Bestimmung 
von  Tj  für  einige  Punkte  eine  doppelte  ist,  indem  sie  nämlich  sowohl 
aus  der  Längendifferenz,  als  auch  aus  der  Azimutmessung  erfolgt. 
Wenn  wir  nun  jene  als  sehr  genau  bestimmt  und  die  gegenseitigen 
Entfernungen  der  ins  Netz  der  Längenbestimmungen  eingeführten 
Punkte  nicht  gerade  klein  voraussetzen,  sodafs  die  Azimutdifferenzen 
sehr  erheblich  ungenauer  werden  als  die  Längendifferenzen,  so  erscheint 
es  passend  und  zugleich  bequem,  tj  aus  der  Längenbestimmung  defi- 
nitiv beizubehalten. 

Wir  verzichten  also  im  Folgenden  auf  eine  Verbesserung  der  geo- 
graphischen Breiten  und  Längen  und  verbessern  nur  die  Azimute  und 
die  Stücke  des  geodätischen  Netzes. 

Der  Rechnungsgang  kann  nun  zunächst  wie  im  1.  Falle  angelegt 
werden.  Es  entsteht  dann  aber  einige  Schwierigkeit,  die  Kontrollen 
für  die  Azimutmessungen,  welche  von  der  an  einigen  Punkten  statt- 
findenden Doppelbestimmung  von  rj  geliefert  werden,  auszunutzen. 

Streng  genommen  mufs  auf  diese  Kontrollen  schon  bei  der  Netz- 
ausgleichung Rücksicht  genommen  werden.  Wenn  das,  soviel  uns 
bekannt,  noch  nirgends  geschehen  ist,  so  hat  dieses  wohl  seinen  haupt- 
sächlichsten Grund  in  der  geringen  Genauigkeit  der  Bestimmung 
geographischer  Längen  bis  in  die  neueste  Zeit,  infolge  welcher  in 
der  That  die  Kontrollen  kaum  eine  Bedeutung  für  die  Winkel  dos 
Netzes,  sondern  lediglich  für  jene  Längenbestimnningen  allein  bojin- 
spruchen  konnten. 

*)  ViT^l.  in  «li<!s<n'  lic/.ioiniiif^  auch  da»  Work :  Die  bayerische  Lmulesrnwrssuvg. 
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Aufserdem  nehmen  die  betreffenden  Kontrollgleichungen  eine 
etwas  ungewöhnliche  Form  an,  wie  man  erkennt,  wenn  man  bei  Ab- 
leitung der  Gleichung  (10)  S.  537  5i  und  i/j  nicht  null  setzt,  son- 
dern als  unbestimmte  Grofsen  beibehält.  Alsdann  erscheinen  in  der 
modificierten  Gleichung  (10)  zwei  neue  Glieder  mit  5i  und  rj^ .  Die 
Koefficienten  dieser  beiden  Gröfsen  sind  zwar  in  der  Regel  klein,  aber 
es  ist  doch  unzweifelhaft  notwendig,  sie  zu  berücksichtigen,  was  in 
(1(r  Form  zu  geschehen  hat,  dafs  alle  Ergebnisse  der  Ausgleichungs- 
rechnung als  lineare  Funktionen  von  S^  und  i^j  dargestellt  werden. 

Die  hierbei  entstehende  Komplikation  der  Rechnung  in  Verbin- 
dung mit  der  Schwierigkeit,  die  relativen  Genauigkeiten  der  Längen- 
bestimmungen und  der  Azimut-  und  Winkelbeobachtungen  richtig  ein- 
zuführen, werden  vielleicht  auch  jetzt  noch  als  triftige  Gründe  gelten, 
die  geodätische  Netzausgleichung  zunächst  mit  jenen  Kontrollen  nicht 
zu  vermischen. 

Sehen  wir  also  von  einer  direkten  strengen  Behandlung  ab,  in- 
dem wir  uns  die  Netzausgleichung  wie  üblich  erfolgt  denken,  so  bleibt 
die  Aufgabe  zu  lösen,  nacJUräglkh  jene  Kontrollen  zu  verwerten. 

Ein  Näherungsverfahren  ist  folgendes:  Da  nur  die  astronomischen 
Stationen  interessieren,  substituieren  wir  an  Stelle  des  primären  Drei- 
ecksnetzes ein  ideales,  welches  benachbarte  astronomische  Stationen 
zu  Dreiecken  oder  Polygonen  verbindet. 

In  diesem  idealen  Netz  betrachten  wir  nicht  nur  die  Richtungen, 
d.  h.  die  Azimute  bis  auf  eine  jeder  Station  eigentümliche  Konstante, 
sondern  auch  die  Seiten  als  unabhängige  Beobachtungsgröfsen,  deren 
Gewichte  nach  Mafsgabe  der  Seitenlänge  geschätzt  werden  (§  8 
S.  528  u.  S.  giebt  eine  Andeutung  in  dieser  Hinsicht). 

Die  Wahl  des  idealen  Netzes  ist  mehr  oder  weniger  willkürlich, 
aber  nicht  gleichgültig.  Um  gar  nichts  von  der  Strenge  zu  opfern, 
hätte  man  die  Na  astronomischen  Punkte  durch  einen  offenen  Zug 
von  Na  —  1  Linien  zu  verbinden  und  diese  Linien,  sowie  die  Na  —  2 
Zwischenwinkel  als  Ergebnisse  der  geodätischen  Netzausgleichung  in 
die  allgemeine  Netzausgleichung  einzuführen. 

Hierbei  wären  aber  die  2N„  —  3  Stücke  nicht  als  unabhängig 
anzunehmen,  sondern  es  wäre  ein  System  von  2 Na  —  3  Funktionen 
derselben  zu  bilden,  welche  dem  Ergebnis  der  geodätischen  Netz- 
ausgleichung äquivalent  sind  und  die  ihrerseits  erst  als  unabhängige 
Gröfsen  in  die  Gesamtausgleichung  eingeführt  werden  dürften. 

Die  Bildung  derartiger  äquivalenter  Funktionen  (Beobachtungen) 
zeigt  im  allgemeinen  §  27  S.  222u.ff.  unserer  Ansgleichfou/srechnung.  In- 
dessen ist  es  unvorteilhaft,  weil  zu  mühsam,  eine  strenge  Ausgleichung 
auf  diese  Art  herbeiführen  zu  wollen.     Da  es  sich  aber  um  eine  An- 
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näher ung  allein  handelt,  so  hat  die  eben  gegebene  Erörterung  doch 
den  Gewinn  zu  zeigen,  dafs  darnach  zu  streben  ist,  im  idealen  Netz 
ein  dem  Ergebnis  der  geodätischen  Netzausgleichung  möglichst 
äquivalentes  System  von  Beobachtungen  zu  erhalten. 

Indem  man  im  idealen  Netz  mehr  als  2Na  —  S  Stücke  annimmt, 
wird  es  weit  eher  möglich  werden  als  bei  nur  2  Na  —  3  solchen,  sie  so 
zu  wählen,  dafs  sie  selbst  als  unabhängig  zu  betrachten  sind.  Im  all- 
gemeinen läfst  sich  übersehen,  dafs  es  vorteilhaft  ist,  wenn  die  Linien 
des  idealen  Netzes  das  primäre  Netz  möglichst  gleichmäfsig  über- 
ziehen, und  dafs  sie  da  zu  vermeiden  sind,  wo  dieses  letztere  keine 
direkte  Verbindung  giebt.  Indem  nicht  nur  Winkel,  sondern  auch  lineare 
Längen  als  fingierte  Beobachtungen  in  das  ideale  Netz  eingeführt  wer- 
den, resultiert  der  Vorteil,  nicht  an  wohlgeformte  Dreiecke  und  an 
Dreiecke  überhaupt  gebunden  zu  sein,  sondern  auch  Polygone  an- 
wenden zu  können. 

Für  die  praktische  Anwendung  des  Vorstehenden  wird  es  notwendig 
werden,  an  einer  Reihe  von  Fällen  die  günstigste  Wahl  idealer  Netze  zu 
studieren.  Hier  würde  dieses  zu  weit  führen.  Wir  hoffen  aber  später  dar- 
auf zurückkommen  zu  kOnnen  und  es  sei  für  jetzt  nur  bemerkt,  dafs  mau 
sich  bei  diesem  Studium,  welches  an  ebenen  Figuren  stattfinden  darf,  am 
besten  rechtwinkliger  Koordinaten  bedienen  wird.  In  ähnlicher  Weise 
wie  §  10  S.  495  u.  ff.  angegeben  ist,  hat  man  die  Normalgleichungcn  für 
die  Koordinaten  der  Netzpunkte  herzustellen,  sodann  aber  diejenigen  der 
nichtastronomischen  Punkte  zu  eliminieren.  Alsdann  mufs  mittelst  eines 
idealen  Netzes  dasselbe  System  näherungsweise  hergeleitet  werden. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  eine  Linie  PiPk  des  idealen  Netzes  und 
denken  uns  JB*,  L'k  und  «*',  von  P,  aus  mittelst  Sit,  ccu,  JK  und  L]  be- 
rechnet. Bezeichnen  wir  nun  mit  ösn,  Suik  und  Sau  Verbesserungen 
von  Sik,  «i*  und  aii>  so  ergeben  sich,  alle  Glieder  auf  Sekunden  redu- 
ziert, folgende  drei  Gleichungen  (vergl.  §  11  und  12  S.  534  u.  ff.): 

14'  ~  1/k—  ik  +  Piii  +  IWi  +  Ih^^ik + pMik  H =0 

L'k  —  L'k  +  rik  ^ecBk  +  Qit  -f  q^rii  +  ^a*«/*  +  (/i*«'Vi  H =0     (1 ) 

cch  —  a'ki  —  fikiBXiBk  +  r^ii  +  r^rji  +  r^ÖSfk  +  ^4*«'^^  —  d^i/  +  ..=0. 

Hierin  haben  die  Koefficienten  j),  q,  r  nachstehende  Niilierungs werte: 
jPj  =  cos  Lik  Qi  =  ai"  -^-a  tan  Ih 

sec  JA 


p^  =  sin  Lik^y^Bi 


tt 


/)3  =  —  cos  «A  I 

|)^  =  —  Sin        sin  «A 
=  sin  J^ik  ros  7)', 


s.  ^ 
+  sin  -^  tan  1),  soc  7>x  cos  «x  / 


V2) 


(/.j  =  —  —  SOG  Vn  sin  du; 


(y.j  =  —  sin    '    s(M'  7>V  cos  «i , 


I) 
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r^  = 


'"3   = 


r.  = 


—  sin  Lii:  sec  i>\. 
cos  Lii  sin  jB,  sec  jBx. 

—  tan  2/it  ^iii  a*  « 


cos  — 


- — [-  sin  -'-  tan  Ih  cos  «it/ 
cos  Lik  cos  2/,  sec  Bk  . 


zu  (2) 


In  strenger  Form  lauten  dagegen  diese  Koefficienten  nach  S.  536 
(6)  bis  (8),  sowie  nach  S.  280  (6): 


i>i 


cos 


z/a  +     1  —  (^]     j  sin  a^  sin  a* 


(/i=  — 


Ijrl <81I1 


r,  =  — 


^a  —     1  —  (^~)     h^^  cf|*cosajt,-   secjy* 

er,       /<ii«\     ,   ,       /dm\  1         .                  »inM« 
II — Ij-I   +1  —  l  j- ;      C08^asina*j -. 


m  ..  IT.» 


'    l+[^-ßT-),J[^-GT)J«'"*«*'«'°'^' 


w.*   >»^*' 


Pij  = :; ?  tan  Bi  sin  «jt/ 


(3) 
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—  { 1  -| — —  Wk  sin  Bi  sec  I^*  cos  a* ,  }  sec  lii 
[  (ls)ik  "*"  "a"  ^*  *""  ^*  ""*  "*'  }  **°  ^' 


A 


ft  = 


"     w » 


,  cos  Uk i 


««.*    ^*" 


^^  =  --^1:^^»-«^°«*' 


--  Wk  sec  2/*  sin  er*,      q^  = W*  sec  Bk  cos  «*, 

m.. 


3 


=  — >Fi  tan  l?jfe  sin  «*,  r.  =(j    )    +  —  WkiAnBkCOsaki. 


Hierbei  ist  Ja  =  a*.-  -  a,*  —  180«  und  Wk=Vl—  c^ sin^ Bk] 
im  übrigen  vergleiche  §  11  S.  283. 

Enthält  das  ideale  Netz  Q  astronomische  Punkte  und  darunter 
auiser  Punkt  P^  A  Punkte  mit  geographischer  Längenbestimmung,  sind 
ferner  22  Verbindungslinien  angenommen  und  für  jede  derselben  die 
3  Gleichungen  (1)  aufgestellt,  so  ist  zunächst  zu  beachten,  dafs  als 
Unbekannte  auftreten  2  (§  —  1)  Lotabweichungskomponenten  \  und  % 
ausgenommen  %^  und  i^j,  welche  unbestimmt  bleiben  und  von  der 
Definition  des  Referenzellipsoids  abhängen.     Unbekannt  sind  femer 
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Q  —  A  —  1  geographische  Langen  L',  welche  nur  symbolisch  in  die 

betreffenden  Gleichungen  (1)  eingeführt  werden  können.    (Ist  z.  B.  Li 

unbekannt^  so  erscheint  Lk  in  der  Form  Lk  «=  L]  -|-  einem  Zahlwert) 

Eliminiert  man  diese  3{Q  —  1)  —  A  Unbekannten  ^  so  bleiben 

3(B-Q+l)  +  A  (4) 

Bedingungsgleidiungen  zwischen  den  Ss  und  Sa  übrig,  welche  nunmehr 
gestatten,  die  Ss  und  Sa  als  Funktionen  von  S^  und  i}^   herzuleiten. 

Fehlte  jede  geographische  Läugenbestimmung  (oder  allgemeiner: 
»vare  kein  astronomischer  Punkt  gleichzeitig  in  Azimut  und  geo- 
graphischer Länge  bestimmt),  so  hätte  man  nur  3  (i?  —  ^  +  1) 
Gleichungen,  die  ganz  ohne  Widerspruch  erfüllt  sein  müfsten,  da  sie 
nur  Stücke  des  bereits  ausgeglichenen  geodätischen  Netzes  mit 
einander  kombinieren.  Zu  diesen  FolygongleicJmngen  treten  aber  noch 
A  Gleichungen,  die  der  Kontrollgleichung  (10)  S.  537  entsprechen, 

Die  Ausgleichung  erfolgt  nun  auf  Grund  dieser  Bedingungs- 
gleichungen in  der  Weise,  dafs  die  für  alle  Linien  des  idealen  Netzes 
zu  bildende  Summe 

g^Ss^  +  g,v^  +  guu*  (5) 

ein  Minimum  wird,  wobei  die  g  Gewichte  bedeuten  und  —  u  dem  Fehler 
der  astronomischen  Azimutbestimmung  der  einzelnen  Stationen  ent- 
spricht, während  v  nur  den  Fehler  der  geodätischen  Richtungsangabe 
allein  bezeichnet.*) 

In  den  Gleichungen  (1)  ist  demgemäfs  Sa' «st;  —  u  zu  nehmen; 
u  konstant  für  alle  Bichtimgen  von  einer  Station  aus. 

An  Stelle  von  (5)  setzt  man  für  die  numerische  Bechnung  besser 

i'(C'»)'+'''(^)' +»"(?•)'.       («) 

wo  nun  g,  g  und  g'  bezw.  umgekehrt  proportional  den  mittleren 
Werten  der  drei  Quadrate 

zu  nehmen  sind,    (m  kann  in  diesen  Ausdrücken  ohne  Schaden  durch 

*)  Gehen  von  einer  Station  n  längere  Richtungen  ans,  deren  gegenseitige 
Lage  durch  Rechnung  ermittelt  wurde ,  so  besteht  das  Resultat  in  n  Zahlen, 
deren  Differenzen  der  gegenseitigen  Lage  der  Richtungen  entsprechen.  Diese 
geodätischen  Richtungsang^ben  werden  zu  astronomischen  d.  h.  zu  Azimuten 
durch  die  Beifügung  des  Orientierungsfehlers  auf  Grund  einer  Azimutbestimmung. 
Da  dieso  aber  keine  der  Richtungen  direkt  betrifft,  erscheint  es  am  angemessensten, 
Sti  für  aXU  Richtungen  in  v  —  u  zu  zerspalten  und  nicht  für  eine  Richtimg  etwa 
t  einfiich  sa  nnterdrficken,  welches  letztere  überdies  keines&Us  mlAtsig  ist 
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s  ersetzt  wenlen.)  Man  hat  jetzt  eleu  Vorteil,  es  mit  Felilergrör^en 
zu  thun  zu  haben,  die  auf  gleiche  Mafseinheit  re<luxiert  sind. 

Sind  die  ds  und  da  ermittelt,  so  ergeben  sich  aus  den  (1)  die 
S  und  Yj.  Alsdann  kann  die  weitere  Behandlung  wie  §  14  S.  543  u.  £P. 
vor  sich  gehen. 

§  IG.  2.  Fall,  Fortsetzung:  Nähcnings weise  Ausgleichung 
luwh  vermittelnden  Deobsu'htungen.  Sowohl  im  Hinblick  auf  die 
Anzahl  der  Gleichungen,  wie  auch  zur  Erzielung  einer  grofseren 
Übersichtlichkeit  wird  sich  vielfach  die  Anwendung  der  Ausgleichung 
nach   vermittelnden  Beobachtungen  empfehlen. 

Wir  denken  uns  zunächst  irgendwie  durch  scharfe  Itechnung  ein 
System  zusammengehöriger  Werte  der  li,  L,  s  und  a  lilr  alle  astro- 
nomischen Stationen  abgeleitet,  welche  Werte  wir  z.  B.  für  die  Linie 
FiPt  mit  _     _    _ 

lii  Bk  Li  Lk  Sik  äik  äki 

bezeichnen.  Mit  Rücksicht  auf  die  (1)  S.  535  erhalten  wir  als  Ver- 
besserungen dieser  Gröfsen,  um  sie  auf  die  günstigsten  ellipsoidischen 
Werte  zu  bringen: 

ilBi  =  2?;  +  g,  ~  ^,  +  . . . 

dLi  =  L'i  —  rji  sec  2?,  —  Z*  +  ' 
ddik  =  cc'ik  +  Sa'ik  +  7ii  tan  Bt  - 
dSik  =  Sik  +  9Sik  —  $ik  -i 

dBk  =  -b;  +  S*  -  JB*  +  •  •  • 

dLk  =  Zi  —  12*  sec  JS*  —  Z*  -I 

dttki  =  ajti  +  da'ki  +  ij*  tan  Bk  —  äki  -f 

Man  kann  nun  entweder  diese  dB,  dL,  da  imd  ds  für  dB,  öL,  da 
imd  äs  in  die  Gleichungen  (4)  S.  282  einführen,  wobei  nur  die 
Indices  i  und  k  bezw.  für  1  und  2  zu  nehmen  sind  —  oder,  was 
vorzuziehen  ist,  man  behält  die  dB  und  dL  als  Unbekannte  (anstatt 
i  und  rj  im  andern  Falle)  bei. 

Indem  wir  diesen  Weg  einschlagen,  müssen  wii*  aus  den  Aus- 
drücken für  da  die  Gröfsen  tj  eliminieren.  Wir  setzen  also  mit  llück- 
sicht  auf  die  (1) 

daik  =  a'ik  —  äik  +  *«!*  +  {L]  —  Li  —  dLi)  sin  Bi  + 

daki ««  a'ki  —  äki  +  *«*«  +  (Lk  —  Lk  —  dLk)  sin Ä  + 


äik  + 


(1) 


c^) 


Wir  beachten  femer,  dafs  zufolge  der  Gleichung  (5)  8.  275  gesetzt 
werdan  darf: 
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m.j^  CO«  B^ 

8111  Ä+      ,^ 


cos  ttik 


cos  «A, 


W/X    .       Tj      ,    CO»  1^^  COB  B^  /,i^  \ 


(3) 


womit  sich  die  Koefficienten  der  dL  wesentlich  vereinfachen  lassen. 

Die  (4)  S.  282  gehen  nun,  dB,  dL  und  da   in  Sekunden  ver- 

standon,  nach  einigen  weiteren  einfachen  Transformationen  über  in: 


Q      A 


o. 


dsi 


!k 


^(su  —  8n)  +  -  jj7  3   cos  UikdBi  +   -^  f  cos  ax.df.BAl 

008  Bj^  ' 

H jj>-  sin  au  (dLi  —  rfZ^)  H 


m 


>x 


m 


a- 


*/. 


dai, 


--' *  (äik  —  «/*  +  (ii  —  L'i)  sin  iA-) 

"~    irr  W/iti®'"  ß/*rfJBi  — jj>-8  sin  «x/rf-Bit 

^-*  (äit/  —  a'ki  +  {Lk  —  L'k)  sin  Jy^) 

Uy 

—     ^yj-  sin  «/iei-ß, ^j.  3    y^^  j.^  sin  «a,(/Ä 


CO8  B 

W: 


'cos  aikdL^ 


^0«  ^  /rfm  \ 


cosakidLk  + 


(4) 


Diese  Gleichungen  sind  für  jede  Linie  aufzustellen;  sodann  ist 
noch  8  a  in  v  —  u  zu  zerspalten  und  a  nach  rechts  zu  schaffen.  Zu 
den  Fehlergleichungen  für  Ss  und  v  tritt  jetzt,  um  die  bekannten 
Ausgleichungsformeln  anwenden  zu  können,  noch  für  jede  Station 
die  identische  Gleichung 

n  =  *f,  (5) 

H  natürlich  für  jede  Station  ein  anderes.  Uechter  Hand  bedeutet  n 
eine  Unbekannte,  linker  Hand  eine  Verbesserung. 

Nach  Mafsgabe  des  Ausdrucks  (6)  S.  550  sind  nun  yoniuihjlvUhnwjni 
/u  bildou  für  die  Unbekannten  dB  und  dL^  uusgcnoinmen  (//>,  und 
(//*,,  welche  als  unbestimmte  Grölseu  in  der  Rechnung  bleiben;  ferner 
für  die  ti  der  sämtlichen  Q  Stationen  und  endlich  für  die  //  der 
(^  —  .1  —  1  in  geographischer  Länge  nicht  bestimniteii  Stationen. 
Zusammen  AQ  —  .i  —  3  Gleichungen. 

Von  diesen  sind  aber  diejenigen  für  die  h  und  L  leicht  zu 
eliminieren.     Sind  endlieh  die  dB  und  dL  bezw.  die  //  gefunden,  so 


§  17.    Modifikation  des  2.  Falles  für  das  earopäische  Drcsiecksnetat.      553 

geben  die  (1)  mittelst  derselben  und  der  beobachteten  If  und  L'  die 
I  und  ri  als  Funktionen  von  %^  und  ij^  (bezw.  dL^)  an. 

§  17.  Modifikation  des  2.  Falles  für  das  euro^Usche  Dreiecks- 
netz« Das  europäische  Dreiecksnetz  besteht  aus  vielen  f&r  sich  geo- 
dätisch ausgeglichenen  Komplexen,  welche  teils  eine  wesentlich  lineare 
Form  als  Dreiecksketten ,  teils  eine  flächeuartige  Ausbreitung  als 
Dreiecksnetze  haben.  Während  wir  uns  die  letzteren  wie  im  vorigen 
Falle  durch  ideale  Netze  ersetzt  denken ,  welche  aber  aufser  den 
astronomischen  Stationen  noch  die  Anschlufsj>unkte  mit  Nachbar- 
komplexen enthalten  müssen^  denken  wir  uns  erstere  einfach  durch 
eine  gebrochene  Linie  ersetzt^  welche  die  astronomischen  Stationen 
verbindet  und  an  welche  die  Anschlufsseiten  sich  direkt  oder  mittelst 
einer  Hilfslinie  ansetzen. 

Im  allgemeinen  ist  nun,  wenn  nach  bedingten  Beobachtungen 
ausgeglichen  werden  soll,  für  jede  Linie  das  System  der  3  Gleichungen 
(1)  S.  548  herzustellen  und  wie  S.  550  da  in  t;  —  u  zu  zerspalten. 
Für  die  nicht  astronomischen  Stationen  bleiben  aber  die  in  |  und  17 
multiplizierten  Glieder  weg,  weil  sie  unbestimmbar  sind;  dagegen 
treten  an  Stelle  der  wirklichen  Werte  B^,  U  und  d  auf  diesen  Stationen 
die  unbekannten  cllipsoidischeu  Werte  D^  L  und  a  (einfach  durch 
Wegfall  des  obern  Lidex)*  Dafs  dem  so  ist,  zeigt  unzweifelhaft  die 
Entwicklung  §  1 1  S.  534  u.  ff 

Was  die  Anschlufsseiten  anbetrifft,  so  ist  für  diese  die  eben  an- 
gegebene Rechnung  nur  in  den  Netzen  auszuführen,  aber  in  den 
Ketten  in  der  llegel  nicht,  weil  wir  voraussetzen,  daÜB  sie  sich  hier 
in  der  Regel  nur  einseitig  an  einen  gebrochenen  Linienzug  anreihen. 
(Hie  Berechnung  der  3  Gleichungen  ist  eben  nur  för  diejenigen  An- 
scblufsseiteu  erforderlich,  die  sich  beiderseits  an  Linien  desselben 
Komplexes  anreihen.) 

Die  einseitig  anhängenden  Anschlufsseiten  geben  dagegen  im 
betreffenden  Komplex  2  Gleichungen  der  Form: 


Seite  pq  =  Zahlwert  -|-  dÄ 
Kpq  —  (ij,o  =  Zahlwert  -f  upq  —  upo, 


""      1  (0 


wobei  die  Ansehlufsseite  mit  j^q  und  die  anschliefsende  Seite  des 
Linienzuges  mit  |)o  bezeichnet  ist  dSpq  bedeutet  die  Verbesserung 
der  linearen  Länge;  ferner  bedeuten  Vpg  und  Vpo  die  Verbesserungen 
der  geodätischen  Richtungsangaben.  Selbstverständlich  müssen  dSp^ 
und  Vp,j  im  Nachbarkomplex  noch  einen  unterscheidenden  Index  er- 
halten. 

Sind  alle  diese  Gleichungen  auf^jestellt,  so  werden  wie  im  vorigen 
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Falle  (8. 550)  die  Unbekannteu  eliminiert,  wodurch  nun  die  Bedingiings- 
gleichongen  zwischen  den  äs  und  da  =  t;  —  u  erhalten  werden. 

Als  Unbekannte  treten  auf  die  §  und  17  der  Q  astronomischen 
Stationen  bis  auf  die  2  Werte  1^  und  i/^  (einer  willkürlich  gewühlten 
Station)^  welche  als  unbestimmte  Werte  stehen  bleiben;  ferner  die 
Q — A — 1  geographischen  Längen  derjenigen  astronomischen  Stationen, 
die  nnr  in  Breite  und  Azimut  bestimmt  sind;  ferner  die  B,  L  und  a 
auf  den  nichtastromischeu  Stationen;  endlich  noch  die  Anschlufsseiteu. 

Für  diejenigen  Ketten  (Netze),  welche  ohne  Grundlinie  sind,  tritt 
aufserdem  noch  je  eine  Unbekannte  in  den  Verbesserungen  da  der 
linearen  Langen  der  Linien  auf,  indem  wegen  der  nur  vorläufigen 
Berechnung  dieser  Dimensionen  den  gewöhnlichen  Symbolen  ds  noch 
Glieder  in  der  Form  von  Produkten  einer  Unbekannten  in  die  linearen 
Längen  beigefügt  werden  müssen. 

Ehe  nun  zur  weiteren  Ausgleichung  nach  der  Bedingung  (5) 
oder  (6)  8.  550  yerschritten  werden  kann,  ist  zu  überlegen,  ob  die 
Stücke  der  einfachen  Linienzüge,  welche  die  Dreiecksketten  ersetzen,  als 
unabhängig  au^efiafst  werden  sollen,  oder  nicht.  Im  ersteren  Falle 
erlangen  die  Kontrollen  (1)  durch  die  Anschlufsseiteu  gar  keinen  Ein- 
flufs  auf  die  Ketten,  weil  kein  Zusammenhang  zwischen  den  ds  dieser 
Seiten  und  den  Verbesserungen  der  anderen  Stücke  besteht. 

Es  leuditet  aber  ein,  dafs  eine  Veränderung  in  der  Länge  einer 
Anschlufsseite  auch  Veränderungen  in  der  Länge  und  dem  Azimut 
der  anderen  Linien  notwendig  macht  und  wenn  nun  auch  für  den 
Komplex  zweier  an  einander  hängender  Ketten  im  ganzen  genommen 
wegen  des  entgegengesetzten  Vorzeichens  der  Verbesserungen  der 
Anschlufsseite  in  beiden  Ketten  nicht  immer  eine  wesentliche  Längen- 
änderung eintritt,  so  bleibt  doch  jedenfalls  die  Änderung  im  einzelnen. 
Auch  Azimutänderungen  werden  erfolgen. 

Eine  näherungsweise  Berücksichtigung  des  Einflusses  der  An- 
schlufsseiteu würde  von  selbst  eintreten,  wenn  wir  auch  für  die 
Ketten  die  Bildung  eines  gcsdilossenen  idealen  Netzes  voraussetzen 
wollten.  Indessen  halten  wir  es  für  einfacher,  hier  bei  dem  einfachen 
Linienzug  als  Regel  stehen  zu  bleiben;  wir  denken  uns  aber  ein 
(wenigstens  näherungs weise)  äquivalcfites  System  von  Funktionen 
der  Verbesserungen  der  Stücke  eingeführt,  wie  bereits  S.  547  an- 
gedeutet ist. 

An  Stelle  der  ds  und  v  (den  Verbesserungen  der  geodätischen 
Richtungsangaben,  S.  550)  treten  nun  als  lineare  Funktionen  der- 
selben Gröfsen,  die  wir  mit  dl  bezeichnen  wollen.  Die  Ableitung 
des  funktionalen  Zusammenhangs  swischen  den  dl  und  ds  und  t; 
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giebt  auch  eine  Bestimmung  des  den  dl  zukommenden  mittleren 
Quadrats  und  damit  eine  solche  ihres  Gewichts  $. 

In  den  Bedingungsgleichungen  sind  dann  die  äs  und  v  mittelst 
der  dl  zu  eliminieren  und  endlich  die  Ausgleichung  so  yorzunehmeni 
dafs  die  Summe  der  in  ihre  Gewichte  multiplizierten  Quadrate  der  dl 
und  der  anderen  noch  verbliebenen,  als  unabhängig  betrachteten  Ver- 
besserungen [vergl.  S.  550  (5)  bezw.  (6)]  ein  Minimum  wird. 

Die  detaillierte  AusfOhrang  zu  Vorstehendem  insbesondere  die  Bildimg 
äquivalenter  Systeme  hoffen  wir  an  anderer  Stelle  ausführlicher  za  be- 
handeln. Hier  verweisen  wir  auf  die  S.  548  gegebenen  Notizen  und  be- 
merken nur,  dafs  eine  ausreichende  Lösung  für  Ketten  ziemlich  leicht  zu 
erzielen  sein  wird,  wenn  den  Spezialausgleichuugen  immer  die  Berechnung 
der  mittleren  Fehler  einiger  Hauptergebnisse  beigefügt  sind  und  dann  den 
gegebenen  Ketten  einfachere  Ketten  aus  gleichseitigen  Dreiecken  mit  nahezu 
gleicher  Genauigkeit  der  entsprechenden  Ergebnisse  für  den  Zweck  der 
Bildung  der  äquivalenten  Systeme  substituiert  werden. 

Bei  der  Behandlung  des  vorliegenden  Falles  nach  vermittelnden 
Beobachtungen ;  welche  sich  durch  Übersichtlichkeit  sehr  empfiehlt, 
ist  zunächst  für  jedes  ideale  Netz  (jeden  Linienzug)  wie  §  16  S.551  u.  fl'. 
zu  verfahren,  nur  fallen  auf  den  nichtastronomischen  Stationen  die 
Glieder  mit  g  und  ij  weg  und  es  sind  an  Stelle  der  IT,  L'  und  «' 
in  den  Gleichungen  einfach  die  ellipsoidischen  Werte  li,  L  und  « 
zu  setzen. 

Diese  a  sind  bis  auf  eine,  allen  Richtungen  einer  Station  ge- 
meinsame Gröfse  u  bekannt,  sodafs  an  Stelle  von  äcc  auch  hier 
V  —  H  tritt.  Aber  da  für  diese  u  keine  Beobachtungen  existieren, 
so   fallen   also    auf  den    nichtastronomischen  für  die   u  die   Fehler: 

gleichungen 

w  =  w, 

vergl.  S.  552,  fort.  Auf  den  nichtastronomischen  Stationen  nehmen 
überhaupt  die  Fehlergleichungen  (4)  S.  552  für  die  d«/*  nach  einiger 
Reduktion  rechter  Hand  die  einfachere  Form  (3)  S.  406  an. 

Als  Unbekannte  treten  auf  (vergl.  S.  552  Schlufs  des  §  16)  die 
5  und  ij  von  Q—  1  astronomischen  Stationen,  die  Q — -/i—  1  Werte 
L'  der  nicht  in  geographischer  Länge  bestimmten  astronomischen 
Stationen,  die  B  und  L  der  nichtastronomischen  Stationen,  endlich 
die  u  aller  Stationen  und  die  durch  mangelnde  Basismessung  ent- 
stehenden Unbekannten. 

Ehe  aber  zur  Bildung  der  Normalgleichungen  verschritten  wer- 
den kann,  müssen  die  Ausdrücke  für  die  ds  und  v  in  die  mit  dl  am 
Schlüsse  voriger  Seite  bezeichneten  äquivalenten  Funktionen  eingesetzt 
werden,  insoweit  nicht  bereits  diese  ds  und  v  als  unabhängige  Gröfsen 
aufgefafst  sind. 


i 
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Die  grofse  Obersichtlichkeit  des  Verfahrens  der  Ausgleichung  uach 
vermittelnden  Beobachtungen  beruht  darauf,  dafs  man  zunächst  für 
jedes  Netz  (jede  Kette)  die  Normalgleichungen  gesondert  aufstellen  und 
diejenigen  unbekannten  eliminieren  kann,  welche  nur  in  der  betreffenden 
Abteilung  vorkommen  und  durch  dieselbe  allein  schon  bestimmbar  sind. 

Es  gehen  also  im  wesentlichen  in  das  Hauptsystem  der  Normal- 
gleichungen, welche  sich  fQr  jede  Unbekannte  durch  Addition  der  so 
modificierten  entsprechenden  Normalgleichungen  der  einzelnen  Ab- 
teilungen bilden,  nur  die  in  wenigstens  2  Netzen  (Ketten)  auftreten- 
den Unbekannten  fiber.  Es  wird  daher  die  kleinstmögliche  Anzahl 
von  Unbekannten  zur  gemeinsamen  Ausgleichung  herangezogen. 

§  18.  Strenge  Ausgleichung  des  europäischen  Dreiecks- 
netzes. Eine  solche  kann,  wenn  überhaupt  praktisch  durchführbar, 
nur  nach  vermittelnden  Beobachtungen  erfolgen,  weil  die  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen  schon  fQr  die  einzelnen  Netze  und  Ketten 
vielfach  eine  an  der  Grenze  der  Übersichtlichkeit  liegende  ist.  Dieses 
wird  nur  wenig  gebessert,  wenn  man  etwas  von  der  Strenge  ab- 
sehend mit  Anärae  den  Ketten  möglichst  einfache  fingierte  Ketten 
unter  Weglassang  aller  Diagonalen  substituieren  wollte.*) 

Wir  denken  uns  demgemäfs  für  jedes  Partialnetz  (für  jede  Kette) 
die  Ausgleichung  nach  8.  495  u.  ff.  durchgeführt  —  wenn  nicht  von 
haus  aus,  so  doch  nachträglich  nach  bereits  erfolgter  bedingter  Aus- 
gleichung, wobei  dann  die  Absolutglieder  wegfallen,  falls  man  von 
Näherungswerten  ausgeht,  die  den  Resultaten  dieser  Ausgleichung 
genügen.  (Man  wird  sich  namentlich  im  letzteren  Falle  mit  wenig- 
ziffirigen  Koefficienten  der  Unbekannten  begnügen  dürfen.) 

Bei  der  Bildung  der  allgemeinen  Normalgleichungen  jedes  Partial- 
netzes  werden  jetzt  aber  die  Verbesserungen  der  geographischen 
Koordinaten  keines  Punktes  unterdrückt  (wie  dort  diejenigen  des  astro- 
nomischen A  nfangspunktes) ,  sondern  es  werden  für  alle  Punkte  die 
Normalgleichungen  gebildet  Wir  nehmen  femer  an,  dafs  die  Basis- 
messungen und  Azimutbestimmungen  (wie  alle  astronomischen  Bestim- 
mungen) vorerst  unberücksichtigt  bleiben. 

Aus  diesen  Normalgleichungen  eliminiert  man  zunächst  die  Ver- 
besserungen der  Koordinaten  derjenigen  Punkte,  welche  astronomische 
Bestimmungen  nicht  aufweisen  excl.  derjenigen  der  Anschlufspunkte 

*)  VergL  8.  244  n.  ff.  der  Verhandlungen  der  5.  allgemeinen  Konferenz  ihr 
Europäischen  Gradmessung,    Berlin  1878. 

Sobkld  Ketten  za  Polygonen  zusammentreten,  läfst  sich  die  Ausgleichung 
nicht  mehr  so  einfiush,  wie  an  diesem  Orte  angegeben  ist,  autführen.  Anch 
sind  die  von.  uns  mehrfach  erwähnten  Kontrollen  aus  geographischen  Längen 
und  Azimuten  nicht  berflcksichtigt  (überhaupt  nicht  erwähnt). 
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benachbarter  Netze,  sowie  der  Endpunkte  der  Basen  und  der  Ziel- 
punkte bei  astronomischen  Azimutbestimmungen. 

Ist  em  solcher  Zielpunkt  eine  lokale  Marke,  so  ist  die  Ver- 
besserung für  die  Richtung  nach  derselben  (entsprechend  dem  C  S.501) 
in  dem  Normalgleichungssystem  zu  konservieren. 

Die  Absolutglieder  dieser  Normalgleichungen  verschwinden,  so- 
bald man  sich  unter  den  Unbekannten  derselben  weitere  Verbesse- 
rungen denkt,  die  an  den  Ergebnissen  einer  separaten  Ausgleichung 
dieses  Partialnetzes  anzubringen  sind.  (Bei  dieser  separaten  Auf- 
losung wären  4  der  Unbekannten  null  zu  setzen  oder  willkürlich  an- 
zunehmen, wenn,  wie  vorausgesetzt,  von  einer  Einführung  der  Basis- 
und  Azimutmessung  abgesehen  wird.) 

Um  nun  die  wie  oben  modificierten  Normalgleichungen  der  ver- 
Hchiedenen  Partialnetze  kombinieren  zu  können,  müssen  die  in  ihnen 
erscheinenden  Unbekannten,  insoweit  sie  sich  eben  auf  dieselbe  Gröfse 
beziehen,  Verbesserungen  derselben  Näherungswerte  bezeichnen.  Dieses 
ist  leicht  zu  bewerkstelligen: 

Bezeichnet  in  einem  System  Z  einen  Nähenmgswert  einer  Un- 
bekannten, z  seme  als  Unbekannte  in  der  Ausgleichung  auftretende 
Verbesserung  und  werden  im  anderen  System  die  entsprechenden 
Gröfsen  bezw.  Z^  und  z^  genannt,  so  ist 

Z  +  g  =  Z,  +  z,  (1) 

und  man  hat  nun  im  2.  System  für  z^  einfach  Z  —  Z^  -{-  z  zu  sub- 
stituieren, um  Z  auch  in  diesem  System  als  Näherungswert  einzuführen. 

Auf  diese  Art  wird  man  in  einigen  Normalgleichungen  wieder 
Absolutglieder  erhalten.  Nun  addiert  man  alle  Normalgleichungen, 
deren  quadratische  Koefficienten  zu  derselben  Unbekannten  gehören 
und  erhält  ein  Hauptnornidlgleichuiiyssyshmy  welches  offenbar  den  ge- 
samten Winkelbeobachtungen  des  ganzen  Netzkomplexes  äquivalent 
ist.     (Seine  Summe  ist  identisch  null.) 

Hierzu  treten  zunächst  die  Gleichungen  für  die  Basismessttngen. 
Da  wir  mehrere  voraussetzen,  betrachten  wir  sie  hier  zunächst  als 
Fehlergleichungen.  Die  Messung  der  Linie  P,Pjb  giebt,  wenn  dsik  die 
Verbesserung  der  linearen  Länge,  sowie  dB  und  dL  die  Verbesse- 
rungen der  oben  für  das  Hauptnormalgleichungssystem  der  Winkel- 
nicssungen  angenommenen  Näherungswerte  der  ellipsoidischen  geo- 
*^raphischen  Breiten  und  Längen  bedeuten  [ vergl.  S.  499  (1)  od.  S.  552  (4)J : 


^3-  cos  (tikdBi  -f-    ^3-  cos  aki  dBt 

C08  Bf^ 

+  {dLi  —  dLk)     ^^      sin  a.jt 


(2) 
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V 


Als  Fehlergleichungen  im  gewohnlichen  Sinne  diese  Gleichuuj^en 
beizubehalten,  ist  indes  nicht  passend.  Denn  der  gröfste  Teil  der  ds 
entsteht  durch  die  mangelnde  Reduktion  wegen  der  Höhe  des  Geoids 
über  dem  EUipsoid.  Sobald  wir  eine  Ausdehnung  des  Netzes  wie 
diejenige  des  europäischen  voraussetzen,  können  wir  bei  einer  ganz 
strengen  Behandlung  von  derselben  nicht  absehen.  Da  aber  die  lU'- 
daktion  vorläufig  unbekannt  ist,  lassen  wir  die  ds  für  die  Grundlinien 
als  unbestimmte  Gröfsen  in  der  Rechnung .*)  Auf  die  Messungsfehler 
braucht  eine  besondere  Rücksicht  nicht  genommen  zu  werden;  sie 
treten  ganz  zurück,  wie  schon  S.  499  bemerkt  wurde. 

Wir  denken  uns  nun  mittelst  der  Basisgleichungen  in  jedem 
Partialnetz,  wie  S.  499  u.  500  angegeben  ist,  eine  Unbekannte  eli- 
miniert^ sodafs  diese  Gleichungen  (2)  in  die  Gesamtausgleichung  gar 
nicht  eingehen. 

Aber  es  entsteht  der  Unterschied  gegen  früher,  dafs  jede  Basis 
eine  unbestimmte  Grofse  Ss  in  den  Absolutgliedern  der  Normalglei- 
chungen zurückläfst. 

Die  gemessenen  Azimute  geben  nach  S.  282  (4)  und  S.  551  (1) 
Fehlergleichungen  in  der  nachstehenden  Form,  diese  speziell  bezogen 
auf  «;»  in  Fi  für  PiPk' 


ioik  =  «li  —  a'ik  —  iji  tan  Bi 


3o.  \ 


ll-^e^  (dm\       .  ,x>     ,    1— c"    .  ,T?    \ 


cobB 


+  ~^-  cos  «i<  {dLk  —  ähi) 


+  ••••(3) 


Man  hat  nun  noch  für  jeden  Punkt  die  Beziehungen: 


L  +  dL 
B  +  dB 


L'  —  n  sec  B  + 


(4) 


wenn  wieder  dL  und  dB  die  Verbesserungen  der  Näherungswerte 
L  und  B  bezeichnen,  die  schon  bei  dem  oben  erwähnten  Haupt- 
normalgleichungssystem  der  Winkelroessungen  auftreten. 

Mittelst   der   (4)  kann   man  entweder  anstatt  der  dB  und   dL 
£  und  ri  einführen  oder,  was  weit  bequemer  ist,  ij  aus  (3)  eliminieren 


*)  Für  eine  Landesyermcssung  ist  dagegen  die  Annahme  9s  =  null  sehr 
zweckmUfdig,  denn  man  erhalt  dadurch  in  allen  Teilen  Dimensionen  im  Meeres- 
Diveau.  Infolge  des  etwas  fehlerhaften  mathematischen  Zusammenhanges  ist 
Dar  die  Übereinstimmung  der  Resultate  etwas  ungünstiger,  als  bei  ganz  strenger 
Behandlung. 
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und  zwar  mittelst  der  1.  Gleichung  (4)  durch  dL  ausdrücken.     Mit 
Rücksicht  auf  die  2.  Gleichung  (3)  S.  552  geht  (3)  nun  über  in: 

ia'ik  =  «•*  —  «i*  +  {Li  —  2/i)  sin  Bi 

1  — «Vdm 


m 


ik 


y^\-^^\    sina.itfB/  +  -^r3-sma*.rt2?jk 
+  — ^-  1^1    cos  aikdLi  +  — ^  -  cos  «*,  rf/.* 


+  ....  (5) 


Als  Fehlergleichung  ist  diese  Gleichung  aber  nur  da  zu  behan- 
deln, wo  //  beobachtet  ist.  Denn  da  jedes  V  nur  in  einer  Gleichung 
vorkommt,  so  mufs  da  gleich  null  angenommen  werden,  wo  Ü 
nicht  beobachtet  ist. 

Die  Gleichungen  (5)  stellen  wir  also  nur  für  die  in  Azimut  und 
geographischer  Länge  bestimmten  Punkte  auf  imd  bilden  dann  die 
lieitruge  dieser  Gleichungen  zu  den  Normalgleichungen  der  in  ihnen 
auftretenden  dL  und  dB  mit  Rücksicht  auf  die  Gewichte. 

Dient  als  Zielpunkt  der  Azimutmessung  eine  lokale  Marke,  so 
tritt  rechter  Hand  in  (5)  an  Stelle  des  die  grofse  Parenthese  ent- 
lialtenden  Aggregats  die  eine  früher  S.  501  und  557  mit  C  bezeichnete 
lokale  Unbekannte  +  sin  BidLi. 

THc  Bestimmung  der  Getvidde  der  Azimutbeobachtungen  im  Ver- 
hältnis zu  den  geodätischen  Richtungsbeobachtungen  hat  nach  dem 
Satze  zu  erfolgen,  dafs  die  Gewichte  umgekehrt  proportional  den 
mittleren  Fehlerquadraten  zu  setzen  sind.  Indem  wir  annehmen,  dafs 
die  Netzteile  auch  einzeln  vollständig  ausgeglichen  werden  oder 
wenigstens  die  Dreiecksabschlüsse  gebildet  sind,  wird  sich  hieraus 
für  die  Gewichtseinheit  der  Richtungs-  bezw.  Winkelbeobachtungen  das 
luittlere  Fehlerquadrat  ergeben.  Maisgebend  ist  immer  derjenige  Wert 
des  mittleren  Fehlerquadrats,  den  die  Widersprüdie  des  Netzes  allein 
geben.  Das  mittlere  Fehlerquadrat  der  Azimute  kann  am  sichersten 
dadurch  ermittelt  werden,  dafs  man  die  doppel-  und  mehrfachen  Be- 
stimmungen der  Azimute  zu  verschiedenen  Zeiten  und  mit  verschie- 
denen Instrumenten  mit  einander  vergleicht.*) 

Tn  (loni  schliefslich  aus  der  Addition  der  Beiträge  der  Aziraut- 
mesHungen  zu  den  entsprechenden  Gleichungen  des  bereits  gebildeten 
NorinalglcMchuugssystemcs  erhaltenen  Gcsamtnomutlgleiclmngssystem  ist 
für  einen  Punkt  ]\  dL^  und  dB^  unbestimmt  zu  lassen,  sodafs  da- 
für dit»  Nornialgleichungen  wogfallen  und  alle  andern  dL  und  dB 
schlierslich  jils  Funktionen  von  (//.,   und  d  11^  auftreten. 

*)  Si(Ou'  »lio  Aniu.  S.  r,:ii>. 
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Um  die  Auflösung  der  Normalgleichuugeii  möglichst  über  sichtlich 
zu  gestalten^  ist  es  ratsam,  zunächst  jedes  Fartialnetz  für  sich  in  clor 
oben  angegebenen  Weise  zu  behandeln.  Aus  den  Partialnoiunal- 
gleichungssystemen  können  dann  vorerst  alle  Unbekannten  eliminiert 
werden,  die  nur  in  einem  derselben  auftreten.  Dann  erst  erfolgt  die 
Addition  der  Gleichungen,  die  zu  derselben  Unbekannten  gehören 
nnd  somit  die  Bildung  eines  im  Zusammenhange  weiter  zu  behan- 
delnden Systems. 

Indem  man  nun  mittelst  der  Beziehungen  (4)  von  (IL  und  dli  zu 
I  und  ij  übergeht,  erhält  man  alle  5  und  iy  als  Funktionen  der  Werte 
Jj  und  1^1  und  der  ds  der  Grundlinien. 

In  1.  Annäherung  wird  man  die  ds  =  null  setzen  und  dann 
über  $1  und  7}^  disponieren,  etwa  >vie  §  14  S.  543  u.  S.  Darnach  wird 
man  suchen,  die  Höhenlage  des  Geoids  zu  dem  gewählten  Referenz- 
ellipsoid  mittelst  der  $  und  ij  in  weiterhin  anzugebender  Weise  zu 
bestimmen,  um  endlich  im  stände  zu  sein,  Näherungswerte  für  die  ds 
anzugeben  und  eine  neue  Rechnung  für  die  ^  und  i}  durchzuführen. 
Schliefslich  kann  man  auch  aus  den  Widersprüchen  bezw.  den  Ver- 
besserungen, welche  die  Gesamtausgleichung  fordert,  den  mittleren 
Fehler  der  Gewichtseinheit  feststellen,  wozu  die  S.  504—511  gegebe- 
nen Vorschriften  mit  geringen  Modifikationen  ausreichen. 

§  19.  3.  Fall  der  Bestimmung  von  Lotabweichungen:  Jetle 
Station  des  Dreiecksiietzes  ist  auch  astronomische  Station.    In 

diesem  Falle  ist  es  möglich,  direkt  die  kleinen  von  den  cot  /  ab- 
hängenden Einflüsse  der  Lotabweichungen  zu  berücksichtigen,  ohne 
durch  vorhergehende  Näherungsrechnungen  schon  Näherungswerte 
derselben  abgeleitet  zu  haben  (S.  535  o.).  Man  wird  also  in  diesem 
Falle  beinahe  ganz  unabhängig  von  der  Hypothese  über  die  Erd- 
gestalt Denn  es  bleibt  nur  als  Voraussetzung  eine  näherungsweise 
ellipsoidische  Form  und  als  Vernachlässigung  der  sehr  kleine  Fehler 
bei  der  Reduktion  der  Richtungen  wegen  der  Höhe  der  Objekte  über 
dem  Referenzellipsoid  (wofür  man  eben  nicht  ganz  zutreffend  die 
Meereshöhe  nimmt). 

Die  Ausgleichung  beginnt  genau  wie  S.  495  u.  ff.  mit  der  Aus- 
gleichung der  Stationen.  Bei  dem  Übergange  zur  Netzausgleichung 
wird  aber  die  Bedeutung  der  Aggregate  ax  -}-  by  -^  cz  -]-  >  •  •  eine 
andere. 

Indem  wir  nämlich  auf  den  Ausdruck  (5)  S.  517  Rücksicht 
nehmen,  erhalten  wir  jetzt  als  die  einer  A/imntmessnng  entsprechende 
Fehlergleichung,  vergl.  S.  552  und  558: 


§  19.    8.  Fall  der  BestimmoDg  yon  Lotabweichongen. 
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«i* 


«a  —  «<*  —  fli  tan  Bi  —  iy<  cot  Zn  cos  an  +  6*  cot  ^a  sin  «,* 


»I* 


C08  J5j^ 

H ip-  cos  aki{dLk  —  dLi) 


+ 


Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen: 

L  +  dL  =  2/'  —  iy  sec  J5  +  •  • 
5+dB  — JS'+IH 

und  unter  Beachtung  der  2.  Gleichung  (3)  S.  552: 

Sttik  =  «,*  —  «i»  +  (JB.  —  JK)  cot  iBfa  sin  atk 

+  (i<  —  -ZiO  (sin  Bi  -f-  cot  jCfa  cos  Bt  cos  «,*) 

,  r  1  /dia\       ".*    i    1      I,  jr   I  "^°*^*  jr 


(1) 


+ 


Insoweit  es  sich  um  die  den  geodätischen  Richtungsbeobachtungen 
entsprechenden  Fehlergleichungen  handelt^  setzen  wir  für  dan  wie 
S.  496  (3)  eine  Verbesserung  Aa  und  fügen  rechts  für  jeden  Satz 
noch  eine  Unbekannte  u  bei.  Die  Yergleichung  von  (2)  mit  (3^  und 
(4)  S.  496  zeigt  nun  die  etwas  veränderte  Bedeutung  der  Aggregate 
ax  -^-by  '\-  C0  -}-  •  •  -.  Einesteils  besteht  sie  in  einer  Veränderung 
der  EoefQcienten  der  dB  und  dL,  andrerseits  tritt  da,  wo  L'i  nicht 

beobachtet  ist,  diese  Qröfse  (oder  bequemer  Li  —  L't)  als  neue  Un- 
bekannte auf. 

Das  weitere  Verfahren  zur  Bildung  der  Netznormalgleichungen  ist 
vorerst  ganz  wie  S.  497  u.  ff.    Nur  bemerken  wir  noch,  dafs  man  in 

allen  Fehlergleichungen  Xm  den  Teil  (Li  —  L\)  sinBi  einfach  weglassen 
darf.  Denn  man  kann  sich  ihn  dem  Orientierungsfehler  u  der  ein- 
zelnen SätzC;  da  er  unabhängig  von  dem  besonderen  Objekt  ist,  hin- 
zugefügt denken.  Hierdurch  wird  der  Eoefficient  von  (L  —  L') 
wesentlich  verkleinert  und  daher  die  Rechnung,  insbesondere  falls  L't 
unbekannt  ist,  etwas  bequemer. 

Die  bis  jetzt  erhaltenen  Normalgleichungen  entsprechen  den 
geodätischen  Richtungsbeobachtungen  alleiu.  Für  jede  Station  erhält 
man  aber  noch  eine  Fehlergleichung  der  Form  (2)  infolge  der  Azimut- 
messung,    dan   bezeichnet  darin   unmittelbar  die  Verbesserung   der 


(2) 


Helmer t,  mftthem.  a.  pbytikal.  Theorieen  der  höh.  Qeodätie. 
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letzteren.  Man  hat  nun  die  Beiträge  aller  dieser  Gleichungen  zu  den 
Normalgleichungen  der  verschiedenen  Unbekannten  mit  Rücksicht  auf 
die  Gewichte  zu  bilden  und  den  betreffenden  früheren  Normalgleichungen 
zuzufügen. 

So  ist  wenigstens  der  strenge  Vorgang.  Allein  da  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  L!j  da  wo  eben  die  geographische  Längen- 
bestimmung fehlt,  wesentlich  nur  auf  der  Azimutmessung  beruht, 
weil  hier  allein  L  einen  grofsen  Koefficienten  hat,  so  wird  man  in 
denjenigen  Gleichungen  (2),  welche  Azimutmessungen  auf  Stationen 
'entsprechen,  wo  L'  unbekannt  ist,  am  besten  einfach  öa  =  null 
setzen  und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  V  als  Funktion  der 
anderen  Unbekannten  benutzen. 

Hiernach  modificiert  sich  das  Verfahren  dahin,  dafs  aus  den 
Aggregaten  ax-^-hy-^-cz-^ die  unbekannten  L' mittelst  jener  Azimut- 
gleichungen (2)  vor  Bildung  der  Normalgleichungen  zu  eliminieren  sind. 

Als  Azimutfehlergleichungen  bleiben  nur  diejenigen  Gleichungen 
(2),  für  welche  L'i  direkt  beobachtet  ist. 

Diese  L  nehmen  wir  (ebenso  wie  die  JB')  ohne  Verbesserungen 
aus  dem  schon  früher  angegebenen  Grunde  (§  15  S.  546),  dafs  eine 
Einführung  solcher  nur  viel  Mühe  ohne  wesentliche  Vorteile  erzeugt, 
so  lange  die  Stationen  mit  geographischen  Längenbestimmungen 
relativ  selten  sind,  welcher  Fall  praktisch  allein  in  betracht  kommt. 

(Für  die  S  ist  der  Grund  dafür,  dafs  es  genügt  von  Verbesserungen 
abzusehen,  der  geringe  Betrag  der  Koefficienten  dieser  Gröfsen  in  den 
Fehlergleichungen.) 

Über  die  Berücksichtigung  der  Grundlinien,  sowie  hinsichtlich 
anderer  Details  vergl.  den  vorigen  Paragraphen.  Ist  das  Gesamt- 
system aufgelöst,  so  führen  die  (1)  zu  den  |  und  ly  u.  s.  f.  wie  dort. 

§  20.  Referenzellipsoid  yon  gflnstigsten  Dimensionen.  Bisher 
wurden  die  Elemente  der  Meridianellipse  a^  und  ^  als  gegeben  voraus- 
gesetzt, jedoch  bereits  in  §  14  S.  545  für  einen  bestimmten  Fall  an- 
gedeutet, wie  gleichzeitig  mit  der  günstigsten  Wahl  von  |i  und  ij, 
auch  eine  günstigste  Wahl  der  Form  des  Referenzellipsoids  getroffen 
werden  könnte. 

Dieselbe  Methode  kann  auch  in  den  anderen  Fällen  angewandt 
werden.  Nachdem  nämlich  alle  g  und  ri  zum  Schlufs  der  Gesamt- 
ausgleichung als  Funktionen  von  Ij  und  r]^  erhalten  sind,  kaun  man 
wie  im  ersterwähnten  Falle  diesen  Ausdrücken  Glieder  beifügen, 
die  von  Änderungen  r/r/y  und  dc'  der  bis  dahin  benutzten  Werte  üq 
und  c^  abhäfigen.  Man  wird  in  allen  Fällen  (verjjfl.  S.  543)  Gleichungen 
der  nacli«teli(Mi<len  Form  erhalten: 


§  20.    Referenzellipsoid  von  günstigsten  Dimensionen.  563 


0) 


Um  die  Ausdrücke  für  die  Koefficienten  c  und  d  zu  bekommen^  be- 
achten wir  die  Gleichungen  (6),  (7)  und  (8)  S.  536.  Dieselben  zeigen^ 
dafs  Änderungen  dB^f,  SL'!  und  Saii  in  den  berechneten  beziehungs- 
weisen Werten  B'i\  LI  und  «/'i  für  g,,  i^,  und  i^,  bezw.  die  Änderungen 
SB>lf  —  SL'I  cos  Biy  Sa/,1  cot  JB,-  hervorbringen.  Wie  diese  Änderungen 
dB'i,  8L'I  und  Sali  aber  von  da^  und  de^  erzeugt  werden,  geben 
die  Formeln  des  §  16  S.  294  an.     Es  ist: 

ferner 

c-  =  —  q'  -^  Tf,  sin  a/.i      ri^  =  ^"  Wi  [  -  sin  a,.i  —  —  cos  a,.i),(3) 

wenn  i^«  mittelst  der  geographischen  Länge  ermittelt  ist;  dagegen 

c'i  =  —  q" ^'^  Wi  sin  a,.i    d;  =  p"  W';  (— sina,.i  —  ^-  cos  «,.,  -f  -^  W],(4) 

wenn  i^  mittelst  des  Azimuts  ermittelt  ist. 

Die  Bedeutung  von  S5,  8C  und  W  erhellt  aus  S.  294,  wo  immer 
Index  i  an  Stelle  von  Index  2  zu  setzen  ist. 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  beiden  Formen  von  di  nicht  ganz 
überein ;  sie  unterscheiden  sich  durch  das  allerdings  kleine  Glied  mit  W. 
Im  Falle  nun  g  und  i]  nach  den  Methoden  der  §§  15  bis  19  S.  546  u.  ff. 
bestimmt  sind,  wird  man  stets  den  Ausdruck  (3)  für  eZ,'  anwenden 
müssen,  weil  alle  ri  den  Bestimmungen  der  geographischen  Längen 
thunlichst  angepafst  sind. 

Ganz  streng  ist  dieses  Verfahren  allerdings  nicht,  eben  so  wenig 
wie  überhaupt  der  ganze  Vorgang;  denn  bei  Berechnung  der  von  düQ 
und  de^  abhängenden  Glieder  denkt  man  sich  die  geodätischen  Linien 
von  Pj  nach  den  verschiedenen  Punkten  P,  sowohl  hinsichtlich  ihrer 
linearen  Länge  als  auch  hinsichtlicli  ihrer  Azimute  unverändert, 
während  doch  durch  eine  Änderung  in  r/^  und  e*  sich  das  Netz  etwas 
deformiert  und  also  auch  die  linearen  Längen  und  die  Azimute  Ände- 
rungen erleiden,  welche  für  ein  z.  B.  so  beträchtlich  wie  das  euro- 
päische Netz  ausgedehntes  Netz  recht  wohl  erheblich  werden  können. 

Ein  völlig  korrektes  Verfahren  ergiebt  sich,  wenn  man  bei  den 
Ausgleichungen  nach  vcrmiüehdvn  Beobachtungen  (S.  551  u.  S.  555  u.  flf.) 
den   Ausdrücken   für  äccik  und  ösn  noch  nach  §  14  S.  291  die   von 

30* 
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cUIq  und  de^  abhängigen  Glieder  beifügt.  Haben  wir  es  beispiels- 
weise wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  nur  mit  Dreiecksseiten 
1.  Ordnung,  also  kurzen  Entfernungen  zu  thun,  so  erhalten  wir 
nach  den  Formeln  (6)  S.  291  als  Zuwachse  rechter  Hand  in  den 
Gleichungen 


fUr  öaik :  y         ,  S^  (2  cos*  JB  sin  a  cos  «  +  •••) 


wobei 


„        «.+  «*  «,,  +  «4,-180' 


(5) 


W  xTun  Argument  B 

ZU  nehmen  sind. 

Der  erstere  Ausdruck  ist  nicht  nur  allen  Fehlergleichungen  für 
gemessene  Azimute ,  sondern  auch  allen  Fehlergleichungen  für  die 
geodätischen  Richtungsbeobachtungen  auf  den  Stationen  beizufügen, 
er  tritt  also  auch  auf  als  Zuwachs  der  Ausdrücke  ax-\-by  -{'Ce -{•'"> 

Bei  bedingter  Ausgleichung  im  Anschlufs  an  die  Formeln  (1) 
S.  548  u.  ff.  hat  man  den  B"/,  L'(  und  dii  die  durch  die  Formeln  des 
§  16  S.  294  gegebenen  Werte  der  djB,-,  SLi  und  Saki  zuzufügen,  wobei 
die  Indices  1  und  2  durch  i  und  h  zu  ersetzen  sind.  Die  Unbekannten 
da^  und  d^  müssen  dann  ebenso  wie  die  anderen  vorerst  eliminiert 
werden,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  die  Ausgleichung  nach  §  26 
S.  215  unserer  Äu^leichufigsrechnung  zu  behandeln. 

Einen  eigentlichen  Wert  erlangt  übrigens  die  Bestimmung  von 
düQ  und  de^  nur  dann,  wenn  die  astronomischen  Punkte  über  die 
Fläche  wenigstens  annähernd  gleichmäfsig  verteilt  sind. 

Das  richtigste  Prinzip  zur  Bestimmnng  von  da^  und  de*  ist  das,  die  über 
die  ganze  Fläche  zu  erstreckende  Summe  der  JV'  zu  einem  Minimum  zu 
machen.  Allein  der  Ausführung  stellen  sich  groDse  praktische  Schwierig- 
keiten entgegen. 

§  21.    1.  Annäherung  zur  Bestimmung  des  Geoids.    Wenn 

Lotabweichungen  g  und  rj  gegen  ein  gut  auschliefsendes  EUipsoid 
für  eine  so  dicht  liegende  Anzahl  Punkte  bestimmt  sind,  dafs  sie 
nicht  mehr  von  Punkt  zu  Punkt  einen  regellos  verlaufenden  Gang, 
sondern  einen  mehr  regelmäfsigen  Charakter  zeigen,  dann  kann  man 
eine  Bestimmung  der  Geoidfläche  vornehmen,  freilich  nur  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  die  Lotlinien  innerhalb  ihrer  Ausdehnung  von 
den  Stationen  auf  dei*  physischen  Erdoberfläche  bis  zum  Geoid  als 
Gerade  angesehen  werden  dürfen.  Wegen  der  thatsächlichen  Krümmung 
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der  Lotlinien  bleibt  eine  Ungenauigkeit^  deren  Betrag  indes,  wie  wir 
später  sehen  werden^  gering  ist,  insoweit  er  nicht  von  lokalen  Ur- 
sachen herrührt^  welcher  aber,  insoweit  dieses  der  Fall  ist^  der  Rech- 
nung im  allgemeinen  zur  Zeit  aus  praktischen  Gründen  gar  nicht 
unterworfen  werden  kann. 

Der  Fehler  verschwindet  überdies  praktisch  genommen,  wenn  die 
Stationen  alle  in  geringer  Meereshöhe,  oder  doch  nahezu  gleich  hoch 
liegen.  Im  letzteren  Falle  kann  man  jedenfalls  annehmen,  dafs  sich 
die  Konstruktion  in  Strenge  auf  eine  Niveaufläche  anstatt  auf  die 
Geoidfläche  selbst  bezieht 

Zum  Unterschied  vom  Geoid  wollen  wir  die  den  Lotabweichungen 
angepafste  Fläche  das  Sphäroid  nennen. 

Die  Konstruktion  kann  in  nachstehender  Weise  empirisch-graphisch 
vorgenommen  werden,  wenn  stets  beide  Komponenten  i  und  i}  ge- 
geben sind. 

Man  vereinigt  in  einer  Übersichtskarte  die  Stationen  zu  nahezu 
geradlinigen  Zügen  und  berechnet  zuerst  an  jedem  Punkt  die  in  die 
Zugrichtung  fallende  Komponente  y  der  Lotabweichung.  Ist  a  das 
Azimut,  so  wird  nach  Fig.  41  S.  515  die  Komponente  y  =  ®  cos  {A'  —  a'), 
also  wegen  der  (7)  S.  516: 

y  =  I  cos  a  -f-  ij  sin  a.  (1) 

Der  Sinn  hiervon  ist  der,  dafs  im  Azimut  a  die  Tangente  des  Sphäroids 
den  Depressionstvinkel  y  in  Bezug  auf  die  Tangente  des  Referenz- 
ellipsoids  hat. 

Alle  Werte  y  trägt  man  in  grofsem  Mafsstabe  auf  Millimeter- 
quadratpapier als  Ordinaten  auf,  rechtwinklig  zu  Abscissen,  deren 
Differenzen  den  horizontalen  Entfernungen  entsprechen.  Durch  die 
erhaltenen  Punkte  legt  man  eine  Kurve  aus  freier  Hand,  wobei  zur 
Abrundung  der  Kurve  Abweichungen  von  den  Punkten  zulässig  sind, 
die  jedoch  innerhalb  des  Betrages  des  Einflusses  der  plausiblen 
Beobachtungsfehler  in  $  und  rj  auf  y  bleiben  müssen  und  in  der 
Regel  abwechselnd  +  und  —  zu  nehmen  sind. 

Man  kann  aber  mit  völlig  genügender  Annäherung  für  den  Zu- 
wachs der  Erhebung  ^If  =  Nk  —  Nl,  welche  das  Sphäroid  in  Bezug 
aufs  EUipsoid  von  P«  bis  Pk  besitzt,  setzen: 

^N'  =  -fl.  ds,  (2) 

wobei  die  Integration  über  die  ganze  Länge  der  kürzesten  Linie 
von  P,  bis  Pk  zu  erstrecken  ist. 

Kommen  in  der  Zeichnung  Cj  Sek.  der  Ordinaten  und  c^  Meter 
der  Abscissen  auf  1"*"»,  so  ist  Cjy"*"*  =  y"  und  c,s"""  =  s"*,  daher 
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oder 

J2r  ==  -  ^  Fit"»'". 


(3) 


Fik  bedeutet  die  Fläche  zwischen  den  Ordinaten  y,-  und  y*  in  Quadrat- 
millimetem.  Dieselbe  kann  mit  dem  Polarplanimeter  oder  durch 
mechanische  Quadratur  berechnet  werden. 

Im  letztem  Falle  mifst  man  alle  Ordinaten  in  einem  hinreichend 
kleinen  Interwall  jds^^  der  Abscissen  ab^  sodafs  man  zwischen 
je  2  benachbarten  Ordinaten  die  Interpolationskurve  als  Gerade  be- 
trachten darf.  Bei  der  Ungenauigkeit  der  ganzen  Procedur  wird  es 
dann  genügen^  abgesehen  von  strengeren  Formeln^  zu  setzen: 

Fn  =  (iy  -  I  (y.  +  n))  ^s,  (4) 

wobei  Zy  die  Summe  der  Ordinaten  in  Millimetem  von  y»-  bis  yk 
incl.  bezeichnet. 

Noch  bequemer  wird  der  Ausdruck,  wenn  fUr  jedes  Stück  /1s 
die  mittlere  Ordinate  gemessen  wird.    Hierbei  ist  einfach 

Fik'^^  Z!  (der  mittieren  Ordinaten;  ^S.  (5) 

Nach  diesen  Formeln  berechnet  man  die  Werte  jdlT  für  eine 
hinreichende  Anzahl  Punkte  in  Bezug  auf  einen  derselben  und 
kann  endlich  ein  Verzeichnis  derselben  anlegen  oder  auch  ein 
(natürlich  behufs  gröfserer  Deutlichkeit  verzerrtes)  Profil  des  Sphäroids 
bezüglich  des  Ellipsoids  herstellen. 

In  der  Regel  wird  man  einen  grofsen  Teil  der  Punktzüge  in 
meridionaler  Richtung  legen ^  nicht  nur  weil  es  bequem  ist',  sondern 
auch  weil  die  Anzahl  der  ermittelten  £  überwiegen  wird.  Man  wird 
dann  allerdings  genötigt  sein,  da  sich  hinlänglich  viele  Punkte  auf 
einem  Meridian  nur  selten  vorfinden  werden,  S  für  ideelle  Meridian- 
punkte aus  solchen  zu  beiden  Seiten  liegenden  zu  interpolieren.  Als 
Abscissen  dienen  zugleich  am  besten  direkt  die  geographischen  Breiten. 

Meridionale  Züge  genügen  indes  allein  nicht,  denn  sie  geben  nur 
die  Figur  einer  Anzahl  Schnitte  ohne  Zusammenhang.  Um  sie  zu 
verbinden,  müssen  so  viele  Punkte  auch  in  i}  bekannt  sein,  dafs  man 
entweder  entlang  von  Parallelkreisen  mit  den  tj  allein,  oder  in  irgend 
welchen  Azimuten  (jedoch  die  Meridianschnitte  kreuzend)  verbindende 
Profile  herstellen  kann. 

Lassen  sich  mehrfache  Verbindungen  herstellen,  so  giebt  dieses 
Kontrollen  für  die  Richtigkeit  der  Konstruktion.    Man  kann  dieselben 
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(lureli  uiiio  AuHtjlcichunij  ausnutzen.  Dieselbe  wird  gerade  .s<j  getülirt, 
wie  für  Nivellements  und  zwar  am  best<jn  nach  vermittelnden  Bcob- 
aclitungen,  wobei  als  Unbekannte  zunächst  nur  die  Höhen  der  Knoten- 
]>unkte  der  Profile  über  einem  beliebigen  Nullpunkt  eingehen  und  JN' 
jeder  Profilstrecke  zwischen  2  Knotenpunkten  als  Beobachtung  auf- 
tritt. (Vergl.  weitere  Details  in  der  Ausgleichnnfjsrechnunf/  S.  310 
unten.*)) 

Die  Gewichte  dieser  Beobachtungen  nimmt  man  im  allgemeinen 
umgekehrt  proportional  den  Entfernungen,  da  unter  sonst  gleichen 
Umständen  die  mittleren  Fehlerquadrate  in  den  ^N'  oflFenbar  mit  der 
Anzahl  n  der  Ordinaten  wachsen,  die  zu  ihrer  Bildung  benutzt  sind. 
Wenn  freilich  die  graphischen  Interpolationen  der  Lotabweichungen 
sich  für  verschiedene  Profile  sehr  ungleich  genau  herstellen  lassen, 
mufs  auch  hierauf  bei  der  Gewichtsbestimmung  Rücksicht  genommen 
werden,  indem  man  die  Gewichte  umgekehrt  proportional  den  Ent- 
fernungen mal  den  mittleren  Fehlerquadraten  der  Ordinaten  setzt, 
für  welche  letztere  die  Unsicherheit  beim  Zeichnen  Anhaltspunkte 
zur  Bestimmung  giebt  (siehe  das  Beispiel).  Bei  wenig  Zwischeu- 
punkten  in  einer  Strecke  kann  sogar  das  Gewicht  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrat  der  Entfernung  mal  dem  mittlem  Fehlerquadrat  der 
Ordinaten  werden,  weil  dann  die  Ordinatenfehler  alle  nach  einer 
Seite  liegen. 

Sind  die  Höhenunterschiede  der  Knotenpunkte  ermittelt,  so  werden 
die  Verbesserungen  für  die  Zwischenpunkte  bestimmt  (AusyleiditinyS' 
rcchntiYUß  S.  311),  und  nun  ist  nur  noch  die  Höhe  eines  Punktes  des 
Sphäroids  über  dem  Ellipsoid  nötig,  um  das  Sphäroid  völlig  zu  be- 
stimmen. Ist  nur  eine  Grundlinie  gemessen,  so  schneiden  beide 
Flächen  sich  am  Orte  dieser  Grundlinie;  bei  mehreren  Grundlinien 
allerdings  bleibt  eine  Unklarheit  (vergl.  S.  524  u.  533),  und  man 
mufs  sich  dann  das  Sphäroid  etwa  so  gelegt  denken,  dafs  es  eine 
mittlere  Lage  zum  Ellipsoid  in  Bezug  auf  die  Orte  der  Grundlinien 
hat.  Diese  Unsicherheit  ist  übrigens  von  geringem  Belang,  da  die 
Lage  der  Axe  des  Referenzellipsoids  zur  Erdaxe  ja  doch  nicht  näher 
bekannt  ist  (S.  533)  und  da,  wie  oben  bemerkt,  das  Sphäroid 
aufserdem  mehr  eine  Niveaufläche  in  der  mittleren  Höhe  des  be- 
treffenden Gebiets  der  physischen  Erdobeiüäche  als  das  Geoid  selbst 


*)  Nnr  führe  man  die  ilöbeu  über  einem  imbestimmten  Nullpunkt  ein,  8odar» 
die  Summe  der  Normalgleichungen  identisch  null  wird,  was  bei  der  hier  zweck- 
mäfsigen  Auflösung  durch  NiVhorung  (a.a.O.  S.  133)  eine  gröfsürü  Konvcrgenx 
ergiebt 

(Kunstgrüf  von  Gaufs  nach  v.  Freeden,  die  l^raxis  der  M.  d.  Id.  (Ju,  S.  29.) 
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darstellt.  —  Schliefslich  kann  man  durch  Kurven  gleichen  /IN'  das 
Sphäroid  in  der  ebenen  Zeichnung  charakterisieren. 

§   22.     Zahlenbeispiel:     Lotabweichungen  im  Harze.     Das 

königlieh  preufsische  geodätische  Institut  hat  im  Harze  eine  Reihe 
Lotabweichungen  |  bestimmt^  welche  einen  ausgesprochen  regelmäfsigen 
Gang  zeigen.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  eine  Reihe  von  Punkten^ 
die  nahe  dem  Meridian  des  Brockens  liegen,  Fig.  44.  Nach  S.  150 
der  Publikation  der  astronomischen  Arbeiten  von  1875  (erschienen  1876) 
hat  man  dafür  folgende  Zahlen: 


Meeres- 
hohe 

Ostl.  L&nge 

von 

Ferro 

PolhOhe 

Station 

geodätisch 

astronomiach 

i 

Heldburg 

395"» 

28»  24' 

50»  17'  23,57" 

19,25" 

+    4,32" 

Dollmar 

740 

28     9 

37  32,45 

27,35 

+    5,10 

Inselsberg 

916 

28     8 

51    8,66 

11,47 

—    2,81 

Craula 

456 

28     9 

51     3  30,44 

28,38 

+    2,06 

Mahlhausen 

227 

28     9 

12  10,44 

6,18 

+    4,26 

Löwenburg 

422 

28  13 

26  34^6 

33,93 

+    0,33 

Tettenborn 

323 

28  13 

34  22,39 

17,29 

+    5,10 

Hohegeis 

640 

28  20 

39  58,38 

57,02 

+    1,36 

Osterode 

260 

27  54 

43  23,20 

23,18 

+    0,02 

Brocken 

1143 

28  17 

48     1,41 

10,59 

-    9,18 

Ilsenburg 

249 

28  21 

52  24,86 

35,71 

—  10,85 

Harzburg 

.    217 

28  13 

53  25,74 

39,25 

—  13,51 

Fallstein 

167 

28  18 

52     1    5,91 

9,34 

—    3,43 

Asse 

203 

28  19 

8  20,38 

20,38 

0,00 

Bei  Berechnung  der  geodätischen  Polhöhen  ist  diejenige  der  Stern- 
warte Seeberg  bei  Gotha  zu  Grunde  gelegt.  Als  Azimut  diente  das 
1869  auf  dem  Inselsberge  gemessene  (vergl.  S.  148  a.  a.  0.).  Die  i 
beziehen  sich  also  auf  ein  Bessehches  Ellipsoid,  das  für  Seeberg  (  »=  0 
und  für  den  Inselsberg  ij  ■=  0  giebt.*) 


*)  Ganz  streng  ist  das  nicht,  doch  mit  Bücksicht  auf  den  geringen  geo- 
graphischen L&ngennnterschied  L  von  Inselsberg  und  Seeberg  genügend.  Formel 
(9)  8.  536  zeigt  n&mlich,  dafs  bei  der  Übertragung  des  ellipsoidischen  Azimuts 
nach  Seeberg  von  Inselsberg  aas,  weil  hier  £  nicht  genau  null  ist,  ein  kleiner 
dem  sin  L  proportionaler  Einflois  entsteht,  der  jedoch  schliefslich  die  von  See- 
berg aus  berechneten  {  nur  in  yerschwindendem  Mafse  afficiert. 
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Bezüglich  seiner  Hötienlage  zum  Geoid  genügt  unter  Hinwns 
auf  den  Scblufs  von  §  21  die  Bemerkung,  dafs  beide  in  der  Gegend 
des  untersuditeD  Gebiets  irgendwo  sich  schneiden,  dafs  das  Sphäroid 
aber  eher  einer  Niveaufläche  in  einigen  Hundert  Ueter  Meereshöhe 
als  dem  Geoid  selbst  entspricht. 

Um  ein  nahezu  meridionales  Profil  za  erhalten,  wurden  Hohegeis 
und  Osterode  einerseits,  Harzbttrg  imd  Ilsenbnrg  andrerseits  su  einem 
ideellen  Punkt  vereinigt: 

II    Uoge    |PolhShegeod&tiK:ii|        £ 
(-r  Hohegeis  +  -r-  Osterode  1 


(-  -  Ilsenburg  +  -^  Harzburg  t 


28"  15' 


17 


51»  40'  39" 
51  52  55 


+    1,1" 
—  12^ 


Für  y  kann  in  den  Formeln  S.  565,  da  das 
Azimut  a'  des  Zuges  gering  ist,  direkt  |  gesetzt 
werden,  oder  wenn  man  von  Süden  nach  Norden 
geht,  d.  h.  a  <—  ISO**  annimmt,  —  {. 

In  ^er  graphischen  Darstellung  wur- 
deu  2  extreme  Interpolationskurven  gebildet 
Dabei  war 

1"»  Ordinate  — 0,1" 


["•"  Abscisse  ^  30"  in  geogr.  Breite 

—  927-, 
i: 

c,-0,l 

e,  —  927" 


Fig.  45  zeigt  diese  graphische  Darstellong  in 
halber  QtZIae. 

Es  wurden  folgende  Zahlen  erhalten: 


IB.  EnpiteU    HeMDngen  tat  der  phynachan  Erdoberfläche. 


■ 

II. 

Mittel 

-  F 

sjy 

—  F 

ijir 

50"20' 

0,00"«) 

0,00- 

0,00- 

Von 

60«2ff  biB  60"S0' 

+  1009«- 

+  0,46 

+  1220«™ 

+  0,55 

0,50 

„ 

30  „    40 

+  1034 

+  0,92 

+  1110 

+  1,06 

0,98 

„ 

40  „    60 

+  466 

+  1,12 

-  45 

+  1,03 

1,07 

4 

60  „  61  0 

-  623 

+  0,89 

-  318 

+  0,88 

0,88 

„ 

61  0  „    10 

+  606 

+  1,12 

+  505 

+  1,11 

1,11 

„ 

10  „    20 

+  660 

+  1,41 

+  860 

+  1,49 

1,45 

„ 

20  „    30 

+  66 

+  1,44 

+  286 

+  1,62 

1,.63 

„ 

30  „    40 

+  800 

+  1,80 

+  760 

+  1,96 

1,88 

„ 

40  „    60 

—  918 

+  1,36 

-1070 

+  1,48 

1,42 

„ 

50  „  52  0 

-1875 

+  0,52 

-1926 

+  0,62 

0,67 

n 

62  0  „    10 

—  305 

+  0,38 

-  296 

+  0,48 

0,43 

Die  beiden  iDterpolationskurven ,  welche  beide  gaiau  durch  die 


*)  AU  Nullpunkt  willkürlich  angenommeu. 
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Punkte  gelegt  sind,  geben  ziemlich  gut  übereinstimmende  Resultate. 
Es  ist  wohl  möglich;  dafs  dieses  ein  Zufall  ist.*)  Nach  Ansicht  der 
Zeichnung  kann  man  aber  annähernd  die  Differenzen  F  nach  beiden 
Kurven  von  10'  zu  10'  in  geographischer  Breite  als  zufällige  be- 
trachten. Bildet  man  aus  den  Quadraten  der  11  Differenzen  der  F 
in  derselben  Zeile  die  mittlere  Differenz  im  Sinne  eines  mittleren 
Fehlers,  so  folgt  als  mittlerer  Fehler  eines  ^N'  för  eine  Strecke  von 
10'  in  geographischer  Breite 

+  0^,10  . 

Für  den  Gesamthohenunterschied  in  I  oder  II  also  ist  hiemach 
der  m,  F.  gleich: 

+  0,1}/11,  d.  i  +0,33'» 
und  für  das  Mittel  beider  Ergebnisse 

+  0,23"». 

Die  hierin  noch  nicht  enthaltene  'Unsicherheit  der  |  selbst  ver- 
grofsert  diesen  mittleren  Fehler  nur  wenig.  Andrerseits  ist  derselbe 
eher  zu  grofs  als  zu  klein  geschätzt,  indem  im  einzelnen  die  beiden 
Interpolationskurven  möglichst  extreme,  obgleich  plausible  Lagen  er- 
halten haben.  Die  Fig.  45  zeigt  auch  die  dem  Mittel  von  I  und  II 
entsprechende  Interpolationskurve. 

§  23.  Lotabweichungen  in  der  Alpengegend.  Ca^l  von  Orff 
hat  in  der  Schrift  Bestimmung  der  geographischen  Breite  der  König- 
lichen Sternwarte  hei  München ^  1877  (Supplement  zum  21.  Bde.  der 
Annalen  der  Sternwarte)  einen  sehr  interessanten  Anhang  beigefügt, 
worin  mittelst  süddeutscher,  österreichischer,  schweizer  und  italieni- 
scher Dreiecksnetze  Lotabweichungen  nördlich  und  südlich  der  Alpen 
gewonnen  werden.  Auch  hier  ist  ein  Gang  unverkennbar,  jedoch  ist 
trotz  31  Punkten  in  Breite,  8  in  Länge  und  14  in  Azimut  (aufser 
dem  Ausgangspunkt  München  mit  |j  »s  O.i}^  <»  0)  bei  der  Gröfse  der 
Verteilungsfläche  eine  nur  sehr  unsichere  Bestimmung  des  Sphäroids 
möglich.  Für  eine  Reihe  Punkte  nahe  dem  Münchener  Meridian  hat 
man  nach  S.  60  a.  a.  0.  folgende  Werte: 


*)  S.  206  der  Zeitschrift  ßr  VermesstMgsweBen  Bd.  4  1876  giebt  Bärn^ 
ähnliche  Resultate,  welche  Differenzen  bis  za  0,4^  mit  den  Eigefauisen  I  und 
bis  zu  0,2">  mit  den  Ergebnissen  II  zeigen. 
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Ko. 

Station 

Ooogr.  Breite. 

e 

9 

NOroWg 

49«27^' 

+    4,9" 

8 

WOlibnrg 

49    1^ 

-    1.8 

7 

IngoUtadt 

48  45,8 

+    4,8 

6 

HOid^en 

48    8,3 

0,0«) 

5 

( Holikirchon 

47  50,6 

-    3,6 

BeDediktbenren 

4 

WendeSsteiB 
Hittenwsld 
Lanserkopf 

Mittel 

47  31,6 

-12,1 

3 

S.  SiilTitore 

45  61,1 

+  13,2 

2 

Padn. 
Venedig     «"'«' 

46  24,9 

+   6,6 

1 

Bologna 

44  29,8 

-  6,a 

"f\. 


Die  graphische  Darstellung  giebt  nun  för  2  zum  Teil  zusammen- 
fallende ,  aber  im  allgemeinen  doch  extreme  Ausgleichungskurven 
unter  Ausgleichung  der  kleinen  Schwankungen  bei  den  3  nördlichen 
Punkten: 


*)  Angenommen. 
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I. 

I] 

[. 

Mittel 

Bedn- 
tiertet 

—  F 

SIT 

—  F 

SN" 

44,5» 

0,0«» 

1 

• 

0,0- 

0,0-) 

Von  44,5»  bis  45 

—  16,5«™» 

-0,9 

Wie 

• 

—  0,9 

-0,9 

-2,0- 

n     45 

„  45,5 

+  17 

+  0,0 

in 
I 

+  0,0 

+  0,0 

-M 

„    45,5 

„  46 

+  52 

+  2,8 

+  2,8 

+  2,8 

+  1,4 

„    46 

„  46,5 

+  44 

+  5,2 

+  85 

+  7,4 

+  6,3 

+  5,2 

„    46,5 

r,    47 

-  17,5 

+  4,3 

+  14 

+  8,2 

+  6,3 

+  5,2 

n     47 

„  47,5 

-56,5 

+  1,2 

—  69 

+  4,5 

+  2,8 

+  1,7 

«    47,5 

„  48 

-33 

-0,6 

• 

+  2,7 

+  M 

+  0,0^ 

„    48 

„  48,5 

+    2,5 

-0,4 

Wie 

• 

+  2,8 

+  1,2 

+  0,1 

n    48,5 

„  49 

+  12,5 

+  0,2 

m 

I 

+  3,5 

+  1,9 

+  0,8 

„    49 

„  49,5 

+  12,5 

+  0,9 

+  4,2 

+  2,6 

+  1,5 

Hierbei  war 


c^  =  l  und  c^ 


11150,  ^  =  0,054. 


Die  reduzierten  Mittel  sind  durch  Subtraktion  von  1,1*"  entstanden. 
Die  Unsicherheit  des  totalen  Höhenunterschieds  von  45,5  bis  49® 
geographischer  Breite  dürfte  2  bis  3"*  nicht  überschreiten. 

Die  Fig.  46  zeigt  noch  eine  Interpolationskunre  T  f&r  ein  zweites 
näherungsweise  meridionales  Profil.  Die  Nummern  V,  2^,  3',  4',  5',  6',  7',  8* 
beziehen  sich  dabei  der  Reihe  nach  auf  die  Punkte  Mondovi,  Turin, 
Mailand,  Andrate,  Rigi,  Zürich,  Strafsburg-Tübingen,  Mannheim. 

Der  Verlauf  der  (  ist  hier  ganz  ähnlich  wie  in  dem  ersten  Profil 
und  man  kann  auch  in  den  Höhen  nach  Mafsgabe  der  Flachen  einen 
ähnlichen  (rang  und  gleiche  (vielleicht  etwas  gröfsere)  Extreme  erwarten. 

§  24.  Anwendung  der  Rechnung  auf  die  Besthmnung  des 
Sphilroids.  Um  die  Willkürlichkeiten  des  graphischen  Verfahrens 
zu  vermeiden,  kann  man  den  Weg  der  Rechnung  betreten.  Man 
wird  allerdings  sehr  bald  finden,  dafs  hier  die  willkürliche  Wahl  der 
Interpolationsformd  auch  bedenklich  ist.  Sie  ist  vielleicht  sogar 
bedenklicher  als  die  Willkür  beim  graphischen  Ver&hreu,  weil  es 
schwieriger  ist,  den  Grad  der  Willkür  zu  konstatieren.  Nur  bei  sehr 
dicht  liegenden  Bestimmungen,  die  eine  wirkliche  Ausgleichung  ge- 
statten, dürfte  die  Rechnung  vorzuziehen  sein. 


*)  Angenommen. 
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Nimmt  man  an^  dafs  die  Sphäroidfläche  sich  durch  eine  Glei- 
chung darstellen  läfst*),  so  kann  man  bei  mäfsiger  Ausdehnung  eines 
Stückes^  das  in  Untersuchung  ist,  fttr  If  eine  Reihe  der  Form  an- 
wenden: 


+],€,JB'  +  ^€,^B'^L+^€,^B^L'+ 1  €,JV+ 


0) 


worin  /IB  =  B  —  Bq,  JL  =  L  —  L^  ist  und  Nq  den  Wert  von 
N'  im  Ausgangspunkte  (BqLq)  bezeichnet.  Diese  Reihe  kaim  man 
entweder  als  Taylors  Reihe  auffassen,  oder  als  eine  Interpolations* 
formel,  die  aus  derjenigen  von  Lagrange  fär  einen  Meridianschnitt^  also 
aus  einer  Reihe  nach  Potenzen  von  zJB,  hervorgeht,  wenn  die  Koef- 
ficienten  wieder  als  Potenzreihen  nach  ^L  entwickelt  werden. 

Ist  nun  dM  ein  Meridianelement  und  dP  ein  Element  des  Parallel- 

kreises,  dann  ist  wrr  dM  der  Zuwachs  von  N'  nach  Norden  für  dM 

dN' 
und    o„  dP  der  Zuwachs  von  N'  nach  Westen  für  dP.     Da  diese 

Grofsen  bezw.  auch  gleich  l^dM  und  —  tjdP  sind,  so  hat  man: 


dN'     j    .  BN' 


dP  '  QnCosBdJL^ 


(2) 


wobei  Qm  den  Krümmungsradius  im  Meridian,  q^  denjenigen  im  Perpen- 
dikel für  die  geographische  Breite  B  bezeichnet. 

Führt  man  die  Differentiation  aus,  so  erhält  man  Ausdrücke  für 
I  und  rj,  welche  zeigen,  wie  aus  einer  Reihe  gegebener  (  und  i}  sich 
der  Ausdruck  (1)  für  N'  bis  auf  die  Konstante  No  bestimmen  läfst. 

Für   eine   Funktion  i,  Grades  müssen  (2  -f-  3  -j-  •  •  •  i  +  1),  d.  i. 

—  i  (i  +  3)  Komponenten  der  Lotabweichung  vorliegen.   Verteilen  sich 

dieselben  nicht  gleichmäfsig  auf  |  und  17,  so  müssen  doch  wenigstens 
t  der  gegebenen  Werte  Komponenten  5  oder  rj  sein,  je  nachdem 
die  Anzahl  der  rj  oder  £  dominiert. 

*)  Nilherungsweise  wird  dieses  trotz  der  Krümmungsdiskontinuitäten  des  Geoids 
(S.  22)  der  Fall  sein.  Aber  es  bleibt  doch  jedenfalls  eine  grofne  Schwierigkeit 
infolge  derselben,  da  viele  Glieder  mit  %u  bestimmenden  Koefficienten  zur  Dar- 
stellung erforderlich  werden. 
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Wenn  man  überlegt,  dafs  eine  Ausmittelung  der  Funktion  JV 
sich  nur  lohnen  wird,  falls  für  eine  gröfsere  Anzahl  Punkte  5  und  rj 
gegeben  sind,  so  giebt  es  bei  strenger  Darstellung  dieser  Werte  auch 
viele  Koefficienten  zu  bestimmen.  Eine  Verminderung  der  Anzahl 
derselben  verlangt  eine  Ausgleichung,  die  aber  wegen  der  hierbei 
unvermeidlichen  (mit  der  Natur  der  Potenzreihe  verbundenen)  grofsen 
Zahlenkoefficienten  sehr  mühsam,  ja  in  der  Regel  wohl  undurchführ- 
bar wird.  Ein  einfaches  Zahlenbeispiel  wird  die  Schwierigkeit  weiterhin 
erläutern  und  bestätigen. 

Einfacher  ist  natürlicherweise  die  Rechnung,  wenn  es  nur  gilt, 
einzelne  Profile  zu  behandeln.  Das  erwähnte  Beispiel  bezieht  sich 
in  der  That  nur  auf  ein  Profil;  allein  selbst  hier  wird  die  numerische 
Arbeit  der  Ausgleichungsrechnung  schon  bedeutend. 

Am  einfachsten  ist  es  noch,  alle  Lotabweichungskomponenteu  f&r 
ein  Profil  streng  darzustellen,  weil  man  hierbei  die  Lagrangesche 
Interpolationsformel  in  der  ursprünglichen  Form  anwenden  kann,  ohne 
eine  Auflösung  von  Gleichungen  erst  vornehmen  zu  müssen.'^)  Man 
hat  z.  B.  für  eine  meridionales  Profil,  wenn  die  Werte  Sj,  ^,  ... 
g,- . . .  g„  für  n  Punkte  gegeben  sind,  welche  in  Bezug  auf  einen  will- 
kürlichen Anfangspunkt  in  geographischer  Breite  die  Abstände  z/-B„ 
^2?j,  ...  JBi  ...  ^Bn  haben,  als  interpolatorisch  für  den  Punkt 
^B  bestimmten  Wert  5- 

^     JB—dB^JB  —  JB^     JB—JB._^JB  —  JB._^^     JB  —  JB^ 
^^^  ^*  JB^^JB,  JB^-^B^"'jB^JB7^i  dB.-JB.~"dB^'^dB^  ^^ 

Die  Entwicklung  der  n  Glieder  der  Summe  rechter  Hand  giebt 
5  als  Potenzreihe  von  ^^.**)  Jedoch  dürfte  es  in  der  Regel  be- 
quemer sein,  für  eine  Anzahl  /!lB  in  gleichem  Intervall  ^  zu  be- 
rechnen und  JN'  durch  mechanische  Quadratur  abzuleiten. 

*)  Diese  Interpolationsformel  ist  nichts  anderes  als  die  allgemeine  AuflGsong 
des  Problems.  Um  sie  zu  gewinnen,  können  die  Koefficienten  der  Potenzreihe 
aus  dem  mittelst  Determinanten  aufzulösenden  Oleichungssystem  entnommen 
werden,  welches  die  streng  darzustellenden  Werte  der  Potenzreihe  geben.  Aulaer- 
dem  ist  insbesondere  noch  ein  bekannter  Satz  über  die  Umformung  eines  Pro- 
duktes aller  Differenzen  gegebener  Gröfsen  in  eine  Determinante  anzuwenden. 

**)  Es  liegt  der  Gedanke  nahe,  die  allgemeine  Formel  für  £  auch  für  den 
Fall  aufzusuchen,  dafs  mittelst  Ausgleichungsrechuung  aus  n  Beobachtungen  eine 
Potenzreihe  mit  weniger  als  n  Koefficienten  hergeleitet  werden  soll.  Dieses  kann 
in  der  That  auch  mittelst  der  bekannten  Determinantensätze  geschehen,  allein 
trotz  der  theoretischen  Einfachheit  dürfte  doch  die  Formel  für  die  Anwendung 
zu  mühsam  erscheinen. 

TdiehycJief  hat  sich  in  mehreren  Abhandlungen  (vergl.  insbesondere  die 
Memoires  de  VAccul'  imp.  des  sciences  de  St.  Peteisbaurg  von  1858  und  1869)  mit 
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Ein  anderer  und  zwar  recht  bequemer  Weg  zur  interpolatorischen 
Darstellung  der  Lotabweichungen  einzelner  Profile  ergiebt  sich;  wenn 
man  darauf  Yerzichtet,  sämtliche  gegebene  Werte  durch  eine  Glei- 
chung zu  befiriedigen. 

Das  einCachste  Verfahren  ist^  immer  nur  mit  Rücksicht  auf  2 
benachbarte  Lotabweichungen  zu  interpolieren,  d.  h.  also  für  ein 
meridionales  Profil  zwischen  £»•  und  ik  su  setzen: 

JB  —  JBj^  dB  — JB. 

^  =  ^'  dB^-^JB,  +  ^  dB,- dB, '  W 

Im  Profil  der  i  giebt  das  gerade  Linien  zwischen  je  2  Punkten, 
abo  eine  Interpolation  mit  Unstetigkeiten,  die  sich  aber  im  Profil 
der  N'  versteckt,  da  die  Gleichheit  der  £  ^n  den  Unstetigkeitsstellen 
des  erstgenannten  Profils  zusammenfallende  Tangenten  [siehe  die 
1.  Gleichung  (2)]  im  Profil  der  N'  erzeugt. 

Vorzuziehen  ist  es  in  vielen  Fällen,  immer  3  benachbarte  Lot- 
abweichungen zu  beachten,  also  für  ein  meridionales  Profil 


s 


dB  —  dB,  dB  — dB.  dB  —  dB.  dB  —  dB^ ^ 

**  dBj^  —  dB,  dB,  —  dB,    »    *'  dB,  —  dB,  dB,  —  dB, 

dB  — dB,  dB  —  dB, 
"^  ^  dB,  —  dB,  dB,  —  dB, 


(5) 


ZU  setzen,  wobei  Sa»  (j;  ^  3  auf  einander  folgende  gegebene  Werte 
sind.  Als  Interpolationskurve  im  Profil  der  ^  tritt  jetzt  die  Parabel 
2.  Grades  aut  Selbstverständlich  giebt  es  auch  hier  Unstetigkeiten, 
aber  auch  nur  im  Profil  der  $. 

Für  die  praktische  Anwendung  düffte  vielleicht  als  zweckmäfsigstes 
Verfahren  ein  Vorgang  der  Art  anzuwenden  sein,  dafs  man  immer 
4  benachbarte  Lotabweichungen  in  eine  Interpolationsformel  (3) 
bringt,  aber  jedesmal  nur  das  mittelste  Stück  der  Interpolationskurve 
benutzt.*)  Man  wird  auf  diese  Art  die  kleinsten  Diskontinuitäten 
erhalten.  Die  Formel  lautet  hier,  wenn  |a;  hi  it^  h  ^^f  einander 
folgen : 


V 


dem  Problem  der  Interpolation  beschäftigt,  u.  a.  auch  mit  der  Interpolation 
nach  der  Methode  der  kl.  Qu.  (1859).  Die  g^-ofsen  Zahlen  sind  jedoch  hierbei 
nicht  vermieden,  wie  überhaupt  eine  wesentliche  Vereinfachung  gegen  die  gewöhn- 
liche Procedor  für  diese  Methode  nicht  erreicht  ist  und  auch  nicht  möglich 
scheint. 

*)  Von  diesem  Vorgänge  iai  mau  allerdings  an  den  beiden  Enden  der  zu 
interpolierenden  Amplitude  genötigt  etwas  abzuweichen ,  was  aber  gerade  an 
den  finden  ohne  Belang  ist. 


8  25.    Fortaetzimg. 


577 


i 


JB  —  dB^JB—JB^JB'-JB^  JB  — JB^JB  —  JB^JB  —  JBf 

** ZB^^^^^^^  5B]p^3B]^  35^^^^^5j    '    ^*  JB^—JBf^  dB.—JBj^  dB.—JBf 

JB  —  JB,  dB  —  JB,  dB  — JB.  dB  —  JB,  dB  —  dB,  dB  —  dB^, 

^diBp^^dBf^'dB^P^dB.d^B'^—dB^  "*"  ^^dB^^^dB'^dB^^^^^diBldB^—''dBl' 

Über  zwei  andere  InterpolationsformelD  vergl.  das  American  Journal 
of  Mathemaiica  pure  and  applied  Vol.  II  No.  4,  1879;  dieselben  sind 
aber  im  vorliegenden  Falle  weniger  zweckmSl^ig.  —  Zur  Interpolation 
gegebener  Werte  £  ffir  Punkte  einer  Fl&ehe  giebt  es  auch  Formeln;  schon 
Lambert  em^Üint  solche  im  3.  Teil  seiner  Beiträge  eum  Gebrauch  der 
MathemaHk  (1772),  S.  68  u.  ff.  Hier  treten  immer  an  Stelle  der  Faktoren 
dB--  dBi , ...  die  Faktorenpaare  {dB  —  dBi )  {dL  —  ^Xi )  aut  Würde 
man  eine  solche  Formel  auf  den  Harz  anwenden,  so  gäbe  ihre  Integration 
nach  B  den  Ausdruck  für  N'  bis  auf  eine  unbekannte  Funktion  yon  X, 
zu  deren  Bestimmung  es  einer  Anzahl  Werte  17  bedarf.  Übrigens  macht 
auch  bereits  Lambert  auf  die  Vorteile  periodischer  Reihen  aufmerksam. 


(6) 


§  25.  Fortsetzung.  Eine  im  allgemeinen  weit  mehr  als  die 
Potenzreihe  zu  strenger  Darstellung  und  zu  Ausgleichungen  geeignete 
Formel  erhält  man^  wenn  N'  ffir  einen  Meridian  nach  Fauriers 
Reihe  entwickelt  gedacht  wird  und  die  Eoefficienten  selbst  wieder 
als  Funktionen  des  geographischen  Längenunterschieds  nach  Fourier 
entwickelt  werden«    Wir  setzen  also: 


wobei 


und 


(1) 


^'  =  60  +  6i  cos  a;  +  62  cos  2x  +  ^s  cos  3x  -j- 
+  Oj  sin  rc  +  öhi  ^^^  2a;  +  Oj  sin  3x  + 

hi  =  hi.o  +  h.i  cos  y  +  6,-.2  cos  2y  H 

+  61.1  sin  y  +  61.2  sin  2y  H 

Oi  =  Oi.o  +  Oii  cos  y  +  ai,i  cos  2y  H 

+  a,'.i  sin  y  +  a;.2  sin  2y  -| 


ist  und  X  und  y  solche  Vielfache  von  ^B  und  ^L  bedeuten ,  dafs 
die  zur  Interpolation  gelangenden  Amplituden  von  x  und  y  an- 
gemessen kleiner  als  27r  sind.  Man  mufs  es  nämlich  vermeiden,  dafs 
die  äufsersten  gegebenen  Werte  von  N'  zu  Werten  von  x  bezw.  y  ge- 
hören, die  nahezu  um  2^  verschieden  sind,  weil  der  Ausdruck  (1)  bei 
Variationen  yon  x  und  y  um  2n  dieselben  Werte  N'  wiedergiebt  Die 
Nichtbeachtung  dieses  ümstandes  erschwert  oflPenbar  die  Darstellung. 

Um  dieselbe  noch  mehr  zu  erleichtern,  ist  aufserdem  eine  Modi- 
fikation des  Ausdrucks  (1)  notwendig.  Die  Differentialquotienten  von 
N\  welche  mittelst  der  Relationen  (2)  des  vorigen  Paragraphen  zu 
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zu  N' 

:         das  Glied  a^  x 

>y   h    ' 

jj       V     ^ioy 

n   «»    • 

i 
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dea  Ausdrücken  für  |  und  r^  führen,  besitzen  nämlich  bei  der  jetzigen 
Gestalt  des  Ausdrucks  (1)  kein  von  Cosinus  oder  Sinus  freies  Glied. 
Es  ist  daher  die  Summe  der  |  oder  iy  für  alle  Werte  über  eine 
Periode  von  x  oder  y  hinweg  gerade  null. 

Fügen  wir  nun  in  den  Ausdrücken  (1)  rechter  Hand 


(1*) 


so  kommen  jetzt  in  den  Differentialquotienten  auch  konstante  Glieder 
vor,  sodafs  die  Summe  der  ^  oder  17  innerhalb  einer  Periode  nicht 
mehr  notwendig  null  sein  wird,  was  den  Anschlufs  erebr  erleichtert 

Die  Differentialquotienten  sind  jetzt  erst  in  völliger  Allgemeinheit 
Fouriersche  Reihen;  sie  bleiben  es  zwar  auch,  wenn  man  Uq  konstant 
annimmt  und  alle  Eoefficienten  von  y  bis  auf  den  einen  Koefficienten 
ho.o  gleich  null  setzt;  allein  alsdann  ändern  sich  die  konstanten 
Glieder  der  Reihen  für  £  und  17  nicht  mehr  von  Meridian  zu  Meridian 
bezw.  von  Parallel  zu  Parallel,  wodurch  der  Anschlufs  wieder  sehr 
erschwert  wird.  Wir  behalten  demnach  die  allgemeinen  Ausdrücke  bei 
(Nur  o^.o  könnte  man  allenfalls  weglassen.) 

Diese  Ausdrücke  eignen  sich  aber  im  Vergleich  zu  Potenzreihen 
zur  Interpolation  gegebener  i  und  tj  (in  Strenge  oder  unter  Aus- 
gleichung) deshalb  sehr  gut,  weil  die  Eoefficienten  der  Unbekannten 
nicht  blos  stark  nach  der  Gröfse,  sondern  auch  im  Vorzeichen  variieren. 

§  26.  Zahlenbeispiel.  Wir  wenden  die  Zahlwerte  des  Beispiels 
von  §  23  S.  572  auf  die  Potenzreihe  an.  Die  Figur  46  zeigt,  dafs 
£  wenigstens  vom  4.  Grade  angenommen  werden  mufs.  Indem  wir 
noch  etwas  weiter  gehen  und  in  dem  Ausdruck  (1)  S.  574  ^L  gleich 
null  setzen,  sowie  die  Bedeutung  der  Eoefficienten  z.  T.  etwas  ab- 
ändern, erhalten  wir: 

N'  =  .V;  +  Ji,JB  +  I  ^i^B'  +  I  (l,^B'  +  1  ffl,z/If*| 

*  (1) 

Die  Differentiation  giebt,  wenn.  ^B  in  Gradmafs  verstanden  und  £ 
für  ^B  BS  null  (München)  auch  null  genommen  wird: 

i={9,JB  +  €,^B'  +  ffl, JB'  +  (E, JB'  +  4F, ^B' ]  ^"^   (2) 

In  Sek.       ^  '      <•'"* 

oder  in  sofort  ersichtlicher  Abkürzung: 

i  =  ii\^ii  +  öl;  Jh'  -f  o;  ^JB'  +  e;  jb^  +  i\  j  n\    (a) 

iu  Sek. 


§  26.    ZahlenbeispieL 
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Wir  erhalten  nun  nachstehende  Fehlergleichungen,  indem  wir  ulis  jedem 
I  eine  Verbesserung  X  beigefügt  denken  und  alsdann  £  nach  rechts 
schaffen: 


-s 

1. 

2. 

3. 

4. 

6. 

A- 

+  6,6" 

-3,64 

13,2496 

-  48,2285 

175,5519 

—  639,0089 

^- 

-  5,5 

2,72 

7,3984 

20,1236 

54,7363 

-  148,8828 

h  = 

-  13,2 

—  2,29 

5,2441 

12,0090 

27,5006 

62,9763 

A,= 

+  12,1 

0,61 

0,3721 

0,2269 

0,1384 

0,0844 

^5  = 

+  3,5 

0,30 

0,0900 

0,0270 

0,0081 

—   0,0024 

X,= 

-  4,8 

+  0,63 

0,3969 

+  0,2500 

0,1575 

+   0,0992 

h- 

+  1,8 

+  0,89 

0,7921 

+  0,7050 

0,6274 

+   0,5584 

h  = 

-  4,9 

+  1,32 

1,7424 

+  2,3000 

3,0360 

+   4,0075 

s 

umnien : 

29,2856 

77,3600 

261,7562 

-  846,2897 

Höhere  Potenzen  von  JB  zar  Bildung  der  Normalgleichnngeu 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

2325,9924 
404,9612 
144,2158 
0,0515 
0,0007 
0,0625 
0,4970 
5,2899 

8466,6125 

1101,4945 

-  330,2542 

0,0314 

0,0000 

+   0,0394 

+   0,4423 

+   6,9826 

30818,470 
2996,065 
756,282 
0,019 
0,000 
0,025 
0,394 
9,217 

-  112179,230 

-  8149,296 

-  1731,886 

0,012 

0,000 

+     0,016 

+     0,350 

+    12,166 

408332,396 

22166,087 

3966,019 

0,007 

0,000 

0,010 

0,312 

16,060 

2881,0710 

9890,9283 

34580,472 

—  122047,892 

434480,891 

Die  Normalgleichnngen  lauten  hiernach  wie  folgt: 


Ä". 

«', 

»', 

«'. 

f. 

1. 

29,2856 

77,3600 

261,7562 

846,2897 

2881,0710 

2. 

77,3600 

261,7562 

—   846,2897 

2881,0710 

—  9890,9283 

3. 

261,7562 

846,2897 

2881,0710 

9890,9283 

34580,472 

4. 

—  846,2807 

2881,0710 

9890,9283 

34580,472 

—  122047,892 

6. 

2881,0710 

-  9890,9283 

34580,472 

122047,892 

434480,891 

87* 
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12.  Kapitel    Mesrangen  anf  der  physischen  Erdoberfl&che. 


ZU  8  =  + 
zu  4  =■=  — 
zu  6    « 


TO  1  —  -        4,843 
zu2  =+      26,66565 

63,15049 

—    481,78488 

+  2587,45361. 

Eine  Überschlagsrechnung  ergab,  dafs  der  Eoef&cient  von  f^ 
sich  ebenso  wie  das  rechter  Hand  stehende  Absolui^lied  bei  der 
successiven  Elimination  von  It'j,  C^,  31'^,  und  (E'^  in  der  5.  Gleichong 
zuletzt  auf  einige  Einheiten  in  den  Zehnern  reduziert,  sodafs  es  sogar 
zweifelhaft  ist,  ob  die  angesetzten  Eoefficienten  auf  genügend  viele 
Decimalen  berechnet  sind,  um  die  Unbekannten  mit  der  erforderlichen 
Schärfe  zu  erhalten.  Aus  diesem  Grunde,  wodurch  sich  also  das 
Verfahren  als  ganz  unpraktisch  erweist,  wurde  die  Rechnung  nicht 
fortgesetzt 

Unter  Anwendung  der  geradlinigen  Interpolation  bezw.  der  Inter- 
polation mittelst  der  Parabel  vom  2.  Grade  (vergl.  die  Formeln  (4) 
und  (5)  S.  576)  erhielt  S.  61  a.  a.  0.  von  Orff  nachstehende  Werte 
von  JV',  wobei  iV^  f&r  München  (Nr.  6)  zu  null  angenommen  wurde: 


N' 

Geogr. 

1. 

2. 

Breite 

1 

-  0,80» 

+    8,41« 

44,50» 

2 

-  1,08 

+    7,91 

45,42 

3 

+  1,12 

+  10,09 

45,85 

4 

+  1,62 

+    1,66 

47,53 

5 

+  0,28 

+    0,27 

47,84 

6 

0,00 

0,00 

48,14 

7 

+  0,81 

+    0,91 

48,76 

8 

+  1,02 

+    1,03 

49,03 

9 

+  1,38 

+    0,96 

49,46 

§  27.  Fortsetzung  des  Zahlenbeispiels.  Die  Reihe  (1 .  1*)  S.  577 
und  578  giebt  bei  der  Differentiation  nach  x\ 


dir 

dx 


—  &!  sin  X  —  2^2  sin  2x  —  36^  sin  3a; 

+  tto  +  a^  cos  X  +  2a^  cos  2x  +  ^<H  <^os  3a;  + 


(1) 


Hierin  haben  die  Eoefficienten  a  und  h  konstante  Werte,  wenn  die 
Reihe  wie  im  vorliegenden  Falle  auf  ein  Meridianprofil  Anwendung 
findet. 


§  27.    Fortsetzimg  des  Zahlenbeispiels. 
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Die   graphische  Darstellung  zeigt  nun  sofort,    dafs  es  passend 
ist,  60  z/ J3  B=  x  zu  setzen.*)   Es  wird  somit  dx  «^  60  dJB  und  daher: 


i 


60  p" 


—  6j  sin  X  —  262  sin  2x  —  863  sin  3x  — 
+  «0  +  ^1  ^^^  ^  +  2^2  cos  2x  +  Sog  cos  3x 


in  Sek.         ^'» 

oder  abgekürzt: 

(  5i  sin  a;  +  5,  sin  2x  +  Ä,  sin  3a?  -| 

in  iT"  1+  To  +  ^1  cos  a;  +  T^  cos  2a;  +  T,  cos  3aJ  + 


■+...}« 


(3) 


Da  fflr  München  ^  «=  0  gesetzt  wurde  und  zugleich  a;  »s  0  ist,  hat 

man   noch   als   Bedingung,    um    hier   £   in   Strenge  gleich   null    zu 

behalten: 

0  =  T,  +  T,  +  T,  +  T,  +  ---,  (4) 

daher  endlich: 


in  Sek. 


5i  sin  a:  +  iSj  sin  2a:  +  S^  sin  3a;  +  •  •  • 
.  —  Ti  (1  —  cos  a;)  —  Tg  (1  —  cos  2a;)  —  T3  (1— cos  3a;)  — 


(5) 


Hiermit  ergeben  sich   unter  Beschränkung   auf  6  Eoefficienten 
nachstehende  Fehlergleichungen: 


X 


— 

218»  24' 

A,  _+    6,6  +  0,621  iSf, 

-  1,783  T, 

,  -  0,974  5, 

— 

163 

12 

X^  =        5,5      0,289 

1,957 

+  0,553 

— 

137 

24 

A3  =  -  13,2  —  0,677 

-  1,736 

+  0,996 

— 

36 

36 

A<  =  +  12,1  —  0,596 

—  0,197 

-  0,957 

— 

18 

0 

Aj-=+    3,5      0,309 

0,049 

0,588 

+ 

37 

48 

A,  =        4,8  +  0,613 

0,210 

+  0,969 

+ 

53 

24 

^8-=+    1,8  +  0,803 

-0,404 

+  0,957 

+ 

79 

12 

Ag«_    4,9  +  0,982 

-  0,813 

+  0,368») 

zui,  —  0,772  r,  +  0,905  A3 

-  0,574  T3 

zai,  -0,167      —0,771 

—  1,637 

zu  1,  —  0,916      —  0,790 

—  0,387 

zal«        0,711           0,941 

-  1,339 

zn  X,  —  0,191       —  0,809 

-  0,412 

zui,  —0,751       +0,918 

1,397 

zn  i,  —  1,289       +  0,339 

-  1,941 

zu 

• 

J,       1,928           0,844 

1,536. 

*)  Ein  etwas  kleinerer  Faktor  wäre  noch  passender  gewesen. 
**)  Sollte  genauer  gleich  0,871  sein. 
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Die  Koefficienten  der  Normalgleichungen  wurden  auf  4  Decimal- 
stellen  gebildet;  indessen  genügen  eigentlich  2,  sodafs  der  Bechen- 
schieber  hier  ausreichen  würde.    Diese  Gleichungen  sind: 


1. 

ö,öbiii;^ 

ij  —    U,4ö03  J 

i  -\-  ifVöWiSt  —  '4i,i  i  n)j 

'g-|-i:,idt)0^ 

>3 

if,t>HI4 

2. 

0,4853 

t 

+ 10,9321 

— 1,7466     +  5,6888 

+ 1,8481 

+ 

7,5092 

3. 

+ 1,0369 

1,7466 

+  5,4983         2,1308 

+  0,1849 



2,9844 

4. 

2,7170 

+   5,6888 

—  2,1308     +  7,9476 

+ 1,4782 

+ 

8,6142 

6. 

+  2,1366 

+    1,8481 

+  0,1849     +1,4782 

+  5,2475 

+ 

1,9976 

6. 

2,6194 

+   7,5092 

-  2,9844     +  8,6142 

zu  1 0,0226 

zu  2  =  —  23,6202 
zu  3  =  +  40,9866 

zu  4 9,3747 

zu  6  =  —    6,7633 
zu  6  =.  —    3,4178. 

+ 1,9976 

+. 

13,2001 

Sie  sind  geprüft  durch  direkte  Bildung  ihrer  Summengleichung,  welche 
auch  bei  der  successiven  Elimination  zu  steter  Eontrolle  mit  fort- 
geführt wurde  {Ausgleichungsrechnung  S.  104). 
Die  reduzierten  Normalgleichungen  lauten: 

3,3631Si-   0,4853 2\+  1,03695^-2,7170 J,+ 2, 1366 58—2,6 194 J3 

10,8621     — 1,5970     +  5,2967     +  2,1564     +  7,1312 

4,9438      -  0,5144     —  0,1568     -  1,1283 

3,1163     +2,1365     +2,9032 

1,9922     +  0,2198 


3,4917 


zu  1  =  —  0,0226 
lu  2  —  —  23,6235 
zu  8  =  +  37,5204 
zu  4  ■=  +  6,0305 
zu  ö  =  —  5,0035 
zu  6  =  +  15,5709, 

woraus  sich  nachstehende  Werte  der  Unbekannten  ergeben: 

5i—       2,1674    log  =  0,33594 
T^ 3,1793  0,50233» 


1. 
2. 
3. 
4. 

6. 

6. 


§  27.    Fortsetzung  des  Zahlenbeispiels. 
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Si  =  +  8,4951 

r,= 0,1601 

S3 3,0035 

7;  =  +  4.4504 


0,92917 
9,2044,   -  10 
0,47763, 
0,64927: 


Die  übrigbleibenden  Fehler,  d.  h.  die  Verbesserungen  der  gegebenen  | 
(abgesehen  von  |  für  München)  werden: 


A,  =  +  0,187 
A,  =  —  0,163 
A3  =  +  0,107 
A4  =  +  0,273 


A,  =  -  1 .385' 
A,  =  —  3,439 
=  +    3,487 


[AA]  =  27,190. 


^8 


A,, 1,067  ' 


Dagegen  ist  nach  den  bekannten  beiden  Kontrollformeln*)  im 
Mittel  [AA]  =  27,194.  Von  diesen  ist  namentlich  diejenige,  welche 
die  Glieder  der  reduzierten  Normalgleichungen  benutzt,  interessant; 
denn  sie  zeigt,  wie  sich  [AA]  durch  Mitnahme  je  einer  weiteren  un- 
bekannten verkleinert.     Man  hat: 


,.  .,  |->  ^,  _  0,0226j 23,62.35«    _ 

IX /.J  —  [6SJ         -3  3631  10,8621 

=  457,00  —  0,000  —  51,378  —  284,756) 
-  11,670  -  12,566  —  69,437 


=  27,193. 


in  Sek. 

oder 


Die  Formel  für  |  wird  jetzt,  da  nach  (4)  2^  =  —  1,1200  folgt: 

+  2,1674  sin  x  +  8,4951  sin  2x  —  3,0035  sin  Sx 
—  1,1200  —  3,1793  cos  x  —  0,1601  cos  2x  +  4,4594  cos  3x 


in  Sek. 


-"1,1200  +  3,8478  sin  (x  -  55"  43') ) 
+  8,4967  sin  (2x  —  1"  5') 
+  5,3705  sin  (3a;  +  123"  59'). 


Es  wird  ferner: 


y'  = 


oder 


(     60  —  2,1674  cos  X  —  4,2470  cos  '2x  +  1,0012  cos  3x 
[  —  1,1200a;-  3,1793  sin  x  —0,0801  8iu2a;  +  1,4865  sin3x 


m 


61)  9" 


N'  = 


'0 


1,1200  X  —  3,8478  cos  (x  —  55"  43') 

—  4,2483  cos  {'Jx  —  1"  5') 
-  1,7922  cos  Qix  +  123«  59') 


tn 


eöV 


*)  Ausgleichungsrcdinung  S.  106  u.  107  (6)  und  (9). 
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V 


wobei  X  im  2.  Glied  als  Arcus,  oder  gleich  x  in  Graden:  q^  zu  ver- 
stehen ist.    Femer  ist  p,« :  p"  für  46,5^  Breite  gleich  30,87 ;  also 


'm 


60  9 


0,5145. 


Berechnet  man  noch  zur  Kontrolle  nach  der  zweiten  der  eben 
für  I  gefundenen  Formeln  £  für  die  8  Beobachtungen,  so  folgt: 

Aj  =  +  0,193"  Ag  =  —  1,386" 

A, 0,163  A^  =  —  3,442 


A,  -  +  0,101 

Ag  =  +  3,493 

A,  =  +  0,271 

K 1,036, 

was  völlig  genügend  mit  den  oben  ermittelten  Werten  stimmt,  wenn 
man  beachtet,  dafs  die  Koefficienten  der  Fehlergleichungen  nur  mit 
3  Decimalen  angesetzt  sind.  (Aq  weicht  allerdings  infolge  eines 
gröberen  Versehens  in  einem  Koefficienten  um  0,03"  von  dem  Ergebnis 
der  anderen  Rechnung  ab,  doch  ist  auch  das  noch  ohne  Belang.) 

Man  findet  endlich  nach  den  Formeln  für  g  und  N'y  wenn  zu 
allen  K  noch  (5,42  —  h^  .  0,5145  addiert  wird,  um  N'  für  München 
gleich  null  zu  bekommen: 


* 

1          1 

i 

y 

44,5" 

-  3,64« 

-  218«  24' 

— 

6,41" 

+  5,3'» 

45 

-3,14 

-  188  24 

— 

5,59 

+  3,3 

45,5 

-2,64 

-  158  24 

+ 

7,55 

+  3,5 

46 

—  2,14 

-  128  24 

+ 

12,78 

+  6,7 

46,5 

—  1,64 

—  98  24 



1,00 

+  8,6 

47 

-1,14 

-  68  24 



15,32 

+  6,1 

47,5 

-0,64 

-  38  24 



12,43 

+  2,0 

48 

-0,14 

-   8  24 



1,89 

+  0,1 

48,5 

+  0,36 

+  21  36 

.+ 

1,61 

+  0,2 

49 

+  0,86 

+  51  36 

+ 

1,58 

+  0,6 

49,5 

+  1,36 

+  81  36 

+ 

4,00 

+  M 

50 

+  1,86 

+  111  36 

+ 

1,68 

Die  Ergebnisse  für  die  N'  weichen  innerhalb  45,5®  und  49®  von  den 
früher  auf  S.  573  auf  graphischem  Wege  erhaltenen  um  3  bis  5'"  ab. 
Wenn  man  aber  den  Verlauf  der  g  nach  vorstehender  Rechnung  in 
der  Zeichnung  Fig.  46  betrachtet,  woselbst  er  durch  Kurve  III  dar- 


g  28.    Historuche  Notizen  z.  Entwickl.  d.  Theorie  d.  Lotabweichuogen.     585 

gestellt  ist,  wird  man  sich  sagen  müssen^  dafs  dem  jetzigen  Resultat 
mindestens  nicht  mehr  Sicherheit  zukommt ^  als  dem  früher  auf 
graphischem  Wege  erhaltenen. 

Ein  strenger  Anschlufs  an  alle  9  Werte  |  würde  wenig  förder- 
lich sein,  weil  derselbe  die  Kurve  nur  wesentlich  in  der  Gegend 
der  Punkte  7,  8  und  9,  wo  jetzt  der  Anschlufs  noch  schlecht  ist^ 
beeinflussen  wird.*) 

§  28.  Historisclie  Notizen  zur  Entwicklung  der  Theorie 
der  Lotabweichungen.  Die  Beziehung  (10)  S.  537  zwischen  Lot- 
ubweichung  in  Länge  und  Azimut,  d.  h.  also  die  mehrerwähnte 
KontroUgleichung,  gab  bereits  Laplace  1799  in  der  Mecanique  Celeste 
t.  II,  l.  III  p.  117  und  zwar  nur  speziell  für  die  Endpunkte  eines 
Meridianbogens  an. 

Gaufs  benutzt  sie  1830  (vergl.  Gmfs'  Werke,  Bd.  4  S.  376) 
gelegentlich  einer  Anzeige  der  Operations  geodesiques  et  astronom,  pour 
la  mestire  Sun  arc  du  parallele  moyen,  executies  en  IHemont  et  en 
Savoie  etc.  en  1821—23,  um  die  Güte  der  Messungen  zu  kontrollieren. 
Bei  dieser  Operation  waren  die  geographischen  Längendifferenzen 
noch  durch  Pulversignale  ermittelt  worden;  die  Hontrollen  waren  also 
dabei  von  weit  geringerem  geodätischen  Wert,  wie  jetzt  seit  Ein- 
führung des  elektromagnetischen  Telegraphen. 

Ausführlich  stellt  Bessd  1837  in  seiner  mehrerwähnten  Ab- 
handlung Über  den  Einflufs  der  UnregelnväfsigkeUen  der  Figur  der  'Erde 
auf  geodätische  Arbeiten  und  ihre  Vergleichung  mit  den  as^onomischen 
Bestimmungen  (Astronom.  Nachr.  Bd.  14,  Nr.  329—331,  S.  269  oder 
Abhcmdlungen  Bd.  3,  S.  19  u.  ff.)  alles  Wesentliche  dar,  sodafs  seitdem 
über  die  Berechtigung,  ja  Notwendigkeit,  mit  der  Hypothese  des  Ro- 
tationsellipsoids zu  rechnen,  ebenso  wenig  ein  Zweifel  bleiben  konnte, 
wie  über  die  Rechnungsvorschriften,  um  Lotabweiishungen  u.  s.  f.  aus 
Messungen  zu  ermitteln. 

Ebenso  behandelt  das  Hauptwerk  der  englischen  Vermessung 
Ordnance  Swrvey,  Principal  TrümgulaHon  1858  das  Problem,  S.  609  o.  ff. 

Auch  General  von  Schubert  entwickelt  1860  in  den  Astronom. 
Nachr.  Bd.  52,  Nr.  1245  —  47,  S.  321  die  Formeln  für  den  Einflufs 
einer  Lotabweichung   auf  Azimut,    Breite   und  Länge.     Die  Zenith- 


*)  Wir  können  zum  Schluls  nicht  unerwähnt  lassen,  dals  wir  das  Aus- 
gleichungsverfahren  auf  die  Zahlwerte  des  §  23  S.  572  nar  des  Beispiels  halber 
angewandt  haben.  Strenggenommen  ist  es  im  vorliegenden  Falle  gans  und  gar 
nicht  am  Platze.  Die  Beobachtungen  {  sind  ja  auch  zu  einer  irgend  sicheren 
Bestimmung  viel  zu  lückenhafL 
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distanz  irdischer  Objekte  nimmt  er  90^^  sodafs  sie  hier  keinen  Einflufs 
hat.    Doch  giebt  er  die  Formel  für  Horizontalwinkel  an. 

Nach  Puis^nt,  Tratte  de  Geodesie,  t.  11  hat  iSbrigens  schon  vor  Laplace 
in  der  Mitte  des  18.  Jahrhundeits  Ciatraut  einen  Versuch  gemacht,  Ab- 
weichungen von  der  rotationsellipsoidischen  Gestalt  in  betracht  zu  ziehen. 

Neuere  Darstellungen  sind  von  Villarceau,  Sadebcck  {Astronom.  Nachr. 
1877  Bd.  90  S.  113  und  Bd.  91  S.  146J  und  Bremiker  (mitgeteilt  von 
V.  Morozomcz^  ebenda,  Bd.  90  S.  363).  Letztere  zwei  Autoren  beschäftigen 
sich  insbesondere  mit  dem  EinfluTd  auf  Horizontalwinkel. 

Villarceau  bespricht  zuerst  das  Theorem  von  Laplace,  sein  1.  Theorem, 
und  behandelt  sodann  verschiedene  Methoden  zur  Bestimmung  der  Er- 
hebung JVdes  Geoids  über  dem  Ellipsoid;  nämlich  erstens  diejenige  durch 
Zenithdistanzen  in  Verbindung  mit  geometrischen  Nivellements  (vergl. 
S.  621)  und  zweitens  diejenige  durch  Interpolation  der  Lotabweichungeu, 
f3r  welchen  letzteren  Fall  er  verschiedene  Interpolationsformeln  angiebt. 
Wenn  er  aber  dabei,  um  zu  einem  Ausdruck  für  j^  zu  gelangen,  darauf 
fufst,  dafs  N  eine  [ancUytische}  Funktion  von  JB  und  dL  ist,  dafs  man 
also  unzweifelhaft 

setzen    könne,    weil    beide    Differentialquotienten    nur    denselben   Wert 
^  -,^  -^   vorstellei?,  so  ist  dieses  (wie  früher  bemerkt)  nicht  ganz  korrekt 

O  Jrd  M 

und  nur  eben  für  eine  Interpolationsformel  zulässig  (vergl  S.  674). 

Sein  2.  Theorem  giebt  den  Einflufs  der  Lotabweichung  auf  die  Zenith- 
distanz,  sein  3.  die  letztgenannte  Differentialgleichung.  Vergl.  VerlMtid- 
lunffen  der  permanenten  Kommission  der  europäischen  Gradmessung  von 
1876  (publ.  1876)  S.  111  u.  ff.,  woselbst  eine  Zusammenstellung  seiner 
Arbeiten,  das  1.  Theorem  ausgenommen,  sich  findet;  oder  Journal  de 
Mathem.  pures  et  appl,  (2.  Ser.,  t.  12.  1867);  Comptes  rendus  1868  Bd.  67 
S.  1276  sowie  1871  Bd.  73  S.  808  (periodische  Reihen  nach  Bertraml) 
und  1873  Bd.  76  S.  861  (Potenzreihen). 

Besscl  giebt  (vergl.  Abhandlungen  Bd.  3  S.  39)  in  seiner  obenerwähnten 
Abhandlung  auch  Formeln  zur  Bestimmung  der  speziellen  Krümmungs- 
verhältnisse in  einem  Punkte,  womit  die  Bestimmung  eines  osculierenden 
Ellipsoids  eng  zusammenhängt.  Ebenso  bebandelt  Laplace  1799  in  der  M^c. 
c^l.  t.  II  1.  III  p.  124  die  Aufgabe,  aus  Breiten-  und  Azimutmessungen  ein 
an  einer 'Stelle  osculierendes  Rotationsellipsoid  zu  ermitteln.  (Vergl.  auch 
Ordnance  Survey,  Principal  Triangulation  S.  622  u.  ff.  und  Gaufs  im  Brief- 
wechsel zujischen  Gaufs  und  Schumacher  Bd.  2.  S.  197.) 

Da  diese  Fragen  indes  keinerlei  praktischen  Wert  haben,  so  sind  sie 
hier  nicht  behandelt 


§  1.    Vorbemerkungen.  587 

13.  Kapitel. 
Bestimmung  des  Erdellipsoids  ans  firadmessungen. 

§  1.  Vorbemerkungen.  Obwohl  die  allgemeinen  Formeln  zur 
Bestimmung  des  Rotationsellipsoids,  welches  sich  vielen  über  die 
Erdoberfläche  verteilten  astronomisch -geodätischen  Messungen  am 
besten  anschliefst,  im  wesentlichen  schon  §  20  S.  562  gegeben  sind, 
ist  es  doch  erforderlich,  die  Bestimmung  dieses  Erdellipsoids  noch 
besonders  zu  behandeln,  um  die  für  gewöhnlich  üblichen  Methoden 
nicht  unerwähnt  zu  lassen  und  die  Bedeutung  der  Ergebnisse  zu  be- 
leuchten. 

Die  Messungen  denken  wir  uns  wieder  in  der  für  Landes- 
vermessungen angegebenen  Weise  nach  S.  485  u.  tf.  reduziert,  wobei 
irgend  welche  vorläufigen  Elemente  der  Meridianellipse  benutzt  wer- 
den und  alle  Grundlinien  auf  das  Meeresniveau  zu  beziehen  sind. 
Wie  schon  früher  hervorgehoben  ist,  werden  die  rein  geodätischen 
Resultate  von  den  Abweichungen  des  Lotes  und  der  gewählten  Ele- 
mente der  Meridianellipse  gegen  das  gesuchte  Erdellipsoid  weit 
weniger  afficiert,  als  die  astronomischen  Resultate.  Wir  werden  uns 
daher  in  1.  Annäherung  immer  begnügen  können,  die  rein  geodäti- 
schen Resultate  bis  auf  einen  von  der  Höhenlage  des  Geoids  zum 
Erdellipsoid  abhängenden  Reduktionsfaktor  der  linearen  Längen  als 
richtig  anzunehmen. 

§  2.  Zwei  Breitengradmessungen.  Bereits  S.  12  ist  erwähnt, 
dafs  bei  den  ältesten  Messungen  zur  Ermittlung  der  Grofse  und  Ge- 
stalt der  Erde  die  Meridianbögen  direkt  als  horizontale  Strecken  ab- 
gemessen wurden.  Wir  denken  uns  in  dieser  Weise  direkt  oder 
durch  Triangulation  indirekt  zwei  Meridianbögen  in  (absolut  ge- 
nommen) möglichst  verschiedenen  geographischen  Breiten  ermittelt 
und  nehmen  an,  dafs  ihre  Amplituden  in  geographischer  Breite  etwa 
1  bis  2^  nicht  wesentlich  überschreiten. 

Nach  S.  52  kann  man  aber  einen  Meridianbogen  von  geringer 
Ausdehnung  in  Bezug  auf  seine  Länge  mit  grofser  Genauigkeit  als 
einen  Kreisbogen  betrachten,  dem  der  zur  mittleren  Breite  gehörende 
Krümmungsradius  im  Meridian  als  Radius  und  die  Differenz  der  geo- 
graphischen Breiten  der  Endpunkte  als  Zentriwinkel  entsprechen. 

Sind  nun  ftir  eine  Gradmessung  B^  und  B^  die  geographischen 
Breiten  der  Endpunkte  und  bezeichnet  q^  den  Krümmungsradius  im 

Meridian  für  die  Breite  B  =  y  (B^  +  jB^) ,  so  wird 
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*"• "  ^"  :jb  "^ — '  (^) 

worin  M  die  Länge  des  Meridiaubogens  bezeichnet  und  dB  gleich 
dem  absoluten  Werte  der  Differenz  B^  —  B^  in  Sekunden  ist. 

Ans  2  Werten  q^  und  q^  ^r  die  mittleren  Breiten  B  und  B' 
bestimmt  sich  e*  wie  folgt    Es  ist 


Hieraus  folgt  durch  Division  und  Potenzierung: 


1  — e«sin«B 


l-e«sin«^         ..^ 


(^)^ 


Reduziert  man  dies  auf  e*  bezw.  1  —  e*,  so  ist  endlich: 

Ji  g—  1  ,_.     1        ^        /5o\«_  cos'g  — gcos'B'^ 

^"'gsin»B'-sin«B     ™^      ^        ^  ""  Vv    ~  gsin^JT  -  sin«  J 


i^(a' 


(3) 


Kennt  man  erst  e*^  so  folgt  o^  aus  den  Gleichungen  (2)  fär  ^^ 
und  pin  ohne  Schwierigkeit. 

Wenn  man  bedenkt,  dafs  q^  und  Qm  verhaltnismäfsig  wenig  von 
einander  abweichen,  so  kann  man  unter  Vernachlässigung  der  2.  Po- 
tenz von  {fim  —  (fm)  Näherungsformeln  für  f?  oder  die  Abplattung  a 
ableiten,  welche  Formeln  indessen  kaum  einfacher  sind  als  obige 
Formel,  trotzdem  aber  früher  im  Gebrauch  waren.  Sei  9m>  9m}  so 
s^en  wir  successive: 


m        '  ^m 


2  ^^    2  ^m        ^in 


2  "  -»»n         "f«  I 


(4) 


Im  2.  Glied  des  Nenners  darf  man  für  q^  auch  }/pm  Qm    setzen, 

da  dies  im  Resultat  nur  einen  Fehler  der  Ordnung  y-^ ^  j    giebt, 

der  um  so  geringfQgiger  ist,  als  noch  der  Faktor  sin'  B  hinzutritt  (ins- 
besondere weil  B  absolut  genommen  die  kleinere  geographische  Breite  ist). 

Multipliziert   man   aufserdem  Zähler  und  Nenner  mit  3600 :  if\ 
sodafs   ifn   und    ^m   in   die  Gradlängen   &   und   G   übergehen,   und 
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beachtet  die  Beziehung  von  e^zu  H,  sowie  die  Relation  sin'  IB  —  sin'  J? 
■=  sin  (JS  +  JB)  sin  (B'  —  JB) ,  dann  wird  erhalten: 


\_       iG'^G):VG^        ^ .  (5) 

*"  8    Bin  (JS' +  J?)  «n  (JB' -  B) 

Setzt  man  entsprechend  der  peruanischen  und  der  revidierten 
älteren  französischen  Gradmessung*) 

G'  _  57012*  für  B'  -=  45<^ 

G  —56734    „    B  —  —  PSl', 
so  folgt 

log  ^  =  0,0021229        log  q  =  0,0014153 

q  —  1,0032642      g  —  1  —  0,0032642 
q  sin'JB'  =  0,5016321       sin»  B  —  0,0007005. 

Die   Formel   (3)   für  ^  giebt  somit  ^  —  0,0065163;   hieraus   folgt 
streng: 

a  _  0,0032635  =  1 :  306,4. 

Dagegen  giebt  die  Formel  (5)  ffir  H  näherungsweise 

a  —  1 :  306,7  . 

Nach  TodhmUer,  Figwre  of  (he  Earth  Bd.  1  S.  70  IMe  MauperMs  die 
Aa%abe,  die  Azen  des  Erdellipsoids  ans  2  BreitengradmeBsmigen  sa  finden, 
in  einer  Abhandlung  betitelt  Sur  la  Figure  de  la  Terre  in  den  Memoiren 
der  firansOiiachen  Akademie  der  WiBsenschaften.  von  1788  (pnbL  1785). 

ManperMi  seUt  a  —  ^  (G^  —  6^)  :  (G^  sin*  JB'  —  G  nn'JB),    w&hrend 

E,  Sdmidt  1829  in  seinem  Lehrbuch  der  mathemaU$ehen  Geographie  Bd.  1 

s 
S.  178  Formel  (6)  entwickelt,   mit  dem  Untersohied,  dab   die  yG'*G 

dnroh  G  ersetst  ist  Nach  GMers  phyeikaUechem  WärUrfnuh  Art  Erde 
S.  861  gaben  Euler  und  Bauimovsky  die  oben  Maupertmi  sogesohriebene 
FormeL 

Die  Formel  (5)  zeigt^  dafs  bei  denselben  Werten  Yon  B  und  B^ 
die  Schärfe  der  Bestimmung  von  ü  besonders  von  den  Fehlem  in 
G'  —  O  abhangt 

Vereinfachen  und  modificieren  wir  diese  Formel  fbr  den  Zweck 
weiterer  Untersuchung  nach  dieser  Hinsicht  in 


*)  Nach  B.  Wulff,  Handbuch  der  Math,,  Physik,  Geodäsie  und  Astronomie 
Bd.  2  S.  ISO  und  E.  Mayer,  GestaU  und  Gröfse  der  Erde  S.  37.  Nimmt  man 
mit  Z(uih  (vergl.  Mayer  a.  a.  0.  S.  36)  G  »  66732,  po  folgt  entsprechend  der 
üblichen  von  uns  S.  18  reproduzierten  Angabe  a  »  1  :  304. 


^ 
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Ä  =  (-^  -  l)  :  Ssin  {ß  +  B)  sin  {B' —  E) -{ ,  (6) 

so  sehen  wir,  dafs  der  Zähler  rechter  Hand  für  B  =  90^  und  B  =  QP 
bei  H  =  y^T^  den  Wert  y^^,  seinen  Maximalwert,  annimmt.    In  der 
Regel  ist  aber  dieser  Zähler  weit  kleiner  und  nun  ist  leicht  zu  er 
kennen,   wie  sehr  die  Abweichungen   des    Geoids   vom   Erdellipsoid 
die  Berechnung  von  d  beeinflussen. 

Für  obiges  Beispiel  ist  -w-  —  1  =  ^^xr  •     Wenn  nun  für  G  das 

Geoid  1000"*  über  dem  Ellipsoid  liegt,  so  ist  G  um  -^-^  seines  Be- 
trs^es  zu  verklefnern.  Der  Zähler  in  (6)  wächst  also  um  ^Vttf  ö^®^ 
-^  seines  Betrages,  d.  h.  es  wird  a  =  ^^. 

Noch  beträchtlicher  ist  der  Einflufs  der  Fehler  in  den  geographi- 
schen Breiten.  Ist  die  Amplitude  für  G  um  nur  5"  durch  Lot- 
abweichungen oder  Beobachtungsfehler  irritiert,  so  giebt  das  t^u  oder 
yf^^  Fehler  in  G  und  also  ^  Fehler  in  ü  in  Bruchteilen  seines  Be- 
trags. Hierdurch  geht  a  in  rund  ^^  oder  ^^  (je  nach  dem  Vor- 
zeichen des  Fehlers)  über. 

Dieses  Beispiel  beweist  zur  genüge,  dafs  aus  2  wenig  ausgedehn- 
ten Breitengradmessungen  selbst  ein  nur  leidlich  brauchbarer  Wert 
von  H  nicht  zu  erzielen  ist,  da  Beeinflussungen  der  Lotrichtung  schon 
durch  Lokalanziehung  recht  wohl  im  E|<etrag  mehrerer  Sekunden  vor- 
kommen können. 

§  3.  Reduktion  auf  den  Abstand  der  Parallelen.  Die  End- 
punkte eines  zur  Bestimmung  von  q^  durch  Triangulation  gemesse- 
nen Bpgens  liegen  im  allgemeinen  nicht  genau  auf  demselben  Meridian. 
Um  die  Krümmung  im  Meridian  kennen  zu  lernen,  mufs  daher  vor- 
erst aus  der  Entfernung  dieser  Punkte  der  Meridianbogen  abgeleitet 
werden,  welcher  ihren  geographischen  Breiten  entspricht  und  der  Ab- 
stand der  Parallelen  genannt  wird. 

Die  Reduktionsformel  fällt  verschieden  aus,  je  nachdem  man 
anfser  der  geodätischen  Linie  zwischen  den  Punkten  P^  und  P^  als 
gegeben  voraussetzt  das  Azimut  in  P^  oder  in  P2,  oder  den  geo- 
graphischen Längenunterschied.  Mit  Rücksicht  darauf  aber,  dafs  die 
Dimensionen  des  Rotationsellipsoids  als  zu  bestimmende  Gröfsen  bei 
der  Reduktion  möglichst  wenig  Einflufs  erhalten  müssen,  ist  es  vor- 
teilhaft, mit  Bessel  anzunehmen,  dafs  beide  Azimute  gegeben  und  zwar 
direkt  aus  astronomischen  Beobachtungen  abgeleitet  sind. 

Die  Formel,  welche  hierbei  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  ist 
(16)  auf  S.  308,  wobei  s  die  gegebene  geodätische  Linie,  dagegen  M 
den  Abstand  der  Parallelen  bezeichnet.  Der  Einflufs  von  c*  beträgt 
nun  in  Bruchteilen  von  M  in  der  That  nur 
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—  e*  —ä  sin*«  cos  2B : 

12       ao*  ' 

er  ist  also  für  alle  praktischen  Fälle  beinahe  verschwindend  und  wir 
können  daher  im  Folgenden  wenigstens  den  Einflufs  eines  Fehles 
in  e^  auf  die  Reduktion  vernachlässigen.  Ebenso  gestaltet  sich  das 
Verhalten  der  Formel  in  Bezug  auf  einen  kleinen  Fehler  in  .a^  günstig. 

Weit  ungünstiger  ist  dagegen  eine  Formel,  welche  nur  eines  der 
Azimute^  etwa  ai.s,  als  gegeben  ansieht 

Die  ersten  Glieder  einer  solchen  Formel  lauten  nämlich: 


M 


=  —  s{cosai,i  +Y^  tan jBjsin^ «1.2(1  —  ye*sin*Bj^  H j  (1) 


und  man  sieht,  dafs  der  Eiuflufs  von  a^  und  e^  hier  besonders  des- 
halb ein  gröfserer  ist,  weil  s  nur  in  der  1.  Potenz  als  Faktor  von 
6*  auftritt. 

Aufserdem  ist  offenbar  die  (vervollständigte)  Formel  (1)  zur  nume- 
rischen Rechnung  mit  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Reduktionsglieder 
auch  weit  unbequemer  als  die  oben  genannte  Formel  (16)  S.  308. 

Was  die  Genauigkeit  dieser  letzteren  Formel  bezüglich  der  in 
der  Parenthese  vernachlässigten  Glieder  (von  der  6.  Ordnung  in  Bezug 

auf  e  und  — )  anbetrifft,  so  läfst  sich  ohne  weiteres  soviel  erkennen, 

dafs  erst  bei  sia^'^^  0^1  höchstens  die  8.  Decimalstelle  von  logJlf 
eine  geringfügige  Unsicherheit  erhalten  wird,  eine  Genauigkeit,  die 
immer  ausreicht 

Die  Reduktion  auf  den  Meridianbogen  kann  auch  dadurch  ge- 
schehen, dafs  man  ein  Perpendikel  von  dem  einen  Endpunkt  auf  den 
Meridian  des  anderen  fallt  und  die  geographische  Breite  des  FuCb- 
punkts,  sowie  die  Länge  des  Meridianbogens  bis  zu  demselben  er- 
mittelt Diesen  Weg  schlug  Deiambre  in  den  mehrfach  erwähnten 
Mähodes  analytigues  pour  la  DStermincUion  cFtm  Are  du  Meridkn 
ein  (1799). 

Verschiedene  andere  Formeln  giebt  das  Werk  Ordnanoe  Survejf, 
Principal  TriangtUaHon  S.  248  u.  ff. 

§  4  Mehrere  Breitengradmessungen.  Die  neueren  Breiten- 
gradmessungen bestimmen  die  geographischen  Breiten  nicht  nur  f&r 
die  äufsersten  Punkte  meridionaler  Dreiecksketten,  sondern  auch  für 
Punkte  mittlerer  Lage.  Es  zerföllt  somit  schon  jede  einzelne  Opera- 
tion in  mehrere  Breiten gradraessungen.  Da  nun  die  Gesamtzahl  aller 
Messungen  2  weit  übersteigt,  so  erfordert  die  Berechnung  der  Werte 
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f&r  die  Elemente  der  Meridianellipse  aus  allen 'diesen  Messungen  eine 
Ausgleichung. 

Bezeichnen  wir  die  astronomischen  Punkte  einer  einzelnen  Dreiecks- 
kette Yon  Süden  nach  Norden  geordnet,  mit  P^P^. . .  Pfn  und  denken 
uns  mit  Bessdj  indem  auf  allen  diesen  Stationen  auch  das  Azimut 
als  gemessen  vorausgesetzt  wird,  fOr  je  2  benachbarte  Stationen  den 
Abstand  M  der  Parallelen  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Formel  (16)  von  S.  308  berechnet,  so  kann  man  durch 
successive  Addition  die  Meridianbögen  zwischen  den  Parallelen  von 
Pq  und  P|,  P^y  '  •'  Pm  bilden.    Wir  bezeichnen  dieselben  mit  Jfo.i; 

Aus  den  M  lassen  sich  aber  nach  den  Formeln  des  §  10  S.  53  u.  ff. 
die  Differenzen  der  geographischen  Breiten  berechnen,  wenn  die  Ele- 
mente der  Meridianellipse  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Es  ist 
s.  B.  die  Formel  zur  Berechnung  der  Breitendifferenz  von  P^  und  P,- 
aus  Mo.ii 

Bi  —  JBo  "■  ^^fi,i  +  3^''w  cos  2cfo.t  sin  /l6Q,i 

in  Sdt  in  S«k. 

+  -g-^"n'cos4tfo.<8in  2J0Q,i  +  •  •  • , 

2^0.*  ■=  2<yQ  +  d6o,i 
2(^0  —  2jBo  —  3*"n  sin  2JBo  H 

inS«k.        in  Sek. 


worin 


sowie 


^öo,i  =  3600  -^ 

in  Sek.  ^ 


(1) 


ist  und  O  mit  Oq  durch  *die  Gleichung  zusammenhangt: 

Olieder  mit  n',  welche  selbst  f&r  Mo.i  «=  0,1  o^  kaum  0,001"  be- 
tragen, sind  hierbei  nicht  berücksichtigt,  da  Beobachtungsfehler  und 
Lotabweichungen  in  den  Gleichungen  weit  grofsere  Widersprüche  er- 
zeugen, nämlich  erfahrungsmäfsig  im  Mittel  2  bis  3  Sekunden. 

Ist  nun  G"  ein  Näherungswert  von  G  (der  mittleren  Länge  eines 
Grades)  und  n"  ein  solcher  für  n  (der  anstatt  e*  eingeführten  und 
nach  ihrei  Bedeutung  S.  37  charakterisierten  Hilfsgrofse),  so  wird 
man  definitiv  setzen  können: 

-^  =  ^(l+a;)     und     n  =  n"{l+y).  (2) 

Hierin  bedeuten  die  x  und  y  nur  noch  kleine  Brüche. 
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Die   Substitution   dieser  Werte   in   (1)   fUhrt   zu   nachstehender 
Formel: 


Bi  —  7?o  =  C^'  -  ^o)  +  ^oö.i  (1  +  3n"cos  20]')  x 

in  S«k.  in  Sek.        _  in  Sek. 


+ 


I oQ  n  cos2öo,iS\njdöQ,i-f'  .q  n  *cos4<yo.iSir 
\  +  9p"  n"*  sin  2Bq  sin  2<To.,  sin  ^d^'., 


sin  2^(yo. 


y  + 


(3) 


wobei  das  1.  Glied  rechter  Hand  die*  mit  den  Näherungswerten  be- 
rechnete Breitendifferenz  bezeichnet.     Es  ist  nämlich: 

B'/  —  ffo  =  ^<yo.t  +  Bp'Vcos  2öo,i  sin  ^öo.i 

in  Sek.  in  Sek. 


21 


+  -^  Q"n'^  COS  4öö.i  sin  2zlöö.i  + 

26Ö.i  =  2<Jo  +  ^6Ö.i        2fil  =  2<y'o  +  2^<yo.,- 
2(^0  =  2 J?o  —  3p" n"  sin  2  JB^  H 

in  Sek.      in  Sek. 


.// 


in  Sek. 


3600  ^?;- 


(4) 


In  Formel  (3)  sind  die  bei  der  Substitution  der  Ausdrücke  (2) 
entstehenden  in  xy  und  \^  multiplizierten  Glieder  weggelassen.  Die- 
selben betragen  für  x  =  0,0001  und  y  =  ^^j  höchstens  einige  Tausendstel- 
sekunden. (Übrigens  muß  man  bei  der  späteren  Behandlung  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  besprochenen  Glieder  weglassen; 
doch  ist  dies  eben  darum  ganz  unbedenklich,  weil  es  ziemlich  sicher 
ist,  dafs  z.  B.  die  von  Bessel  för  Uq  und  n  gefundenen  Werte  keiner 
Verbesserungen  bedürfen,  welche  die  angegebenen  Beträge  von  x  und  y 
erheblich  übersteigen). 

Für  Bq  und  Bi  hat  man  nun  selbstverständlich  in  den  Formeln 
(3)  und  (4)  die  Beobachtungswerte  einzuführen,  ebenso  für  Jfo.,-. 
Zeichnen  wir  die  Beobachtungswerte  aber  durch  einen  oberen  Index 
aus  und  nennen  die  von  der  Ausgleichung  für  B'^^  und  Bi  geforderten 
Verbesserungen  Aq  und  A,-,  für  Mo.i  aber  do.,-,  so  folgt  als  Fehler- 
glekJmng,  welche  der  Messung  des  Bogeus  Mo,i  entspricht: 


A,_Ao-3600-^  (1  +  3n"cos2ar)  +  •  •  •     =  {B/  ^  B',)  -  {Si~B) 

in  Sek.  ""  in  Sek.  in  Sek. 

-f-  ^00  ,(1+ 3n.  cos2<y/ 

in  Sek.  V  _^  9^/ 


,,.        /3(>"n"cos2tfo.,sin^<yo,  -f-  -  (>'V'*co84tfo.,sin2-^tfü. A 
\  +  9p"n"*  sin  2B^y  sin  26Ö,i  sin  ^öi'.rf  / 


Die  Beziehungen  (4)  bleiben  bestehen,  nur  wird  2ö'J  mit  B^  anstatt 
Bq  berechnet  Das  hieraus  sich  ergebende  Fehlerglied  ist,  ebenso  wie 
mehrere  andere  auch  ganz  unerhebliche,  weggelassen. 


(5; 


Helmert,  mathem.  o.  phytikal.  Tbeorieen  der  höh.  Geodflsie. 
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Bei  alleu  bisher  ausgeführten  Ausgleichungen  hat  man  nur  die 
A,  nicht  aber  die  d  berücksichtigt.  Die  Berechtigung  hierzu  würde 
sehr  zweifelhaft  sein,  wenn  die  l  nur  Beobachtungsfehlern  entsprächen; 
allein  nach  S.  535  (1)  ist  di^  Verbesserung  der  beobachteten  Breite  JBJ 
auf  die  ellipsoidische  JS/  gleich  Beobachtungsfehler  +  |,,  der  meri- 
dionalen  Komponente  der  Lotabweichung,  und  insofern  diese  wesentlich 
von  lokalen  Lotablenkungen  a))hängt,  kann  man  sich  bei  den  l  recht 
wohl  auf  mittlere  Beträge  von  mehreren  Sekunden   gefafst  machen. 

Wesentlich  kleiner  ist  nun  in  der  That  der  Einflufs  der  d.  Erst 
'^in  d  im  Betrag  von  30"'  würde  in  (5)  linker  Hand  rund  1"  erzeugen. 
Fehler  iu  31  können  aber  entstehen  durch  Beobachtungsfehler  der 
Winkel  und  der  Grundlinien,  sowie  durch  Reduktionsfehler  bei  der 
Berechnung  wegen  mangelnder  Kenntnis  des  Geoids  und  wegen 
mangelhafter  Kenntnis  von  a^  und  e^.  Der  Einflufs  aller  dieser 
Fehler  ist  schon  erörtert,  bis  auf  denjenigen  für  die  Lotabweichung 
bei  Reduktion  der  geodätischen  Linien  auf  den  Abstand  der  Parallelen. 
Nach  Formel  (16)  S.  308  kommt  besonders  die  Einwirkung  der  Lot- 
abweichung auf  a  in  betracht  und  man  erhält  mit  Rücksicht  auf 
deren  Betrag  (vergl.  S.  535)  für  den  Meridianbogen  Mik  zwischen  2  be- 
nachbarten Punkten  den  Einflufs  im  wesentlichen  gleich 

tJq  tan  Bq  +  T]^  tan  B^ 
—  Mik  tan  a ^, (6) 

Für  meridionale  Dreiecksketten  wird  dieses  stets  geringfügig. 

Der  Einflufs  aller  Fehlerursachen  überhaupt  bleibt  unter  1", 
solange  man  nicht  über  1000*^  lange  Meridianbögen  in  Rechnung  zieht. 
Am  meisten  zu  fürchten  scheint  uns  stets  die  Yernachlässigung  der 
Iteduktion  wegen  der  Höhe  N  des  Geoids  über  dem  Ellipsoid.  Sie 
giebt  z.  B.  unter  Annahme  von  iV=  200"*  bei  Jf  =  1000*^  bereits  1". 

Trotzdem  kann  man  im  Mittel  jedenfalls  annehmen,  dafs  die  Lot- 
ablenkungen durch  die  A  einen  weit  gröfseren  Einflufs  äufsern,  als 
alle  in  den  ö  vereinigten  Beobachtungs-  und  Reduktionsfehler. 

Vernachlässigt  man  nun  in  den  Fehlergleichungen  (5)  die  Glieder 
mit  den  d,  so  hat  das  die  Bedeutung,  dafs  man  die  M  als  genau 
richtig  gemessene  elliptische  Meridianbögen  ansieht,  alle  Fehler  aber 
auf  die  Breiten  wirft.  Den  k  liegt  von  da  an  also  eine  Ursache 
mehr  zu  gründe,  welche  ofl*enbar  in  der  einzelnen  Gradmessungs- 
operation  einen  systematischen  Charakter  hat.  Bei  dem  immerhin  noch 
geringen  numerischen  Betrage  ist  dieses  aber  um  so  unbedenklicher, 
als  die  A,  insofern  sie  von  Lotablenkungen  herrühren,  ja  ohnedies 
auch  systematisch  verlaufende  Bestandteile  besitzen,  die  erfahriin<^s- 
niiirsig  jene   IJetnige  weit  überschreiten. 
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§  5.  Fortsetzung:  Ausgleichung.  Die  Fehlergleichung  (5) 
nimmt  bei  Vernachlässigung  von  d  die  nachfolgende  Form  an: 

A,  -  Ao  =  { {ir: -  B-j)  -  (J5;.  -K)}+  «.^  +  ^y,       (i) 

wofür  die  Bedeutung  der  Koefficienten  a,  und  6,  durch  Vergleichung 
mit  (5)  sofort  erhellt. 

Die  geschlungene  Parenthese  hat  die  Bedeutung:  Berechnete  Breiten- 
jdifferenz  —  beobachtete  Breitendifferenz^  kurz  Eechn.  —  Beob. 

In  derselben  Weise  nun,  wie  der  Bogen  Mo,i  zur  Herstellung 
der  Fehlergleichung  (1)  dient,  sind  die  übrigen  Bogen  zu  verwerten. 
Zwischen  m  +  1  Parallelen  giebt  es  m  von  einander  unabhängige 
Bogen.  Man  wird  dieselben  am  besten,  wie  bisher  vorausgesetzt, 
systematisch  von  einem  Anfangspunkt  aus  rechnen  oder  auch  auf 
einander  folgend  nehmen.  Das  Resultat  der  Ausgleichung  ist  natürlich 
hiervon  ganz  unabhängig,  ebenso  von  der  Wahl  des  Ausgangspunktes. 
(Wenn  etwas  zweifelhaft  ist,  so  ist  dies  nur  die  oben  in  §  4  gegebene 
Motivierung  der  Zulässigkeit  der  Abkürzung  der  Fehlergleichungen 
durch  Vernachlässigung  der  d.) 

Wir  behalten  hier  als  Ausgangspunkt  für  alle  Bögen  M  den 
südlichsten  Punkt  Pq  bei  und  erhalten  dann  für  die  einzelne  Breiten- 
gradmessungsoperation mit  m  astronomischen  Punkten  ein  Fehler- 
gleichungssystem der  Form 


A^  —  Ao  =  —  Zi  +  a^x  +  b,y 
^2  "  h  ^  —  h  +  «2^  +  Ky 


(2) 


Die  l  dienen  als  Abkürzung  für  die  Differenzen  Beob.  —  Bechn,  Jede 
Gradmessung  giebt  ein  solches  System  mit  denselben  Unbekannten 
X  und  y,  während  die  X  selbstverständlich  immer  andere  Werte  haben, 
weil  nach  unserer  Voraussetzung  Gradmessungsoperationen,  die  im 
Zusammenhange  stehen,  hier  als  eine  einzige  aufgefafst  werden. 

Für  die  Ausgleichung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
ist  die  Quadratsumme  [AA]  für  alle  verschiedenen  Systeme  (2)  zu- 
sammengenommen zu  einem  Minimum  zu  machen,  ohne  dafs  dabei 
verschiedene  Gewichte  einzuführen  sind,  was  mit  Rücksicht  auf  die 
wesentlichste  Ursache  der  A,  nämlich  die  Lotabweichung,  unmittel- 
bar einleuchtet. 

Die  weitere  Rechnung  kann  nach  S.  143  u.  unserer  Ausgleichungs- 
rcchnung  geschehen.  Darnach  wird  man  am  bequemsten  an  Stelle 
von  (2)  das  nachfolgende  modificierte  Fehlergleichungssystem  setzen: 
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A,  =  —  Z;  +  w  +  a\x  +  h\y 


(3) 


Am  =  —  C  +  W  +  OmX  +  &my, 

worin y  wenn  . 'e  eckige  Klammer  ein  Summenzeichen  bedeutet, 

''0  m  +  1  "o  m  +  1  ^'ö  m+1  ^*>' 

gesetzt  ist,  und  für  irgend  einen  Index  i  die  Beziehungen  bestehen: 

a<  =  a<  +  a  0  (  (5) 

Die  sämtlichen  Systeme  (3)  werden  nun  in  gewohnlicher  Weise 
zur  Bildung  von  Normalgleichungen  benutzt.  Jedes  System  giebt 
eine  Gleichung  für  die  ihm  eigentümliche  Eonstante  u/  die  sich 
jeäoch  auf  null  reduziert,  da  die  betreffende  Normalgleichung  lautet 

und  [a],  \h"\f  [f]  für  jedes  System  einzeln  null  sind,  wie  (4)  und  (5) 
zeigen. 

Aus  den  Systemen  (3)  folgen  daher  die  Normalgleichungen  für 
X  und  y  nach  dem  Schema: 

[dci]  X  +  [o'&']  y  -=  [oT] 

[a'h'}x+\b'V]y  =  [b'r], 


(6) 


worin  die  Summierung  über  alle  Systeme  (3)  auszudehnen  ist.  Zu 
X  und  y  ergeben  sich  G  und  n  mittelst  der  Relationen  (2)  S.  592 
und  hierauf  a^  aus  der  letzten  Gleichung  (1)  S.  592,  sowie  (?  oder 
H  aus  n  mittelst  der  S.  37  angegebenen  Beziehungen. 

Gewichtsberechnungen  für  x  und  y  lassen  sich  in  gewohnlicher 
Weise  auf  das  System  (6)  stützen,  mittelst  dessen  sich  auch  die  Ge- 
wichte der  aus  x  imd  y  abgeleiteten  Gröfsen  nach  gewöhnlichen 
Regeln  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ergeben  (AusgUichungs- 
rechnung  S.  81  u.  137). 

Mit  Hilfe  dieser  Gewichte  lassen  sich  ferner  mittlere  Fehler 
ableiten,  nachdem  der  mittlere  Fehler  einer  Gleichung  der  reduzierten 
Systeme  (3)  berechnet  ist,  wobei  die  Formel: 


V 


+1/Ä  m 
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zur  Anwendung  gelangt,  in  welcher  \m]  die  Summe  aller  m,  d.  h.  die 
Gesamtanzahl  aller  selbständigen  Bögen  bezeichnet,  aus  denen  die 
Unbekannten  x  und  y  zu  bestimmen  sind.  Allein  da  man  es  in  den 
X  nicht  mit  den  Wirkungen  zufälliger  Fehlerursachen  ausschliefslich 
zu  thun  hat,  so  ist  das  Ergebnis  von  (7),  wie  auch  bereits  das  der 
Gewichtsberechnung,  jedenfalls  von  zweifelhaftem  Wert  und  man 
mufs  sich  darauf  gefafst  machen,  dafs  die  Unsicherheit  der  Ergebnisse 
für  X  und  y  immer  weit  gröfser  sein  wird,  als  die  Rechnung  anzeigt. 
Es  mufs  zum  Schlüsse  auch  hervorgehoben  werden,  dafs  man  die 
durch  die  Ausgleichung  geforderten  A  nicht  mit  den  Lotabweichungen 
5  identificieren  darf.  Man  darf  sich  in  dieser  Beziehung  nicht  durch 
die  Ähnlichkeit  der  vorstehenden  Aufgabe  mit  der  des  §  20  S.  5()2 
täuschen  lassen.  Allerdings  gehen  für  Meridianbögen  die  I.Gleichungen 
(1)  daselbst,  indem  darin  die  a,-  =  1  und  b,-  =  null  werden,  in  die  Ge- 
stalt der  Gleichungen  (2)  über,  sodafs  A,  mit  §,•  identisch  scheint.  Aber 
es  ist  dort  nur  ein  System  von  Gleichungen  vorausgesetzt,  entsprechend 
ci}i€r  zusammenhängenden  Operation.  Jetzt  handelt  es  sich  indes  um 
die  Kombination  isolierter  Operationen.  Die  Ausgleichung  setzt  für 
jede  die  Summe 

W  =  0  (8) 

und  aufserdem  für  alle  Systeme  zusammen  noch  [ak]  =  0  =  [i'AJ, 
und  man  sieht  sogleich,  dafs  die  Lotabweichungen  die  Gleichung  (8) 
fllr  jede  Operation  einzeln  ganz  und  gar  nicht  erfüllen  werden. 

Die  A  sind  also  nicht  die  meridionalen  Lotabweichungskomponenten 
5,  ganz  abgesehen  von  den  oben  erwähnten  Einflüssen,  die  nebst  den 
Lotabweichungen  sich  in  den  A  äufsern.    (Vergl.  S.  G07.) 

Dem  Ausgleichungsverfahren  kann  man  einen  Vorwurf  hieraus 
nicht  machen,  denn  kein  Rechnungsverfahren  kann  den  mangelnden 
Zusammenhang  der  Operationen  ersetzen  (und  diesen  auch  voraus- 
gesetzt, ist  es  offenbar  noch  ein  weiter  Schritt  von  dem  nunmehr 
bestimmbaren  Referenzellipsoid  bis  zu  einem  dem  ganzen  Geoid  ent- 
sprechenden Erdellipsoid). 

Den  ersten  Versuch,  aus  mehreren  Gradntessungen  giinstigste  Werte  ilor 
Erddimensionen  abzuleiten,  scheint  BoscovicJi  gemacht  zu  haben.  Bo^coiich 
und  Maire^  zwei  Jesuiten,  mafsen  (nach  Todhuntir,  Figure  of  thc  Enrth 
Bd.  1  S.  332)  seit  1760  im  Kirchenstaate  und  beschrieben  1755  ihre  Ar- 
beiten in  dem  Werke:  De  Utteraria  cxpeditionc  per  Ponti/lcinm  (litioitcni; 
die  hiervon  1770  erschienene  französische  Übersetzung:  Voyagc  tistro- 
nomique  et  geographique  dans  VEtnt  de  VEglise  giebt  in  einem  Anbau;» 
auch  einen  Bericht  über  die  Ausgleichungsmethode  von  Boscovich^  wendet 
sie  aber  auf  9  Meridianbögen  an,  während  JioscoHch  nur  5  behandelt. 

Derselbe  setzt  die  Summen  der  positiven  und  negativen  X  einander 
gleich  und  macht  beide  möglichst  klein.    Die  geometrische  Entwicklung 
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ersetzt  Laplace  in  einer  Abhandlung  in  den  Memoiren  der  französischen 
Akademie  von  1789  (publ.  1793)  durch  eine  interessante  analytische.  Von 
den  drei  Ausgleichungs verfahren,  die  er  in  der  Mecanique  cileste  auf  das 
Problem  anwandte,  ist  diese  Methode  die  dritte  und  zwar  diejenige,  deren 
Resultaten  Laplace  damals  das  meiste  Zutrauen  schenkt  (tome  II,  livre  III 
p.  t36  etc.).  In  der  That  sind  auch  die  beiden  anderen  Methoden  weniger 
frei  von  Willkürlichkeiten. 

Die  erste  derselben  (ebenda  S.  126  u.  ff.)  wandte  Laplace  bereits  in  einer 
Abhandlung  in  den  genannten  Memoiren  von  1783  (publ.  1786)  auf  Breiten- 
gradmessungen  [und  Pendelbeobachtungen]  an,  spilter  nochmals,  aber  ver- 
einfacht, in  den  Memoiren  von  1789.  Es  wird  bei  dieser  Methode  der 
gröfste  Fehler  möglichst  klein  gemacht. 

Aus  7  Breitengradmessungen  findet  Laplace  in  der  Mec,  cel.  p.  139  nach 
der  2.  und  3.  Methode  als  Abplattung  ^fr  ^^^  tj+t-  Dieser  grofse  ünter- 
Bchied  der  Resultate  erklärt  sich  durch  die  grofsen  Abweichungen  der  ein- 
zelnen Messungen,  infolge  deren  aus  paarweisen  Kombinationen  derselben 
sehr  verschiedene  Dimensionen  resultieren  und  also  auch  aus  der  etwas  ver- 
schiedenen Kombination  von  7  Messungen  noch  erheblich  verschiedene 
Werte  entstehen  müssen. 

In  Gehlers  physikalischem  Wörterbuch,  Artikel  Erde  S.  872  findet  man 
die  Abplattung  nach  18  verschiedenen  paarweisen  Kombinationen  auf- 
geführt, mit  -T7:=-=^  Abplattung  im  Mittel  (1827). 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  wandte  wohl  zuerst  1819  Walbeck 
an  und  zwar  auf  6  Gradmessungen,  wobei  er  indes  allein  die  Polhöhen 
der  äufsersten  Punkte  berücksichtigte  und  auch  nur  die  1.  Potenz  der 
Abplattung  in  den  Formeln  beibehielt.  Auf  Veranlassung  von  Gaufs  zog 
Ed,  Schmidt  auch  die  mittleren  Polhöhen  in  mehreren  von  1827  bis  1830 
unternommenen  Rechnungen  \>ei. 

Schmidt  hat  seine  Methode  1829  im  1.  Bd.  seiner  Mathematisclien  Geo- 
graphie S.  190  u.  ff.  auseinandergesetzt.  Wesentlich  dieselbe  Methode  hat 
später  Bessel  angewandt,  Astronom.  Nachr.  vom  Jahre  1837  Bd.  14  No.  333 
S.  333  (Abhandlungen  Bd.  3  S.  41  u.  ff.).  Auch  unsere  Darstellung  gleicht 
wesentlich  dem  von  Schmidt  gegebenen  Vorbild.  Die  Unterschiede  be- 
btehen  nur  in  der  Ableitung  der  Fehlergleichungen  (2)  aus  den  Meridian- 
bögen, worin  wir  auch  Bessel  nicht  gefolgt  sind,  der  von  Formel  (4)  S.  49 
ausgeht.   Schmidt  nahm  die  Formel  einfEU^her  und  benutzte  ü  anstatt  n. 

Bessel  übte  eine  sehr  scharfe  Kritik  des  Beobachtungsmaterials  und 
deckte  namentlich  einen  Fehler  in  der  französischen  Gradmessung  auf. 
Wie  sich  neuerdings  hertiusgestellt  hat,  sind  indes  mehrere  der  von  ihm 
benutzten  Messungen  in  den  Meridianbögen  (wo  man  es  am  wenigsten 
hätte  erwarten  sollen)  mit  erheblichen  Fehlern  behaftet.  Der  dänische  Bogen 
Lauenburg-Lysabbel  ist  83'  zu  klein,  wie  Andraes  Revision  gezeigt  hat 
(Dänisdie  Gradmessung  Bd.  2  S.  489,  auch  Viertel  jähr sschr.  der  Astronom. 
Ges.  Bd.  12  S.  187)  und  der  hannoverische  Bogen,  welcher  auf  der  Braackcr 
Basis  beruht,  wird  um  circa  4'  zu  verlängern  sein  (nämlich  goirMi  ^^^^ 
Länge,  nicht  j^jl^nr  ^i®  infolge  Druckfehlers  am  letztgenannten  Orte  au- 
gegeben ist.)  Nach  Ph.  FiscJver,  Gestalt  dtr  Erde,  sind  in  der  3.  Ausgabe 
von  Puissant,  Traite  de  Geodesie,  an  einigen  Bögen  der  französischen 
Gradmessung  Änderungen  bis  zu  33,0'  angebracht  (im  Vergleiche  zu  Bcsscls 
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letzter  Annahme  von  1841?)  und  am  sfidlichen  Teile  der  ostindidchcn 
Gradmessung  siud  auch  erhebliche  Änderungen  zu  erwarten  (Vierteljahrsschr. 
der  Astronom.  Ges.  Bd.  8  S.  18). 

§  6.  Längengradmessiingen.  Für  die  astronomischen  Stationen 
einer  ostwestlichen  Dreieckskette  denken  wir  uns  aufser  den  geo- 
graphischen Längendiflferenzen  noch  geographische  Breite  und  Azimut 
ermittelt,  sodafs  für  zwei  benachbarte  Stationen  P,  und  Pk  zur  Auf- 
stellung einer  Gleichung  für  die  Elemente  der  Meridianellipse  unmittelbar 
Formel  (13)  S.311  dienen  kann.  Zufolge  Formel  (3)  S.  313  kann  man 
aber  in  jener  Formel  das  Produkt  aus  s  sin  a  in  die  geschlungene  Paren- 
these bezeichnen  mit  P,*,  dem  Parallelbogen  in  der  geographischen  Breite 

2?  =  Y  (P,  -f-  JBk\  welcher  zu  dem  geographischen  Längenunterachied 

Lik  gehört.    Sie  nimmt  alsdann  die  Gestalt  an: 


in  Sek.        "o 


W  =  yi-e'sm^B. 


(1) 


Pik  ist  mit  Näherungswerten  von  Oq  und  e^  zu  berechnen  und  (ebenso 
wie  M  nach  der  Redaktionsformel  (16)  S.  308)  in  nur  sehr  geringem 
Mafse  von  Fehlern  dieser  Werte  abhängig.  Im  Folgenden  sehen  wir 
daher  wie  früher  bei  den  M  von  diesen  geringen  Fehlem  ab. 

Der  Einflufs  der  Lotabweichungen  auf  P,;  ist  im  wesentlichen 
durch  den  Ausdruck 

Tj.  tan  Bf  -\-  r]j^  tan  Bj. 

Pik  cot  « ^ (2) 

gegeben  (vergl.  (6)  S.  594).  Für  ostwestliche  Ketten  ist  das  stets 
geringfügig. 

Was  die  Genauigkeit  der  Formel  (13)  S.  311  anbetrifft,  reduziert 
auf  P,i,  so  mag  bemerkt  werden,  dafs  die  in  der  geschlungenen 
Parenthese  vernachlässigten  Glieder  6.  Ordnung  erst  für  5  sec  P  =  0,1  rr,, 
die  8.  Decimale  des  Logarithmus  ein  wenig  beeinflussen  können. 

Als  Unbekannte    treten  nun   in  Gleichung  (1),   an  welche    das 

Weitere  anzuknüpfen  ist,  -     und  e^  auf;   um  indessen  dieselben  Un- 

bekannten  wie  bei  Breitengradmessungon  zu  haben,  was  aus  leicht 
ersichtlichen  Gründen  wünschenswert  ist,  führen  wir  wie  dort  G  und  n 
als  solche  ein.    Es  ist  aber 

—      1  und       6  —  jY-^r^jT« '  (p) 

4 
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Hiermit  ergiebt  sich  durch  eine  einfache  Rechnu^g: 


VT-e*siu*B       1  +  -4-  ^'  +  •  •  • 


Q'0(l  +  ny 


yi  +  n*  +  2nco8  2B 


1  —  n  (2  —  cos  2-B) 
^  j+  n«  (^  -  2  cos  2B  —  y  cos^2b)  +  Gl^\  ' 

Wenn  wir  dieses  in  (1)  einsetzen ,  haben -wir  zu  beachten^  dafs 
q"  =s  3600  Q^  ist     Es  wird  dann  erhalten: 


Lik  =  Pik 


1  —  n  (2  —  cos  2jB) 


in  Sek. 


+ »■  (?  - 


2  cos  2B  —  -:  c«8* 

Tu 


ik 


2B)-\-  Gl, 


Pit  =>  3600  -^  sec  B. 


(4) 


Wir   wenden   nun   wieder  die   Näherungswerte   G"  und  n"  an, 
indem  wir  setzen: 


G       G 


^iX  +  x)        n  =  n"  (1  +  y\ 


(5) 


Es  ergiebt  sich  hiermit  aus  (4)  die  Gleichung: 

Lik  =  L'ik  +  CLikX  +  hkV, 


(6) 


wobei  die  rechter  Hand  auftretenden  abkürzenden  Symbole  nach  den 
folgenden  Formeln  zu  berechnen  sind: 


ik = Pik 


1  —  n"  (2  —  cos  2B) 
+  n"»  ("  -  2  cos  25 


zr  COS 


2B)  +  (??e 


^a 


hr 


ff 


Pik 


Pik  —  3600  ^  sec  5         o,t  <=•  La 

-n"(2-cos2B) 
+  2n"*  (^  -  2  cos  2B  -  -^cos*2B)  H 


(7) 


Wir  fahren  endlich  noch  die  astronomisch  beobachteten  Werte  Zi* 
und  B'  =  -^  {B'i  +  Bk)  ein.  Dieselben  sind  wegen  Lotabweichung 
und  Beobachtungsfehlern  zu  verbessern.  Die  Verbesserungen  seien 
beziehungsweise  kl  —  AJ   und  —  (|,  +  ^k),   letzteres    der   Einfachheit 
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halber  ohne  besondere  Hervorhebung  der  Beobachtungsfehler.  Für 
Xi  ist  nach  S.  535  (1)  der  von  Lotabweichung  herrührende  Bestandteil 
—  rii  sec  B'i  und  entsprechend  für  Xi.  Bezeichnen  wir  endlich  noch 
die  Verbesserung  von  Put  mit  dik,  so  geht  (6)  über  in  die  der  Messung 
der  geographischen  LängendiSerenz  Lut  entsprechende  Fehlergleichung: 

^i  -  ^•-  -  (^^  tan  ^  +  -Ji)  L]\  +  •  •  - 1 

wobei  vorausgesetzt  ist^  dafs  in  (7)  für  f  der  oben  angegebene  Mittel- 
wert  der  astronomisch  beobachteten  Breiten  gesetzt  wird.  Es  ist 
femer  von  verschiedenen  unerheblichen  Fehlergliedern  abgesehen. 

Wenn  wir  nun  linker  Hand  nur  die  Differenz  k\  —  X\  beibehalten^ 
d.  h.  alle  Fehler  auf  die  geographischen  Längen  werfen,  so  ist  das 
insofern  eine  brauchbare  Annäherung,  als  wenigstens  für  mäfsig 
grofse  Lik  das  die  Parenthese  enthaltende  Glied  linker  Hand  im  Mittel 
kleiner  als  jene  Differenz  sein  wird.  (Hinsichtlich  da  vergl.  die  auch 
jetzt  passenden  Bemerkungen  S.  594.) 

Wenden  wir  jetzt  Formel  (8).  auf  die  Indices  0  bis  m  und  zwar 
immer  gemäfs  je  2  benachbarten  Punkten  an,  so  ergiebt  sich  das 
Gleichungssystem : 


Aj            Aq 

-Xi'.. 

Loa 

+  00.1 

•  X  +  60.1 

•  y 

Aj              A, 

— '  Li,2 

Li,i 

+  öl.  2 

•  a?  +  6i.. 

•  y 

A'   —  A' 

A3               A, 

•           •           .           • 

-Xi.s 

... 

+  02.3 

•     •     .     • 

•    X  +  bi,3 

•    •    •    • 

•  y 

■ 

Am  —  Am  — 1  ■=  Lm—l.m  —  Lm—l.m  "f"  öw— l.m^  +  &m— l.my«' 


(9) 


Indem  man  hierin  successive  addiert  die  1.  und  2.  Gleichung, 
dazu  die  3.,  dann  die  4.,  u.  s.  f.,  so  wird  ein  bequemeres  System 
erhalten,  welches  linker  Hand  dem  System  (2)  S.  595  gleicht  und 
symbolisch  auch  rechter  Hand  wie  jenes  geschrieben  werden  kann: 


^\ 

-K 

= 

h  +  <h 

«  +  6, 

y  1 

K 

—  k-{-<h 

a;  +  6j 

y 

V 

-K 

lm-\-  a„ 

,x  +  bn 

<y- 

(10) 


Hieran  schliefst  sich  dieselbe  Umformung  wie  S.  596  und  es  können 
die  Gleichungen  (3)  bis  (7)  hierher  übertragen  werden,  mit  der  Modi- 
fikation jedoch,  dafs  noch  auf  die  Gewichte  Rücksicht  zu  nehmen  ist. 
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W 


Geben  wir  den  Fehlergleichnngen  der  Breitengradmessungen 
8.  596  (3)  das  Gewicht  1,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  den  dominierenden 
Einflufs  der  Lotabweichungen  über  den  der  Messungsfehler  (abgesehen 
Yon  älteren  Längengradmessungen)  und  weil  in  X]  seitens  der  Lot- 
abweichungen der  Betrag  rji  sec  Bi  eingeht  ^  das  Gewicht  einer  der 
Fehlergleichungen  (3)  S.  596,  wenn  diese  sich  auf  eine  Längengrad- 
messung beziehen^  gleich  cos' J?,- zu  setzen  sein,  worin  £«•  die  geographische 
Breite  desjenigen  Punktes  ist^  auf  den  sich  der  Index  der  Verbesserung 
X]  linker  Hand  in  der  Fehlergleichung  bezieht. 

Diese  modificierten  Fehlergleichui^en  mit  ihren  Gewichten  lauten 
sonach  in  den  Bezeichnungen  von  S.  596: 


r,  +  M  +  a\x  +  b\y 


Gew.  cos*  Bq  ^ 
„     cos*  JB, 
„     cos*  Bf    > 


Ai. -=  —  C  +  «  +  «4«  +  Kl»  „      cos*  5m, 


(11) 


und  die  Grofsen  rechter  Hand  bestimmen  sich  {Ausgleichungsreclmung 
8.  145)  nach  den  Formeln: 


t  —    P  008»^] 

*Ö  ~  "  [C08«5] 

/ [acos'jB] 

^o~  [cöslBf 

^Ö  ""  [C08*JJ] 


(12) 


Die  Bildung  der  Normalgleichung  fQr  u  zeigt  nun,  dafs  diese  Grofse 
null  wird;  dagegen  ergeben  sich  für  x  und  y  die  Normalgleichungeu 


[ad cos* B]x  '\-  \dV cos* JBJ y  =»  \d t cos* B] 
[a'6'cos*-B]  X  +  [6'&'cos*BJ  y  =  [&T  co8*jBJ, 


(13) 


welche  durch  Addition  mit  den  entsprechenden  Normalgleichungeu 
anderer  Längengradmessungsoperationeu  und  eventuell  denen  der 
Breitengradmessungen  zu  vereinigen  sind. 

Im  übrigen  ist  der  Schlufs  des  §  5  S.  596  u.  597  zu  vergleichen. 

§  7.  Azimutmessiingen.  Bezeichnen  wir  in  Formel  (5)  S.  312 
das  Produkt  von  ^  sin  a  in  die  geschlungene  Parenthese  mit  JOa» 
wenn  es  sich  um  zwei  Punkte  P»  und  Pk  handelt,  so  giebt  die  Differenz 
der  gemessenen  Azimute,  die  nachstehende  Gleichung: 
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in  Sek  "o  J  (1) 

zja  =  ajti  —  ccik  —  180^. 

Die  Gleichung  (1)  zeigt  nun  eine  grofse  Ähnlichkeit  mit  der 
einem  beobachteten  geographischen  Längenunterschied  entsprechenden 
Gleichung  (1)  S.  599;  denn  abgesehen  von  den  kleinen  Verschieden- 
heiten der  in  Pik  und  ^it  auftretenden  geschlungenen  Parenthesen 
sind  diese  Ausdrücke  und  demnach  die  rechten  Seiten  der  erwähnten 
Gleichungen  identisch  bis  auf  die  Faktoren  —  tan  B  bezw.  sec  B. 
Aus  diesem  Grunde  wird  die  Gleichung  für  x  und  y^  welche  sich 
aus  der  Differenz  der  Azimute  ableiten  läfst^  nicht  wesentlich  von 
derjenigen  verschieden^  welche  aus  der  geographischen  Längendifferenz 
resultiert;  da  eben  die  Koefficienten  von  x  und  y  in  beiden  Gleichungen 
in  demselben  Verhältnis  stehen. 

Die  weitere  Behandlung  der  Formeln  ist  wie  bei  den  Längen- 
bestimmungeu;  nur  ist  schliefslich^  abgesehen  von  Beobachtungsfehlern, 
das  Gewicht  der  Fehlergleichungen  (11)  S.  602  nicht  cos*B,  sondern 
cot^Bf  da  auf  das  einzelne  Azimut  die  Lotabweichung  mit  17  tan  B 
einwirkt 

Man  sieht  sogleich^  dafs  diese  Gewichtsbestimmung  für  die  Nähe 
des  Äquators  jedenfalls  unzulässig  wird,  weil  hier  t^  tan  B  gegen  die 
Beobachtungsfehler  ganz  zurücktritt  Dann  ist  Gleichung  (1)  über- 
liaupt  nur  mehr  ein  Mafs  für  die  Beobachtungsfehler,  aber  wegen 
des  kleinen  Faktors  tan  B  kein  Mittel  zur  Bestimmung  der  Elemente 
der  Meridianellipse. 

Die  Beobachtungsfehler  kommen  übrigens  bei  Azimutgleichungen 
auch  aus  anderem  Grunde  weit  mehr  in  betracht  als  bei  den  Gleichungen 
für  geographische  Längen,  wenn  wir  hier,  wie  immer  bisher,  die  An- 
wendung des  elektromagnetischen  Telegraphen  voraussetzen.  Denn  die 
Beobachtungsfehler  werden  im  letztern  Falle  für  die  Längendifferenz 
Lo.m  nicht  wesentlich  gröfser  als  für  irgend  ein  Li,k,  sobald  nur  (wie 
es  immer  der  Fall  sein  wird)  die  entferntesten  Punkte  Pq  und  P« 
direkt  mit  einander  verbunden  sind. 

Anders  bei  den  Azimutgleichungen.  Hier  ist  es  selbstverständlich, 
dafs  in  den  letzten  Gleichungen  des  Systems  (10)  S.  601  die  Beobachtungs- 
fehler eine  weit  grofsere  Bedeutung  haben,  als  in  den  ersten.  Das  an- 
gegebene Ausgleichungsverfahren  kann  daher  nur  dann  als  zulässig  an- 
gesehen werden,  wenn  die  Ausdehnung  der  ganzen  Operation  nicht  so 
beträchtlich  ist,  dafs  die  Einflüsse  der  Beobachtungsfehler  denjenigen  der 
Lotabweichungen  im  Mittel  gleich  zu  achten  sind  —  oder  wenn  eine 
Kontrolle  durch  Beobachtung  geographischer  Längen  geschaffen  wird. 
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In  der  That,  wenn  sowohl  die  geographische  Längendifferenz  als 
die  Azimutdifferenz  vorliegt^  ergiebt  sich  wie  bekannt  eine  Kontrolle 
hinsichtlich  des  Einflusses  der  Beobachtungsfehler.  Es  sollten  dann 
nach  obigen  Bemerkungen  offenbar  die  mit  sin  B  multiplizierten 
Absolutglieder  der  Fehlergleichungen  aus  den  Längendifferenzen  über- 
einstimmen mit  denen  aus  den  Azimutmessungen.  Auf  die  Aus- 
nutzung dieser  Eontrollen  gehen  wir  aber  nicht  weiter  ein,  da  wir 
es  beim  Vorhandensein  solcher  für  angezeigt  halten,  für  die  einzelne 
Operation  die  Formeln  des  §  15  S.  546  u.  ff.  auf  den  offenen  Zug 
der  geodätischen  Linien  PqPi,  PjPg, . . .  Pm— i.m  anzuwenden,  unter 
Beifügung  der  Glieder  für  da^  und  de*  nach  §  20  S.  562,  eventuell 
mit  Umwandlung  fUr  die  oben  benutzten  Unbekannten  x  und  y  (G 
und  n). 

Andrerseits  wird  man  die  aus  den  Azimutmessungen  folgenden 
Gleichungen  bei  Längengradmessungen  mit  sehr  weit  abstehenden 
benachbarten  astronomischen  Stationen  gegen  die  aus  den  geo- 
graphischen Längendifferenzen  folgenden  ohne  weiteres  der  geringen 
Sicherheit  halber  ganz  vernachlässigen  können. 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dafs  in  den  Fehlergleichungen, 
welche  Azimutmessungen  entsprechen,  sich  die  Lotabweichungen  £  weit 
ungünstiger  äufsem,  als  bei  denjenigen  der  Längendifferenzen;  vergl. 
(8)  S.  601.    Das  entsprechende  Glied  linker  Hand  wird  nämlich  gleich 


ii  +  ik 

9  sm 


+  IT^^  ^«"-  (2) 


Reduziert  man  es  auf  gleiches  Gewiclit  mit  demjenigen  in  (8)  S.  601, 
so  zeigt  es  sich  esc*  13!  mal  so  grofs  als  dieses.  Der  Einflufs  des 
Gliedes  (2)  ist  überhaupt  nur  für  nicht  kleine  geographische  Breiten 
unerheblich;  in  der  Nähe  des  Äquators  kann  er  stark  anwachsen. 
Hier  sind  aber,  wie  oben  erwähnt,  Azimutgleichungen  überhaupt  zur 
Bestimmung  der  Elemente  der  Meridianellipse  wertlos. 

Pie  Bedeutniig  der  Azimatmessungen  in  nicht  zu  kleinen  Breiten  er- 
kannte bereits  EMiXer  sowie  später  Laplace  (nach  Soldner,  BayeriscJic 
Landesvermessung  S.  633).  Nur  Legendre  leugnet  sie  infolge  eines  Über- 
sehens auf  S.  15  der  mehrfach  erwähnten  Schrift  Delamhre^  McUiodes  ana- 
lytiqucs  etc. 

§  8.  Oradmessung  schief  znm  Meridian.  Eine  mäfsig  aus- 
gedehnte Gradmessung  nahe  im  Meridian  oder  nahe  im  Parallel  giebt 
wesentlich  nur  eine  Gleichung  für  die  unbekannten  Elemente  der 
Meridianellipse.  Um  deren  wenigstens  ewci  zu  erhalten,  sind  von 
derartigen  Operationen  2  Breitengradmessungen  oder  2  Längengrad- 
messungen in  (dem  absoluten  Werte  nach)  wesentlich   verschiedenen 
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geographischen  Breiten  erforderlich.  Mit  Messungen  in  gleichen 
geographischen  Breiten  kommt  man  nur  dann  zu  einer  Lösung,  wenn 
die  eine  der  Operationen  Breitengradmessung,  die  andere  derselben 
Längengradmessung  ist,  und  durch  eine  einzige  Triangulation  läfst 
sich  daher  beides  zugleich  nur  bei  Werten  des  Azimuts  inmitten 
zwischen  null  und  90^  erreichen. 

Denken  wir  uns  also  an  beiden  Enden  einer  geodätischen  Linie 
PiPi  die  geographischen  Breiten  und  Azimute  gemessen,  so  kann  man 
zunächst  den  Abstand  M  der  Parallelen  und  die  dem  Parallelbogen 

in  der  mittleren  Breite  J?  «»  -~-  (^B^  -|-  B^)  sehr  nahe  kommende  Hilfs- 

gröfse  y  berechnen  [vergl.  S.  308  (16)  und  S.  312  (5)  bezw.  S.  603  (1)]. 
Es  folgt  dann  weiter  [vergl.  S.  588  (1)  und  (2)]: 

qp  (1  —  O  //  M    , 

yi-e«8in«B'  ~  ^*  ""  ^  ^JB  "T 

,        ""'  =  Qn  =  — o'i  tan  5, 

wonn  Qn  luid  ^«  die  Ejrümmungsradien  im  Meridian  und  Perpendikel 
für  die  mittlere  Breite  B,  JB  und  ^a  aber  die  Differenzen  der 
geographischen  Breiten  und  Azimute  der  Punkte  P^  und  P,  nach  MaTs- 
gäbe  bekannter  Formeln  bezeichnen. 

Die  (1)  geben  nun  leicht  successiye  unter  EinfQhrung  einer  Ab- 
kürzung ^i 

(3) 


9m 

1  -«« 

6«-= 

3-1 
g'-8in«B» 

für  die 

Abplattung: 

H  =  1  (g'  —  1)  sec«  JB  H .  (4) 

Ist  erst  e^  bekannt,  so  geben  die  (1)  auch  noch  a^  ohne  Schwie- 
rigkeit. Die  Bestimmung  wird  aber  überhaupt  ganz  unzuverlässig 
für  die  Nähe  des  Äquators,  weil  hier  ^a  der  null  zustrebt  und  die 
Beobachtungsfehler  also  mehr  und  mehr  dominierenden  Einflufs  auf 
Qn  erlangen,  wie  die  Differentiation  von  log  Qn  sofort  zeigt 

In  dieser  und  auch  in  anderer  Beziehung  ist  die  Bestimmung 
von  Qn  aus  der  geographischen  Längendifferenz  Yorteilhafter.  Wir 
haben  damit  [S.  599  (1)]: 

Qn  =  q"  2;  8«C  JB,  (5) 

WO  jetzt  P  den  Parallelbogen  in  der  mittleren  Breite  B  bezeichnet 
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Da  nun  P  und  P  für  dieselbe  geodätische  Linie  nahezu  gleich 
sindy  so  zeigt  die  Vergleichung  von  (5)  mit  der  2.  Gleichung  (1), 
dafs  L  absolut  genommen  >jda  ist.  Gleich  grofse  Beobachtungs- 
fehler sind  daher  bei  der  Bestimmung  von  Qn  a-us  (5)  immer  von 
geringerem  Einflüsse  als  bei  derjenigen  aus  der  2.  Gleichung  (1), 
doch  nimmt  der  Unterschied  mit  wachsender  Breite  ab. 

Dagegen  ist  der  Einflufs  der  Lotabweichung  für  beide  Bestimmungen 
immer  gleich.  Er  beträgt  in  /Ja  sehr  nahe  (i^^  —  i}i)  tan  B  und  in 
L  sehr  nahe  (iji  —  r^^  sec  Bj  für  ^j,  in  Bruchteilen  seines  Wertes 
daher  in  beiden  Fällen  sehr  nahe 


n%  —  ^i      a. 


0 


(6) 


^  «  aina  ' 

wenn  für  ]D  und  P  kurz  s  sin  a  gesetzt  wird. 

Für  Qm  hat  man  ganz  ebenso   als  Einflufs  der  Lotabweichung: 

i?j;_lL  _._«?_.  (7) 

^  8  COS«  ^    ^ 

Am  geringsten  wird  nun  der  Einflufs  dieser  Gröfsen  auf  H  für 
den  Äquator,  weil  hier  q — 1  am  grofsten  ist,  nämlich  rund  yj^^. 
Giebt  man  der  Linie  s  dabei  behufs  einer  Vergleichung  mit  S.  589 
dieselbe  Ausdehnung  wie  f&r  2  Breitengradmessungen  zusammen ,  so 
wird  unter  sonst  gleichen  Umständen  a  nur  halb  so  stark  von  Lot- 
abweichungen wie  im  Beispiel  daselbst  beeinflufst. 

Dagegen  ist  für  höhere  Breiten  wegen  beschleunigter  Abnahme 
von  q  —  1  die  Bestimmung  von  Vi  nach  der  Methode  dieses  Para- 
graphen eine  wachsend  ungünstigere.  Es  findet  sich,  dafs  überhaupt 
hinsichtlich  der  Einflüsse  (6)  und  (7)  zwei  Breitengradmessungen, 
deren  mittlere  Breiten  absolut  genommen  um  rund  45^  differieren, 
▼orteilhafler  sind,  als  eine  Gradmessung  in  45^  Azimut^  welche  ebenso 
ausgedehnt  ist,  wie  jene  zusammen,  sobald  für  dieselbe  die  mittlere 
Breite  absolut  genommen  >  45^  wird. 

Bessel  legte  seinerzeit  die  ostpreulsische  Gradmesstmg  schief  stur  meri- 
dionalen  BichtoDg,  um  durch  sie  allein  schon  2  Gleichnngen  zn  erhalten, 
die  zur  Bestimmung  der  Meridianellipse  genOgt  haben  würden,  wenn  eben 
Lotabweichungen  nnd  Beobachtangsfehler  nicht  existierten.  Um  letztere 
für  Ja  möglichst  herabzndrücken,  suchte  er  thunlichst  lange  Seiten  znr 
Azimntübertragong  zu  gewinnen. 

Die  Bedeutung  derartiger  Gradmessungen  erkannte  übrigens,  wie  auch 
Bessel  erwähnt  (Abhandlungen  Bd.  3  S.  63)  bereits  im  vorigen  Jahrhundert 
Tobias  Mayer  der  Alteire,  1723—1762),  dessen  hinterlassenes,  sehr  interessantes 
Manuskript  über  diesen  Gegenstand  Bd.  13  der  Astronom.  Nachr.  Nr.  310 
S.  354  (1836)  bringt.  Mayer  denkt  sich  an  den  Endpunkten  einer  geodätischen 
Linie  Breite  und  Azimut  gemessen  und  zeigt,  dsSa  man  das  Verhältnis 
Og  :  b^  ohne  Kenntnis  der  linearen  Länge  der  Linie  ermitteln  kann. 
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§  9.  Berechnung  des  Erdellipsoids  aus  Gradmessungen  im 
allgemeinen.  Die  in  den  §§  4  bis  7  angewandte  Methode  der 
Aufstellung  der  Fehlergleichungen ,  welche  den  astronomisch  geo- 
dätischen Messungen  entsprechen,  ist  nicht  streng,  da  immer  nur 
gewisse  Einflüsse  der  Lotabweichungen  als  wesentlich  vorausgesetzt 
werden.  Die  Vernachlässigung  ist  allerdings  um  so  geringer,  je  mehr 
die  Dreiecksketten  den  Richtungen  der  Meridiane  oder  Parallelen 
folgen.  Doch  fand  sich  schon  für  letzeren  Fall  der  Hinweis  auf  eine 
strengere  Ausgleichung  nötig  (vergl.  S.  604). 

Sobald  nun  geodätische  Linien  in  beliebigen  Azimuten  vorkommen, 
ist  eine  strengere  Behandlung  besonders  durch  den  Einflufs  der  Lot- 
abweichungen auf  M  und  P  bezw.  |9  gefordert  [S.  594  (6)  und  599  (2)]. 

Wollte  man  eine  strengere  Rechnung  nach  der  Methode  jener 
Paragraphen  ausführen,  so  müfste  man  alle  die  einzelnen  Glieder 
beibehalten,  welche  die  Lotabweichungen  successive  ergeben  und  auch 
noch  die  Pehlerglieder  aufführen,  die  von  Beobachtungsfehlem  in 
Länge,  Breite,  Azimut  und  s  abhängen.  Indessen  ist  die  entstehende 
Form  der  Gleichungen  für  eine  strenge  Rechnung  unbequem. 

Bei  strenger  Rechnung  verfährt  man  bequemer  nach  den  Vor- 
schriften des  vorigen  Kapitels  (in  der  Regel  kommt  §  15  S.  546  u.  ff. 
in  frage,  jedenfalls  aufserdem  §  20  S.  562).  Man  sucht  für  jede 
zusammenhängende  Operation  wie  dort  die  Normalgleichungen  für 
Si>  Vu  ^%  ^^^  ^^  *^f-  I^iö  Lotabweichungen  l^  und  rj^  des  will- 
kürlichen und  für  jede  isolierte  Operation  besonderen  Anfangspunktes 
werden  dann  mittelst  ihrer  Normalgleichungen  eliminiert  und  endlich 
werden  alle  Normalgleichungen  für  da^  sowie  alle  für  ö^,  welche 
die  verschiedenen  Systeme  ergeben,  addiert.  Die  beiden  so  entstehenden 
Gleichungen  für  da^  und  S^  sind  die  Endnormalgleichungen,  welche 
nunmehr  nach  den  genannten  beiden  Unbekannten  aufgelöst  werden 
müssen. 

Der  Sinn  dieser  Rechnung  ist,  dafs  die  Dimensionen  der  Refe- 
renzellipsoide  der  einzelnen  Ausgleichungssjsteme  bei  zur  Erdaxe 
parallelen  Rotationsaxen  identisch  genommen  werden,  während  es  un- 
entschieden bleibt,  inwieweit  die  Drehaxen  und  Mittelpunkte  der 
einzelnen  Ellipsoide  unter  sich  und  mit  der  Erdaxe  und  dem  Erd- 
schwerpunkt zusammenfallen. 

Erst  in  dem  allerdings  nur  idealen  Falle,  dafs  alle  Gradmessungen 
in  eine  zusammenhängende  Operation  verschmolzen  worden  wären, 
würden  alle  Referenzellipsoide  in  ein  einziges  übergehen,  welches  nun 
aber  imm«  *•  noch  auf  keine  Weise  durch  die  Gradmessungen  allein 
in  Bezug  zum  Erdschwerpunkt  gebracht  werden  könnte. 

In   diesem  Falle  liefsen  sich  aber  bei  angemessen  dichter  Lage 
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der  astronomischen  Stationen  die  Erhebungen  des  Geoids  über  dem 
Ellipsoid  berücksichtigen,  indem  man  z.  B.  bei  Anwendung  der  Vor- 
schriften des  §  15  S.  546  den  ds  in  den  Gleichungen  (1)  Glieder  von 

der  Form  —  s  —  beifügte,  wobei  N'  die  Erhebung  für  die  betreffende 

Grundlinie  bezeichnet.*)  Den  bisherigen  Gleichungen  würden  nun 
noch  Gleichungen  zuzufügen  sein,  welche  die  Differenz  der  N'  benach- 
barter Grundlinien  als  lineare  Funktionen  der  Lotabweichungeu  der 
astronomischen  Zwischenpunkte  darstellen.  Solcher  Gleichungen  würde 
man  in  überschüssiger  Zahl  (vielleicht  für  die  N'  aller  benachbarten 
astronomischen  Stationen)  aufistellen  und  gleichzeitig  mit  den  anderen 
Gleichungen  (den  Systemen  (1)  S.  548)  zur  Ausgleichung  verwenden. 
Für  das  günstigste  Referenzellipsoid  würde  übrigens  auf  diese 
Art  kaum  ein  erheblich  besseres  Resultat  erzielt  werden,  da  die 
Fehler,  welche  durch  nLangelnde  Reduktion  der  Linien  s  wegen  der 
IT  entstehen,  im  Endresultat  sich  voraussichtlich  nicht  anhäufen, 
sondern  im  wesentlichen  kompensieren  werden. 

§  10.  Unzulängliclikeit  der  Gradmessungen  f&r  die  genaue 
Bestimmung  des  Erdellipsoids.  Bereits  im  vorigen  Paragraphen 
ist  angedeutet  worden,  dafs  sich  das  Resultat  der  Ausgleichung  der 
Fehlergleichungen  mehrerer  isolierter  Gradmessungssysteme  auf  ebenso 
viele  Referenzellipsoide  bezieht,  die  alle  gleiche  Dimensionen  und  zur 
Erdaxe  parallele  Rotationsaxen  haben,  die  aber  im  allgemeinen  nicht 
unter  sich  zusammenfallen,  sondern  einzeln  mit  der  Geoidfläche  im 
Bezirke  des  betreffenden  Gradmessmigssystems  annähernd  koincidieren. 
Irgend  ein  Mittel,  um  dasjenige  Ellipsoid  abzuleiten,  welches  sich 
den  Messungen  am  besten  anschmiegt  und  dabei  mit  seiner  kleinen 
Axe  in  die  Erdaxe  und  mit  seinem  Schwerpunkt  in  den  Erdschwer- 
ponkt  fällt,  hat  man  aus  Gradmessungen  allein  nicht. 

Dieselben  bieten  ein  solches  auch  noch  nicht  in  dem  idealen 
Falle,  dafs  sich  die  ganze  Erde  mit  einem  Dreiecksnetze  umspannen 
liefse,  dessen  sämtliche  Punkte  astronomische  Stationen  wären,  da  eben 
ein  geometrischer  Zusammenhang  zwischen  Schwerpunktslage  und  Lot- 
ablenkungen nicht  besteht,  sondern  nur  ein  dynamischer.  Ohne  hier 
der  Sache  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  näher  zu  treten,  lälst  sich 
doch  soviel  erkennen,  dafs  man  immerhin  diesem  Erdellipsoid, 
namentlich  bezüglich  der  Dimensionen,  durch  zahlreiche  Gradmessungcn 
näher  kommen  wird,  als  durch  wenige.  Der  letzte  Fall  ist  allerdings 
gegenwärtig  der  thatsächliche  und  wird   es  bis  zu  gewissem  Grade 

*)  Es  ist  N  mit  dem  oberen  Index  versehen,  da  nicht  in  Strenge  das  Geoid 
in  frage  kommt,  sondern  das  S.  665  definitive  Sphäroid. 
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immer  bleiben ,  da  nur  -^  der  ErdoberfläcHe'  mit  Festland  bedeckt 
und  Gradmessungen  zugänglich  sind. 

Es  ist  nun  von  Interesse,  eine  Vorstellung  von  der  Genauigkeit 
der  Ergebnisse  f&r  die  Elemente  der  Meridianellipse,  wie  der  gegen- 
wärtige Stand  der  Gradmessungen  sie  liefert^  zu  gewinnen  zu  suchen. 
Dazu  gehen  wir  im  folgenden  Paragraphen  über;  wir  müssen  dabei 
freilich  auch  wieder  die  Schätzungen  der  absoluten  Lotablenkungen 
und  Höhen  N  des  Geoids  über  dem  Erdellipsoid  anticipieren,  wie 
Betrachtungen  der  Mechanik  sie  liefern. 

§  11.  Genauigkeitsgrad.  Die  Dimensionen  des  Ellipsoids  sind 
wiederholt  berechnet  worden  mit  Zunahme  der  Auzahl  und  Ausdeh- 
nung insbesondere  der  Breitengradmessungen.  Dabei  hat  man  das 
von  Ed.  Schmidt  und  Bessel  angegebene  und  oben  mitgeteilte  Ver- 
fahren, namentlich  also  auch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
angewandt.  Ph.  Fischer  hat  (yergl.  seine  Untersuchungen  Ober  die  Gestalt 
der  Erde)  hierin  einen  grofsen  Mangel  zu  erblicken  geglaubt  und  über- 
haupt die  formelle  Behandlung  angegriffen.  Seine  AusfElhrungen  sind 
indes  in  dieser  Hinsicht  nicht  stichhaltig.*)  Ein  Vorwurf  kann  nur 
insoweit  erhoben  werden,  als  man  Gewichte  und  mittlere  Fehler  der 
Endresultate  berechnet  hat,  als  wären  die  übrigbleibenden  Fehler  die 
Folge  zufalliger  Beobachtungsfehler  und  zufälliger  Abweichungen  des 
Lotes,  infolge  dessen  aber  sie  für  weit  genauer  hielt,  als  sie  sind 
(S.  597  o.).  Denn  da  die  absoluten  Lotablenkungen  innerhalb  einer 
isolierten   Operation   oft;   einen  wesentlich    systematischen  Charakter 

• 

haben,  so  kann  es  sich  treffen  (Ausgleichungsrechnung  S.  257),  dafs 
die  übrigbleibenden  Fehler  trotz  bedeutender  Gröfse  der  Lotab- 
lenkungen klein  sind  und  doch  der  systematische  Bestandteil  der  letz- 
teren einen  sehr  beträchtlichen  Einflufs  auf  die  Resultate  ausübt 

Dieser  Fall  tritt  in  der  That  für  die  ostindische  Gradmessung 
ein,  für  welche  Pratt  grofse  Lotablenkungen  auf  Grund  der  äufseren 
Terraingestalt  wahrscheinlich  machte.  Da  nun  bei  allen  Rechnungen 
diese  Messung  die  einzige  von  grofser  Ausdehnung  unter  kleinen 
Breiten   war   und   also    ohne   erhebliche   Eontrolle    blieb,    weil    die 


*)  Der  begründete  Teil  der  Vorwürfe  Ph.  Fischers  in  Bezog  auf  die  Aof- 
fassnng  des  Problems  dürfte  überhaupt  weniger  die  Rechner  treffen,  als  diejenigen, 
welche  deren  Arbeiten  einfach  acceptierten ,  ohne  sie  nach  ihrer  ganzen  Ent- 
stehung zu  kennen.  Was  die  Rechner  anlangt,  so  sei  n.  a.  erw&hnt,  dafs  Paueker^ 
dessen  ausführliche  Rechnungen  S.  17  besprochen  sind,  nicht  nur  über  den 
Charakter  der  übrigbleibenden  Fehler  der  Ausgleichung,  insbesondere  ihr  Ver- 
hältnis zu  absoluten  Lotablenkungeu,  yOllig  im  Klaren  war,  sondern  auch  den 
ungünstigen  Einflufs  systematischer  Lotableuknngen  auf  die  Güte  der  Rech- 
nungsergebnisse richtig  erkannte. 

Helmert,  maibem.  n.  phyiikal.  Theorieon  der  hob.  Geodäiie.  39 
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europäischen  Messungen^  mit  denen  sie  sich  kombinierte,  hauptsäch- 
lich nur  unter  sich  kontrollierend  wirken,  so  mufste  ein  gewisser 
systematischer  Teil  der  Lotablenkungen  unerkannt  bleiben.  Es  ist 
dieses,  wie  man  sofort  bemerkt,  aufser  einem  absolut  konstanten  un- 
schädlichen Teil,  ein  Teil,  der  mit  der  Meridianbogenlänge  wächst 
und  gerade  so  wirkt,  wie  ein  konstanter  Fehler  der  Grundlinien  bezw. 
der  Mafseinheit  —  oder  wie  ein  Fehler  in  der  Reduktion  der  Grund- 
linien wegen  der  Höhe  N  des  Geoids  über  dem  Ellipsoid. 

Unter  den  verschiedenen  interessanten  Rechnungen,  welche  das 
wiederholt  erwähnte  Hauptwerk  der  englischen  Vermessung  Ordnance 
Survey^  Principal  Triangulation  bietet,  findet  sich  aber  S.  775  auch 
eine  Angabe  der  Einflüsse  der  Änderungen  der  Mafseinheiten  auf  die 

Halbaxen  a^fto  ^^r  Meridianellipse  und  die  Hilfsgrofse  y  ^^]_,^,  d.  i.  —  • 

Wir  benutzen  hier  nur  die  Angabe  in  Bezug  auf  letztere  Gröfse. 

Es  wird  aus  9  isolierten  Breitengradmessungsoperationen  ab- 
geleitet: 


~    =  293,76+  0,1139  0i  +  0,0144®;  -  0,3589^2  +  0,2222  ®i 

+  0,0018  ®;  -  0,0004®;  +  0,00760;  —  0,0004  ©i  —  0,0003®;., 


(1) 


Hierbei  sind  die  linearen  Längen,  welche  den  Ergebnissen  der 

Gradmessungen  entsprechen^  noch  mit  1  +  100000  ^^^^^pl^^iert,  wenn 

der   Index   i  nach   folgender   Übersicht   den   einzelnen   Operationen 
angehört: 


de] 

fO 

Englische 

Gradmessung 

von  49,9«  bis  60,8" 

nördl. 

Bi 

97 

1 

Französische 

V 

„   38,7 

„  51,0 

» 

77 

7} 

2 

Russische 

w 

„   45,3 

„   70,7 

>7 

77 

;; 

3 

Indische 

;; 

«     8,1 

„  29,5 

W 

w 

4 

Ältere  indische 

77 

,,    11,7 

„   13,3 

?> 

» 

5 

Ostpreufsische 

w 

„    54,2 

„  55,7 

W 

w 

6 

Peruanische 

>7 

„     0,0 

„     3,1 

südl. 

w 

7 

Hannoverische 

7; 

„    51,5 

„   53,5 

nördl. 

;> 

8 

Dänische 

;; 

„    53,4 

„   54,9 

77 

i 


Die  Formel  giebt  nun  ein  sehr  gutes  Mittel,  den  Genauigkeits- 
grad der  Bestimmung  von  -—  =  293,7G  zu  schätzen. 

Sie   zeigt  u.  a.,   dafs  &$  =  —  30    in    —    bereits    7    Einheiten 


§  12.    Beweiskraft  der  Gradmessangen  für  die  Erdgestalt.  611 

Änderung  hervorbringen  würden.  Ein  solcher  Betrag  von  &z  kann 
allerdings  kaum  noch  als  Einflufs  der  Höhe  N  des  Geoids  über  dem 
Ellipsoid  vermutet  werden,  denn  er  erfordert  einen  Wert  N  im  Be- 

trage   von  a^ .  -twqc^  ?   ^-  ^-  ^^'  lj9*"*«     Zu  seiner  Erklärung  genügt 

aber  auch  die  sehr  plausible  Differenz  der  Lotablenkungen  von  24" 
für  die  Endpunkte  des  21^4^  langen  grofsen  indischen  Bogens,  falls 
sich  diese  24"  gleichmäfsig  über  denselben  verteilen  und  eine  Ver- 
flachung bedeuten.*)     Einer  solchen  entspricht  dann  eine  Verkürzung 

24 

des  Bogens  um  60~~6b   seines  Betrages,  also  ein  08  =  —  31. . 

Die  begründeten  Vorwürfe  PÄ.  Fischers  werden  einigermafsen 
(so  gut  es  die  Verhältnisse  zulassen)  beseitigt  sein,  wenn  die  Grad- 
messungen eine  gleichmäfsigere  Ausdehnung  und  Verteilung  erlangt 
haben  werden  als  gegenwärtig,  und  wenn  zur  Bestimmung  des  Erd- 
ellipsoidsy  solange  als  die  Gradmessungen  noch  nicht  zahlreich  sind, 
diejenigen  ausgeschlossen  werden,  für  welche  starke  Unregelmäfsig- 
keiten  nach  der  äufseren  Figur  der  Erde  zu  erwarten  sind.  In  Bezug 
auf  die  Würdigung  der  indischen  Gradmessung  aber  darf  man  nie  ver- 
gessen, dafs  sie  zunächst  unternommen  wurde,  um  die  Figur  des  Geoids 
in  Indien  zu  studieren  (vergl.  unser  Referat  in  der  Vierteljalirsschrift 
der  Astronom,  Ges.  Bd.  8,  S.  14). 

Wir  gedenken  hier  auch  des  Versuches,  den  General  v.  Schubert 
und  andere  durchgeführt  haben,  die  geographischen  Breiten  der  Grad- 
messungsstationen von  den  lokalen  Unregelmäfsigkeiten  der  Lotrich- 
tung durch  Berechnung  der  Massenanziehung  zu  befreien  {Astronofn, 
Nachr.,  Bd.  52,  No.  1245—47;  vergl.  auch  S.  546).  Mit  Rücksicht- 
auf unterirdische  Massenunregelmäfsigkeiten  ist  es  aber  erfahrungs- 
mllfsig  weit  besser,  lokale  Anomalieen  mittelst  dicht  benachbarter 
astronomischer  Stationen  zu  studieren  und  zu  beseitigen. 

§  12.  Beweiskraft  der  Gradmessnngen  für  die  Existenz 
der  nftheruugsweise  rotatiousellipsoidisclien  Gestalt  des  Oeoids. 

Bisher  ist  die  Frage  noch  nicht  erörtert  worden,  ob  aus  der 
Thatsache,  dafs  die  Gradmessungen  bis  auf  kleine  Abweichungen 
einer  Rotationsfläche,  insbesondere  einem  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoid entsprechen,  auch  notwendig  folgt,  dafs  das  Geoid  bis  auf 
kleine  Abweichungen  eine  Rotationsfläche,  insbesondere  ein  ab- 
geplattetes Rotationsellipsoid  sei.  Wir  haben  nämlich  nur  nach  dem 
abgeplatteten    Rotationsellipsoid    gefragt ,    welches    entweder    einem 

*)  Vergl.  Prntf,  A  Treatise  on  AitractiMis  etc.  and  the  Fignre  of  tJie  Earth, 
Cambridge  18G0  S.  5Ü. 
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Komplex  zusammenhängender  Messungen  am  besten  entspricht  (dem 
Referenzellipsoid),  oder  mehreren  solchen  Komplexen,  die  unter  sich 
nicht  zusammenhängen.  Für  letzteren  Fall  ist  dann  in  den  letzten 
vorhergehenden  Paragraphen  untersucht,  inwieweit  die  Ergebnisse 
dem  Erdellipsoid  entsprechen,  dessen  Existenz  durch  Betrachtungen 
und  Messungen  nicht-geometrischer  Natur  als  erwiesen  vorausgesetzt 
wurde.  Wenn  es  aber  auch  ganz  zweifellos  ist,  dafs  man  die  Frage 
der  Bestimmung  eines  dem  Geoid  im  ganzen  möglichst  entsprechen- 
den Rotationsellipsoids  nicht  vom  rein  geometrischen  Standpunkt  aus 
allein  behandeln  darf,  um  zu  den  begründetsten  Resultaten  zu  ge- 
langen, so  hat  es  doch  auch  ein  Interesse,  sich  mit  do'  Frage  zu 
beschäftigen,  ob  die  geometrischen  Messungen  allein  schon  imstande 
sind,  die  näherungsweise  rotationsellipsoidische  Gestalt  des  Qeoids 
zu  beweisen.  Denn  wenn  wir  etwas  weniger  genau  astronomisch  zu 
messen  imstande  wären,  als  es  wirklich  der  Fall  ist,  so  würden  ja 
die  Gradmessungen  innerhalb  der  Beobachtungsfehler  einem  Rotations- 
ellipsoid vollständig  anzupassen  sein. 

Nehmen  wir  also  einmal  an,  die  Gradmessungen  genügten  mathe- 
matisch streng  einem  abgeplatteteten  Rotationsellipsoid,  so  ist  immer 
noch  zu  zeigen,  dafs  umgekehrt  auch  wirklich  das  Geoid  gerade  diese 
Gestalt  hat  und  keine  andere. 

Die  Aufgabe  wird  sich  verschieden  gestalten,  je  nach  der  An- 
nahme über  das  Ergebnis  der  Gradmessungen.  Am  vollständigsten 
würde  dieses  sein,  wenn  es  für  hinreichend  viele  Orte  die  Krümmung 
in  allen  Azimuten  feststellte.  Entspricht  aber  die  Ejrümmung  allent- 
halben der  Kugel  oder  dem  Ellipsoid,  so  hat  dann  das  Geoid  sicher 
diese  Form,  weil  man  unter  der  Voraussetzung,  dafs  das  Geoid  eine 
stetig  gebogene  Fläche  ist,  aus  gegebenen  Krümmungsradien  nur  eine 
Fläche  konstruieren  kann.*) 


*}  In  der  Abhandlung:  Über  die  Bestimmung  der  GestaU  einer  krummen 
Oberfläche  durch  lokale  Messungen  auf  derselben  (Journal  für  reine  und  ange- 
wandte Mathematik  von  CreUe  Bd.  64  S.  193)  hat  Christoffel  1864  gezeigt,  wie 
schon  allein  die  Messung  der  Summe  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  in  hin- 
reichend vielen  Punkten  der  Fläche  unter  Voraussetzung  einer  stetig  gebogenen, 
allenthalben  gewölbten  Form  zur  Kenntnis  derselben  führen  kann,  und  wie  ins- 
besondere der  Thatsache,  dafs  jene  Summe  dem  bekannten  Ausdruck  fCirs  Rota- 
tionsellipsoid entspräche ,  Beweiskraft  für  die  Existenz  dieser  Form  innewohnen 
würde.  Da  aber  die  Messungen  von  den  Geodäten  anders  angeordnet  werden 
und  das  von  Christoffel  vorausgesetzte  Studium  lokaler  Terrains  sehr  schwierig 
ist^  so  schien  es  uns  angemessen,  den  Nachweis  zu  liefern,  dais  auch  die  übliche 
Procedur  der  raeridionalen  ßreitengradmessungen  Material  an  die  Hand  giebt, 
reiu  geometrisch  T)hne  eigentliche  Hypothesen  die  Existenz  einer  Rotationsgestalt 
zu  prüfen. 
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Till  grofscii  und  ganzen  genommen  hat  nun  das  Geoid  sicher 
Kugelgestalt.  Dieses  folgt  schon  allein  aus  den  Umfahrungen  der  Erde 
zu  Wasser  und  Land^  welche  eben  konstatieren,  dafs  die  Erümmungs- 
vcrhültnisse  stets  der  Kugelgestalt  im  allgemeinen  entsprechen.  Zur 
genaueren  Untersuchung  fehlt  es  aber  an  Material.  Die  Gradmessun- 
gen sind  in  der  Mehrzahl  nur  als  Breitengradmessungen  ausgeführt, 
weil  sie  sich  in  dieser  Form  am  leichtesten  bewerkstelligen  lassen. 
Es  fehlt  also  die  Untersuchung  der  Krümmung  in  allen  Azimuten; 


Um  die  ChrütoffeJsche  Methode  hier  einigermafsen  zu  erläutern,  denken  wir 
uns  dieselbe  auf  die  Bestimmung  einer  ebenen,  geschlossenen,  nach  aufsen  allent- 
halben konvexen  Kurve  (etwa  der  Meridiankurve  eines  Kotationsköri)er8)  an- 
gewandt. Sei  B  der  Winkel  der  nach  innen  gerichteten  Normale  im  Punkte 
(x,  y)  mit  der  x-Axe  und  q  der  Krümmungsradius^  so  hat  man 


(Is  >=»  Q  dB 


dx  ^  —  ds  .  wn  B  \ 

dy  *Bm  -\-  d8  .  cos  B 
und  hieraus 

X  s=s  —  r Q  sinBdB  ^        y  => -]-  C q  coiBdB . 

Zum  Zwecke  der  Integration  mufs  q  als  Funktion  von  B  aus  den  Messungen 
hergestellt  werden,  wozu  die  interpolatorische  Darstellung  in  Form  einer  perio- 
dischen Reihe  dient. 

Man  kann  hier  die  Bemerkung  machen,  dafi^«  es  einfacher  und  auch  genauer 
ist,  Q  gar  nicht  abzuleiten,  sondern  bei  den  unmittelbaren  Ergebnissen  der 
Messungen,  den  Bögen  8  und  den  zugehörigen  B  der  Endpunkte  stehen  zu  bleiben, 
und  demgemUfs  8  interpolatorisch  als  periodische  Funktion  von  B  darzustellen. 
Dann  folgt 

X  =^  —  J  ain  B  ds  ,         »/  =  -[-/  cos  B  ds  . 

Für  Kui*venbestimmungeu  möchten  wir  diesem  Verfahren,  welches  sich  auch  völlig 
dem  üblichen  Vorgange  bei  Breitengradmessuugen  anschliefst,  vorziehen.  Ebenso 
möchten  wir  für  Fliichenbestimmnngen  aus  pmktischen  Gründen  dem  entsprechenden 
Verfahren  des  12.  Kapitels  d.  h.  der  Zugrundelegung  einer  einfachen  Fläche  mit 
Einführung  von  Lotabweichungen  u.  s.  f.  den  Vorzug  geben. 

[Wir  erwähnen  beiläufig,  dafs  bei  Benutzung  der  Entwicklungen  in  der  ge- 
nannten Abhandlung  zu  anderen  Zwecken,  als  denen  des  Verfassers  (also  etwa 
zur  Bestimmung  der  Gestalt  aus  Krümmungsmessungen  in  bestimmten  Azimuten), 
die  Formeln  auf  der  5.  Seite  unten  nicht  anwendbar  sind,  was  nicht  daselbst 
hervorgehoben  ist.  Sie  gelten  nur,  wenn  es  sich,  wie  in  der  Abhandlung,  um 
die  Hauptkrüroniungen  handelt,  also  um  die  Krümmung  in  Ebenen,  die  die  Nor- 
malen unendlich  benachbarter  Punkte  der  Fläche  vollstilndig  enthalten;  sie  gelten 
aber  nicht  für  die  Krümmung  in  beliebigen  Ebenen.  In  der  That  darf  man  in 
jenen  Formeln   nicht  dg  oder  d(p   gleich  null   setzen,   denn  es   folgt   allemal 

dz 
-  OB  null,  was  den  VoranssetEungen  widerspricht.] 


i 
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es  fehlt  aber  überhaupt  noch  sehr  an  Krümmungsmessungen,  so  dafs 
wir  nicht  einmal  mit  einiger  Sicherheit  behaupten  können,  es  sei  eine 
allgemeine  Eigenschaft  des  Geoids,  gleichlange  Gradlängen  auf  den 
geographischen  Meridianen  unter  verschiedenen  geographischen  Längen 
zu  besitzen.  Zur  Prüfung  der  Zulässigkeit  einer  solchen  Behauptung 
würden  in  der  That  sehr  viele  Breitengradmessungen  gehcren. 

Günstiger  gestaltet  sich  die  Sache  in  Rücksicht  auf  die  Azimut- 
messungen, die  immer  gelegentlich  der  Breiten  gradmcssungen  an- 
gestellt werden.  Unter  gewissen  Voraussetzungen  können  diese  dazu 
dienen,  das  Zusammenfallen  der  geographischen  Meridiane  (d.  h.  der 
Tiiuien  gleicher  geographischer  Länge)  mit  den  astronomischen  Meri- 
dianebejien  zu  konstatieren,  woraus,  wie  wir  sehen  werden,  auch  der 
Kotatiuiischarakter  resultiert.  Da  hierbei  jedes  Paar  gegenseitiger 
Azimutuiessungen  einen  Beitrag  zur  Untersuchung  jener  Eigenschaft 
bietet,  so  geben  offenbar  derartige  Messungen  in  Azimut  viel  mehr 
beweiskräftiges  Material  als  gleicliviele  Messungen  in  Breite. 

Im  Folgenden  wollen  wir  nun  zunächst  einen  idealen  Fall  dis- 
kutieren, der  denjenigen  Messungen  sehr  nahe  entspricht,  die  au§ 
j)raktischen  Gründen  am  häufigsten  ausgeführt  werden,  nämlich  den 
meridionalen  Breitengradmessungen  mit  mehreren  Aziniutbestimmun- 
gen,  und  zwar  denken  wir  uns  im  einzelnen  Falle  immer  zwei  Punkte 
der  Fläche,  für  welche  direkt  durch  astronomische  Messungen  kon- 
statiert wird,  dafs  sie  gegenseitig  im  Azimut  null  liegen  und  daher 
eine  gemeinsame  Meridianebene,  sowie  die  geographische  Längen- 
ditt'erenz  null  haben.  Solcher  Punktpaare  soll  eine  hinreichende  An- 
zahl vorhanden  sein  und  zwar  so  viele,  wie  bei  Voraussetzung  eines 
stetigen  Verlaufs  der  Fläche  nötig  sind,  um  es  als  eine  allgemeine 
Eigenschaft  der  letzteren  erscheinen  zu  lassen,,  dafs  die  Meridianebene 
irgend  eines  Punktes  auch  Meridianebene  aller  benachbarten  Punkte 
der  Flüche  ist,  durch  welche  sie  hindurchgeht. 

Oline  vorläufig  auf  die  Krümmungsmessungcui  selbst  l\ücksiclit 
zu  neinnen,  wollen  wir  zuerst  untersuchen,  welchen  l^eitrag  die 
Konstatierung  der  eben  erwähnten  Eigenschaft  der  Fläche  zu  ihrer 
Charakterisierung  liefert. 

Verfolgt  man  aber  die  Durchschnittspunkte  der  Meridianebene 
eines  Punktes  mit  der  Fläche  der  Reihe  nach,  so  sieht  man,  djiTs  alle 
Meridianebenen  dieser  Durchschnittspunkte  zusanmienfallen  werden, 
dafs  also  die  geographischen  Meridiane  ebene  Kurven  sein  müssen, 
deren  Ebenen  mit  den  astronomischen  Meridianebenen  ihrer  Punkte 
identisch  sind. 

Nunmehr  liegt  bereits  die  Vermutung  nahe,  die  gesuchte  Fläche 
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müsse  eine  Rotationsfläche  sein.  Dieses  lüfst  sich  in  der  That  wie 
folgt  zeigen. 

Wie  beziehen  die  Fläche  auf  drei  rechtwinklige  Koordinatenaxen 
und  nehmen  die  ^-Axe  parallel  zur  Umdrehungsaxe  der  Erde,  daher 
die  xy-Ebene  parallel  zur  Aquatorebene.  Die  ;sra;-Ebene  diene  zum 
Ausgang  der  Zählung  geographischer  Längen  L,  Sind  nun  im  Punkte 
P  die  geographische  Breite  gleich  B  und  die  Länge  gleich  />,  und 
bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  Normalen  in  P  zu  den  drei 
Axen  mit  A,  ^l,  v,  so  ist 

cos  A  =  cos  B  cos  L    cos  fi  =  cos  B  sin  L     cos  v  =  sin  B ,    (1) 

wie  man  unmittelbar  durch  Betrachtung  der  Linienverhältnissc  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipeds  findet,  dessen  eine  Diagonale  parallel 
zur  Normale  in  V  und  dessen  Kanten  parallel  zu  den  drei  Axen  sind. 
Andrerseits  findet  man  in  ähnlicher  Weise,  dafs  die  Cosinus  der 
Neigungswinkel  eines- Linienelements  ds  der  Fläche  zu  den  drei  Axen 
der  Reihe  nach  sind: 

dx         (hj         dz 
ds  '       ds  '        ds 

lieht  aber  dieses  Element  von  P  aus,  so  steht  es  zur  Normale 
senkrecht  und  mein  hat  daher  nach  einem  bekannten  Satze: 

dx  t     i    d^f  ,     dz  f. 

,    cos  A  +   ;   cos  tt  H — T  cos  i/  =  0 , 

ds  ^     ds  ^     '     ds  ' 

oder  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  unter  Weglassung  des  gemeinsamen 
Nenners  ds: 

(Ix  cos  B  cos  L  +  dtj  cos  jB  sin  L  +  (^^  sin  B  «=  0 .  (2) 

Diese  Gleichung  ist  die  Bedingungsgleichung  dafür,  dafs  der 
IJbergang  von  P  zu  einem  unendlich  nahen  Punkte  der  Fläche  statt- 
findet. Bewegen  wir  uns  aber  in  der  Meridianebene  von  P  um  <ld, 
so  bleiben  die  Meridianebene  und  L  konstant,  d.  h.  es  verschiebt  sich 
die  Projektion  von  P  auf  die  .cy- Ebene,  wo  die  Meridianebene  als 
Linie  im  Neigungswinkel  L  gegen  die  x-Axe  auftritt,  in  dieser  Linie 
selbst  und  man  hat  daher: 

dx  :  dy  ==  cos  L  :  sin  L . 

Um  auszudrücken,  dafs  für  dx  und  dy  L  konstant,  also  nur  B 
veränderlich  ist,  schreiben  wir  besser  nach  gemeinsamer  Division  mit 
dB  und  unter  Anwendung  des  Zeichens  partieller  Differentiation: 
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^^  :  -^  =  cos  L  :  sin  L .  (3) 

Diese  Gleichung  ist  mit  (2)  zu  kombinieren,  wobei  es  sehr 
passend  erscheint,  x^  y  und  e  als  Funktionen  von  B  und  L  aufzu- 
fassen und  ganz  von  einer  Gleichung  zwischen  x^  y  und  »  abzusehen. 
In  Gleichxmg  (2)  hat  man  nun  im  allgemeinen  zu  setzen: 

u.  s.  f. 
sie  giebt  daher,  je  nachdem  man  nur  B  oder  nur  L  variiert: 


-^  cos  B  cos  L  +  -ö^  cos  B  sin  L  +  ^  w  sin  if  «=*  0 
^-g-  COS  B  cos  L  +  -07-  cos  B  sin  L  +  -öt;  siu  JB  =  0 . 


(4) 


Insofern  man  sich  aber  x,  y  und  0  als  Funktionen  von  B  und 
£  denkt,  sind  diese  Gleichungen  Indentitäten,  weil  zwischen  B  und 
L  keine  Gleichung  besteht.  Differenzieren  wir  nun  links  nach  B 
oder  X,  so  entstehen  wieder  verschwindende  Ausdrücke.  Wir  be- 
nutzen indes  nur  die  Differentiation  der  1.  Gleichung  nach  L  und 
die  der  2.  Gleichung  nach  B,  weil  nur  für  diesen  Fall  in  beiden 
Gleichungen  dieselben  höheren  Differentialquotienten  auftreten.  Es 
wird  erhalten: 

d-ih  ^^«  ^  cos  L  +  ^  J'Ij  cos  B  sin  L  +  ^^-|j^  sin  B 

dx  Zm  ^  =  ^ 

—  Tb  ^^®  -B  sin  L  +  -^  cos  5  cos  L 

erh  ^^'  ^  cos  J^  +  äzfe  ^^'  J?  sin  X  +  ^1^  sin  B 

—  -^  sin  B  cos  L  —  -^  sin  B  sin  Z  +  -g-^  cos  B 

Wenn  wir  nun  voraussetzen,  dafs  wir  es  mit  einer  Fläche  zu  thun 
haben,  deren  Krümmung  sich  stetig  ändert,  so  wird 

cBd7^~  cLcB'  ^^' 

u.  s.  f. 
Es  giebt  alsdann  die  Subtraktion  beider  vorhergehenden  Gleichungen: 

U  X  Ol/ 

—  Jb  ^os  B  8\n  L  -{-  -^  cos  B  cos  L 
«=s  —  -^-T-  sin  B  cos  L  —  -^  sin  jB  sin  L  +  "är;  cos  B . 


k 
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Fügt  man  zur  rechten  Seite  dieser  Gleichung  die  linke  Seite  der 
2.  Gleichung  (4)  nach  vorheriger  Multiplikation  mit  tan  By  so  findet 
sich  leicht: 


dz 
dL 


-  —  -^  cos'  J9  sin  L  +  -^  cos*  B  cos  L .  (6) 

Die  drei  Gleichungen  (4)  und  (6)  gelten  allgemein;  durch  Ein- 
führung der  speziellen  Bedingung  (3)  aber  nehmen  sie  die  folgende 
Form  an: 

-^-g-  sin  B  —  —  -g-g-  cos  £  sec  L  y  (7) 

-^Y  sin  -B  =  —  -öT"  cos  B  cos  L  —  -j^  cos  B  ^mLy  (8) 

Ä  =  0.  (9) 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dafs  zufolge  der  Bedingung  (3) 

z  eine  Funktion  von  B  allein  (10) 

ist.  Die  Meridianschnitte  sind  hiemach  (ebene)  kongruente  Earven; 
femer  sind  die  Parallelen  (d.  h.  die  Linien  gleicher  Breite  B)  ebene 
Kurven,  deren  Ebenen  normal  zur  Umdrehungsaxe  stehen.  Man  er- 
kennt ferner  auch,  dafs  in  jedem  Punkte  das  Linienelement  des 
Parallels  rechtwinklig  zu  der  Meridianebene  liegt,  denn  es  liegt  in 
der  Oberfläche  und  in  der  Ebene  des  Parallels,  und  beide  stehen  in 
P  normal  zur  Meridianebene. 

Nennen  wir  jR  den  Krümmungsradius  des  Parallels  in  P,  so  hat 
man  jetzt  für  das  Bogenelement  ds  desselben  mit  Rücksicht  anf  das 
soeben  Gesagte  die  Gleichung: 

ds  =  RdL , 
und  hieraus,  da  für  ds  die  Breite  B  konstant  ist: 

Nun  ist  aber  für  das  Element  ds  die  Neigung  zur  x-Axe 
gleich  L  +  9(y>,  daher  ds  —  dx  cos  {L  +  90P)  +  dy  sin  (L  +  90^ 
oder  besser: 

ds  dx    .     Y    I    ^y         T  /<rt\ 

TL äi  «»" -^  +  "FT  ««» -^  •  (12) 

Aus  (11)  und  (12)  folgt  eine  Beziehung'  von  B  ta  -Jt-  and  -^-y-, 
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welche  letztere  beiden  nach  Mafsgabe  von  (8)  und  (9)  von  einander 
abhängen.     Man  hat  darnach: 


li  —  ^^ 


_  sin  L  +  jj-  cos  L 


0  ==       -Kj-  cos  L  +  -öV  «in  J^  . 
Eliminiert  man  -^  aus  beiden,  so  wird  erhalten: 


(13) 


li^-^csoL  (14) 


und  es  ist: 


dL 
dB  d^x 


dB  dBdL 


CSC  L, 


Die  Ditferentiation  der   mit  cos  L  multiplizierten  Gleichung  (7) 
nach  L  giebt  aber,  da  wegen  (9) 


^''      =0 


ist: 


nnd  man  hat  somit: 


dBdL 


aÄax^«^^  =  li**^^ 


Diese  Gleichung  zeigt,  in  Verbindung  mit  (10),  dafs  -^  eine 
Funktion  von  B  allein  ist,  dafs  daher  sein  mufs 

B^f{B)  +  q>{L),  (16) 

worin  f  und  9  Funktionszeichen  bedeuten. 

Soll  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  sein,  so  mufs  9>(X)  ver- 
schwinden oder  konstant  sein. 

Dieses  erfordert  ein  Unbestimmtwerden  von  L  mindestens  in  einetn 
Punkte  der  Fläche;  wenn  nämlich  fp{L)  fiir  unbestimmte  Werte  von 
L  dasselbe  giebt^  ist  es  keine  Funktion  von  L  mehr. 

Unsere  Fläche  hat  nun  mindestens  2  solche  Punkte,  denn  das 
Geoid  ist  zweifellos  (s.  o.)  kugelartig  geschlossen.  Denken  wir  uns 
aber  die  zur  z-Axq  normale  Ebene  der  Parallelen  in  Bewegung  und 
etwa  von  aufsen  her  an  die  Fläche  herantretend,  so  ist  leicht  zu  sehen, 
dafs  die  angegebene  Art  des  Geschlossenseins  ein  Zusammenschrumpfen 
des  Parallels  auf  null  an  zwei  Orten  fordert,  dafs  femer  um  diese 
Punkte  herum  unendlich  kleine  Parallelen  liegen  und  also  durch  diese 
Punkte  unendlich  viele  Meridiane  gehen  müssen. 
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Die  Mesmngeii  des  Azimuts  gelegentlich  der  Breitengradmessungeu 
geuügen  somit  allein  schon  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  die  Messungen 
auf  einer  Rotationsfläche  erfolgen  oder  nicht,  ohne  weitere  Voraus- 
setzung als  die,  da/s  die  Fläche  stetig  gebogen  und  gekrümmt^  sowie 
Icugclartig  gcsehlosscn  sei.  Nach  allgemeinen  Sätzen  der  Potential- 
theorie ist  aber  (abgesehen  von  lokalen  Krümmungsunstetigkeiten)  im 
grofsen  und  ganzen  ein  stetiger  Verlauf  in  Bezug  auf  Biegung  und 
Krümmung  vorhanden  und  die  Flilche  geschlossen,  ohne  sich  selbst 
zu  schneiden.  Der  kugelartige  ('harakter  (der  einfache  Zusammen- 
hang) folgt,  wie  schon  bemerkt,  aus  den  rohen  Krümmungsmessungen 
in  allen  Azimuten  durch  die  Bereisungen  der  Fläche  (abgesehen  von 
nalu'lieurenden  Beweismitteln  anderer  Art,  wie  z.  B.  der  Form  des 
Erdschattens).*) 

Die  Krümmungsmessungen  im  Meridian  geben,  nachdem  der 
liotationscharakter  nachgewiesen  ist,  die  Form  der  Meridiankurve 
ganz  unzweideutig,  falls  in  den  Polen  die  Breite  90^  beträgt,  was 
durch  die  stetige  Biegung  gefordert  wird. 

Die  i»raktischen  Verhältnisse  erheischen  allerdings  die  Abweichung 
von  unserem  Idealfalle,  dafs  die  Azimutmessungen  nicht  genau  gegen- 
seitig für  Punkte  desselben  geographischen  Meridians  erfolgen  können. 
Um  die  Azimute  zu  vergleichen,  ist  daher  die  Einführung  von 
Näherungswerten  für  die  Krümmungsverhältnisse  notwendig.  Allein 
dieses  ist  ganz  unbedenklich,  wenn  die  zu  vergleichenden  astro- 
nomischen Stationen  immer  nur  einen  kleinen  geographischen  Längen- 
unterschied besitzen  und  wenn  angenommen  werden  darf,  dafs  die 
nördlicher  gelegene  von  zweien  benachbarten  ebenso  oft  östlich  wie 
westlich  fällt.  Ein  Fehler  jener  Werte  wird  dann  ebenso  wie  die 
lokalen  Unregelmäfsigkeiten  Abweichungen  von  zufälligem  Charakter 
erzeugen. 

Diese  lokalen  Unregelmäfsigkeiten  bedingen  nun  auch  in  Ver- 
bindung mit  der  Existenz  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler 
eine  Ausdehnung  der  Azimutmessungen  auf  möglichst  viele  Teile 
der  Fläche,  ebenso  wie  der  Breitengradmessungen  überhaupt  auf  viele 
Meridiane.  Was  sich  zeigende  geringe  systematische  Abweichungen 
anlangt,  so  weisen  diese  auf  geringe  Abweichungen  von  der  Rotations- 
gestalt hin,  man  braucht  aber  nicht  zu  fürchten^  dafs  dieselben  diei^en 
Cesamtcharakter  der  Fläche  ganz  verwischen. 

*)  Könnte  die  Erde  Ringform  haben,  so  würden  Azimntmessungcn  allein 
nicht  genügen,  die  llotationsgestalt  zn  erweisen,  denn  L  wird  für  Ringe  an 
keiner  Stelle  unbestimmt,  weil  die  Parallelen  nirgends  auf  nnll  znsammen- 
schrnmpfcn. 


i 
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§  13.  Fortsetzung:  Breltengradmessungen.  Wir  behandeln 
jetzt  noch  den  bereits  oben  berührten,  aber  als  von  geringer  prak- 
tischer Bedeutung  erklärten  idealen  Fall,  dafs  durch  zahlreiche 
Breitengradmessungen  es  als  eine  allgemeine  Eigenschaft  des  Geoids 
erkannt  worden  sei,  auf  allen  geographischen  Meridianen  gleichlange 
Bögen  zwischen  je  zwei  Parallelen  zu  besitzen.  Mathematisch  präzisiert 
heifst  dies:  es  ist 


Nun  ist  aber 


^  eine  Funktion  yon  B  allein.  (1) 


©*-  (iir+  iii)'+  dsr-        » 


Aus  dieser  Gleichung  eliminieren  wir  x  und  y  mittelst  der 
ersten  Gleichung  (4)  und  der  Gleichung  (6)  des  Yorigen  Paragraphen, 
welche  ergeben: 


ö-g  «=»  —  ^  tan  B  cos  L  —  jj-  sec*  ^  sin  L 
^  «=  —  «^  tan  J5  sin  Z  +  -^  sec*  B  cos  L. 


(3) 


Hiermit  folgt  aus  (2)  und  (1),  wenn  F  eine  beliebige  Funktion 
andeutet  und  anstatt  B  die  Poldistanz  P «»  90^  —  B  eingeführt  wird: 

(|£)Wp+(|J)*=F(P).  (4) 

Um  diese  Gleichung  sogleich  mit  Bücksicht  auf  die  Bedingung 
zu  intqprieren,  dafs  unsere  Fläche  wenigstens  zwei  Punkte  hat,  wo 
P  gleich  null  ist,  beschränken  wir  uns  vorläufig  darauf,  ein  um  einen 
dieser  Punkte  herum  liegendes  so  kleines  Gebiet  zu  betrachten,  dafs 
für  dasselbe  eine  konvergente  Entwicklung  von  z  nach  Potenzen  von 
P  möglich  ist  Dabei  verschieben  wir  den  Eoordinatenanfang  in 
diesen  Punkt  und  setzen  demgemäfs 

0^P'L,  +  P'L,  +  P*Z,  +  . . .,  (5) 

worin  i„  i^,  L^-  - '  Funktionen  von  L  allein  sind.     Das  Glied  mit 

der  1.  Potenz  von  P  ist  weggelassen,  da  ^  für  P  =  0  nach  unseren 

Voraussetzungen  über  die  Fläche  gleich  null  werden  mufs.  Diese 
Voraussetzungen  bedingen  auch,  dafs  L^  für  alle  Werte  von  L  ent- 
weder nur  positiv  oder  nur  negativ  ist.  Denn  sonst  würde  es  keine 
zur  xr-Axe  normale  Ebene  geben,  welche  unendlich  nahe  am  aus- 
gewählten Punkt  die  Fläche  nicht  schneidet  und  es  würde  also  der 


§  13.    Beweiskraft  der  Gradmessungen  für  die  ErdgestalL  G21 

Punkt  nicht  zu  jenen  zwei  notwendig  vorhandenen  Punkten  gehören, 
von  denen  einer  Eoordinatenanfang  werden  sollte. 
Wir  bilden  nun  die  nachstehenden  Ausdrücke: 

IJ-  2PZ,  +  31»^  +  4P«Z,. . . 


sinP— P— yP«H 

^  sin  P  =  2PL,  +  3P»Z^  +  (4L,  -  1  L,)  p*  + 


dz 

dP 

|J-p»L;  +  p«r3  +  p*z;  +  .... 

In  der  letzten  Reihe  bezeichnet  der  Strich  oben  an  L^^  Z^  •  -  • 
die  erste  Derivation  nach  L.  Führen  wir  vorstehende  Formeln  in 
(4)  ein,  so  folgt: 


(4 V  +  r,*)  P*  +  (12L,i,  +  2L\L;)  P* 
+  (-  J  IJ+  IGL,L,  +  9i/  +  2L\ L',  +  Z;«)  P«  + F(P). 


(0) 


Dieser  Gleichung  wird  nur  genügt,  wenn  die  Koefficienten  von 
]^*,  P'\  P^' . . .  einzeln  konstant  sind.     Zunächst  mufs  sein: 

4L,'  +  L\*~F,  (7) 

Je  konstant.     Hieraus  folgt  entweder  Zj  =  Constans  oder 

ilL  =  -^±Ä^_,  L,  =  +  A  sin  2L.  (8) 

Von  diesen  beiden  Lösungen  ist  nur  die  erste  brauchbar,  denn 

die  zweite  widerspricht  bei   k  ^  null  (abgesehen   von  der  Annahme 

k 
L2  = +  ya,l3h8  Y  ^^^^9   nach  welcher   die  Fläche  Kanten   haben 

wurde)  der  Bedingung,  dafs  L^  nur  positiv  oder  nur  negativ  sein 
darf;  bei  k  *=»  null  aber  würde  der  Krümmungsradius  im  Koordi- 
natenanfange  gleich  null  werden  und  somit  die  Richtung  der  Normale 
daselbst  eine  Unbestimmtheit  erlangen. 

Somit  bleibt  nur  die  Möglichkeit^  L^  >»  Constans  zu  setzen.  Da 
aber  der  Koefficient  von  P^  in  (6)  auch  konstant  sein  mufs,  wird 
jetzt  notwendig  auch  L^  konstant.  Und  so  zeigt  jeder  folgende 
Koefficient  die  Konstanz  eines  folgenden  Wertes  in  der  Reihe  L^L^  ... 
Demnach  ergiebt  sich,  dafs  s  am  Koordinatenanfang  nur  eine  Funktion 
von  P  und  damit  nur  eine  Funktion  der  geographischen  Breite  B 
allein  sein  kann. 
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Unsere  Fläche  ist  sonach  in  der  Nähe  der  kritischen  zwei  Punkte 
eine  Rotationsfläche;  sie  ist  es  aber  überhaupt^  da  sie  stetig  sein 
soll  und  in  jedem  beliebig  kleinen^  jedoch  endlichen  Teil  einer 
solchen  Fläche  bereits  alle  Eigenschaften  zum  Ausdruck  gelangen. 
Man  kann  nämlich  nahe  der  Grenze  des  Gebiets^  wo  (5)  zu  konver- 
gieren aufhört,  einen  neuen  Ausgangspunkt  einer  Taylorachen  Ent- 
wicklung annehmen,  die  zum  Teil  im  ersten  Gebiet,  zum  Teil  noch 
aufserhalb  konvergiert.  Auch  hier  kann  nun  z  nur  eine  Funktion 
von  li  allein  sein.  In  dieser  Weise  aber  läfst  sich  nach  und  nach 
die  ganze  Fläche  umfassen. 

Die  Voraussetzungen  bei  vorstehender  Losung  der  Aufgabe  waren 
wesentlich  dieselben,  als  bei  der  vorigen  Aufgabe.  Nur  fordert  die 
Entwicklung  (5)  Stetigkeit  und  Endlichkeit  nicht  nur  fär  den  ersten 
und  zweiten  Differentialquotienten  (d.  h.  in  Biegung  und  Krümmung), 
sondern  auch  für  alle  höheren  Differeniialquotienten.  Für  das  Geoid 
aber  kann  man,  abgesehen  von  lokalen  Abweichungen,  diese  Be- 
dingung  aus  denselben  Gründen  für  die  höheren  Differentialquotienten 
als  erfüllt  betrachten,  wie  für  die  beiden  ersten  allein. 


i 


log  IV 


Tafel 

flir 

-  log  ^^V■ 


e"  sin  'B, 


die  geographische  Breite  B  von  47®  bis  57**; 
log  ir*  =  7,8244104.15  —  10 

Anm. :  Die   11.  Decimalstelle  ist  nur  beigesetzt,  um  auch  für  das  Dreifache  und  Vier- 
fache von  log   fF  die  10.  Stelle  höchstens   i   Einheit  unsicher  zu  erhalten.    Sic  selbst 

kann  im  Maximum  wohl  bis  zu  3  Einheiten  irrig  sein. 
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log  W 


9,9992234.0243 


2212.9229 
2191.8257 

2170-7330 
2149.6449 

2  128.56 16 


9,9992107.4832 


2086.4  lOo 
2065.3422 
2044.28O0 
202^22^^ 
2002.1725 


9»999 


9»999 


9»999 


9.999 


981.1278 


960.0894 

9390574 
918.031 9 
897.0131 

876.001  3 


854.9966 


833.999» 
813.0094 
792.0271 

771.0526 
750.0863 


729.1282 


708.1785 
687.2372 
666.3046 
645.38  lo 
624.4666 

603.561  3 


I .  Diff. 


■ 


B 


21.1014 

21.0972 
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21.0881 
21.0833 
21.0784 

21.0732 
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21.0622 
21.0567 
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6 
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603.561 3 
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457.4976 
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374.2633 


^biA^2ti 
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2*49.7568 


229.0481 


208.3521 

187.6689 
166.9987 

146.34  16 
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063.8479 
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o 
o 
o 
o 
o 
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3 
3 
3 
3 

31 

4 

4 
4' 
4 
5 
5 


Tafel 

für 
log  ^=  log  '\/  I  —  (f*  sin'^  und  log  0/=  log  Y\~— ^  cos*^, 

die  geographische  Breite  B  und  die  redtuierie  Breite  ^  von  o  bis  90°; 
log  *•  —  7,8144104.15  —  10. 
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B 
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6976.6 
6942.2 
6907.7 
6873.0 
6838.2 

9,9996803^3 
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6733-0 
6697.7 
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6626.6 
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